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WEIERSTRASS.  —  Abiiandlungen  aus  der  Fungtionenlehre.  i  vol.  in-8**; 

287  p.  Berlin,  Springer,  1886. 

M.  Weîerstrass  a  réuni  dans  ce  Volume  les  sept  Mémoires 
dont  voici  les  titres  : 

I.  Sur  la  théorie  des  fonctions  analeptiques  uniformes. 

II.  Sur  un  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  relatif  à  la  théorie  des 
fonctions. 

III.  Sur  la  théorie  des  fonctions. 

IV.  Appendice  au  précédent  Mémoire. 

V.  Quelques  propositions  sur  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques de  plusieurs  variables. 

VI.  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  de  plusieurs  va- 
riables. 

VII.  Sur  la  théorie  des  facultés  analytiques. 

La  plupart  de  ces  Mémoires  sont  bien  connus  des  lecteurs 
français,  qui  seront  toutefois  bien  aises  de  les  trouver  réunis  en 
un  seul  Volume.  Il  est  inutile  d'insister  ici  sur  leur  extrême  im- 
portance; chacun  sait  que  les  découvertes  de  M.  Weierstrass  ont, 
sur  plusieurs  points  essentiels,  renouvelé  renseignement  de   la 
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thcoriQ-'cJ^js*  fonctions.  Nous  nous  contenterons,  en  annonçant  la 
puhlijfarkjon  de  ce  Volume,  de  rappeler  que  le  Mémoire  I  a  été  tra- 
duis'.-^ar   M.  Emile  Picard  dans   les  Annales  scientifiques  de 
ViiviQie  Normale  supérieure;  que  la  traduction  des  Mémoires  II, 
..  III,*IV  a  paru  ici  méme(*),  que  les  principaux  résultats  du  Mé- 
.     n'ioire  V  ont  été  Tobjet  d'un  travail  de  M.  Dautheville  inséré  dans 
/V.'ies  Annales  de  V Ecole  Normale.  Le  Mémoire  VI  se  trouve  dans 
:///'    les  Monalsberichlc  de  l'Académie  de  Berlin,  pour  1876.  Enfin  le 
dernier    Mémoire   est    un  des    plus  anciens   titres    de   gloire  de 
M.  Weierstrass;  il  a  été  publié,  en  i854,  dans   le  Journal  de 
C relie.  J.  T. 


'  • 


SCllEEFFEU  (L.)-   —    Tiikorie  der  Maxim\  uxd  Minima  einer  Functiox 

VON   ZWEI   VaRIABELN  (*). 

La  recherche  et  la  distinction  des  maxiraa  et  des  minima  d'une 
fonction  de  deux  variables,  même  développable  par  la  formule  de 
Taj'lor,  sont  parfois  délicates.  Ce  sujet  est  insuffisamment  déve- 
loppé dans  la  plupart  des  Traités  classiques  de  Calcul  différentiel. 
M.  Scheeffer  fait  ressortir  Tinsuffisance  du  procédé  qui  consiste, 
pour  savoir  si  la  fonction /(j:,  y)  admet  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum en  un  point,  par  exemple  au  point  x  =  o,  y  =  o,  à  étudier 
la  fonction  f{tXj  ty)  de  la  variable  t\  cette  fonction  peut  très 
bien  admettre  un  maximum  pour  f  =  o  (ou  un  minimum),  et  cela 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  j',  sans  que  la  fonction 

soit  positive  (ou  négative)  pour  tous  les  points  situés  à  l'intérieur 
d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  arbi- 


(')  Je  crois  devoir  signaler  {BuUetin,  1*  série,  t.  V;  1881)  une  note  du  Mé- 
moire IV,  où  une  fornnuic  que  j'avais  eu  Thonncur  <le  communiquer  à  i'illuslre 
géomètre  est  restituée  légitimement  à  M.  Schroder,  qui  l'avait  publiée  dés  i87t> 
dans  le  Zeitschrift  de  M.  Sclilomilch. 

(')  Ce  travail,  inséré  dans  les Berichte  der  K.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften,  a  été  extrait  par  M.  A.  Maycr  des  papiers  laissés  par  M.  Scheeffer,  que 
la  mort  a  récemment  enlevé  aux  espérances  qu'il  donnait  à  ses  maîtres. 
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Irairement  petit.  L'auteur  cite  à  ce  propos  Texemple 

déjà  signalé  par  M.  Peano. 

Pour  caractériser   nettement  les  différents  cas,    en  supposant 
qu'il  s'agisse  d'une  fonction /(a:,  r)  nulle  pour  le  point  x  =  o, 
v=  o  et  continue  aux  environs  de  ce  point,  M.  Scheeffer  imagine 
un  petit  cercle  de  rayon  /•  décrit  de  l'origine  comme  centre;  à  cause 
de  la  continuité,  la  fonction /(x,jk)  admet  sur  le  cercle  un  maxi- 
mum/, (r)  et  un  minimum  /2(r);   si  ces  quantités  /<(/•),  /2(^) 
sont,  pour  toutes  les  valeurs  de  r  inférieures  à  un  certain  nombre 
fixe,  toujours  positives  (ou  toujours  négatives),  la  fonction /(  a:,  j») 
présente  un  minimum  (ou  un  maximum);   dans  le  cas  où,  pour 
ces  mêmes  valeurs  de  r,  l'une  des  quantités  /  (''),/2(/')  est  posi- 
tive et  l'autre  négative,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Le  cas 
que  l'on  doit  regarder  comme  élémentaire  est  celui  où  il  existe 
une  certaine  puissance  positive  n  de  r  telle  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  r  inférieures  à  une  limite  fixe  gy  les  nombres /(r), 
fi{r)  soient,  en  valeur  absolue,  supérieurs  à  ar"^  en  désignant 
para  un  nombre  positif  fixe;  dans  ce  cas  le  développement  en 
série  de  Taylor  permet  de  distinguer  sûrement  si  Ton  a  affaire,  ou 
non,    à   un   maximum    ou   à  un   minimum;  l'objet  essentiel  de 
M.  Scheeffer  est  de  montrer  comment  on  peut  effectuer  cette  dis- 
tinction et  reconnaître  que  la  condition  imposée  est  vérifiée  en 
effet  :  dans  ce  cas  on  peut  substituer  à  la  fonction  /{x,  y)  une 
fonction  entière  G„(j:,^),  obtenue  en  prenant  dans  le  développe- 
ment en  série  un  nombre  limité  de  termes. 

L'existence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  pour  le  point 
x=  0,^  =  0  se  manifeste  alors  d'une  manière  particulièrement 
simple  quand  l'ensemble  homogène  des  termes  par  lesquels  com- 
mence le  développement  constitue  une  forme  déjinicy  d'ordre  pair 
par  conséquent.  Dans  tous  les  cas,  le  problème  revient  à  savoir  si 
la  courbe  algébrique  dont  Tcqualion  serait  G„(x,j')  =  o  admet 
un  point  isolé  à  l'origine.  L'auteur  montre  comment  on  peut  diri- 
ger Tétude  de  cette  courbe  autour  de  ce  point  pour  arriver  sûre- 
ment au  résultat  par  des  calculs  élémentaires.  J.  T. 
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LAMPE  (E.).  —  EixiGE  Zahlenbeispiele  fuer  die  Anziehung,  welciie  eine 

HOMOGENE   MaSSB   A(JF   EINEN   MATERIELLEN   PuNKT   NACH  DEM  NeWTONSCHEN 

Gesetze  ausuebt.  3  p.  in-S"".  Lille rarische  Bemerkung  zu  den  Zahlcnbei- 
spiclen  ueber  Altraclion  (*).  7  p.  in-8°. 

Supposons  qu'une  masse  homogène  M  exerce  une  attraction  A 
sur  un  point  matériel  m  selon  la  loi  de  Newton;  prenons  pour 
unité  de  force  l'attraction  avec  laquelle  le  point  est  attiré  par  la 
masse  M  réduite  en  sphère  homogène  lorsque  m  est  placé  à  sa 
surface. 

1"  La  masse  M  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  aplati  de  révolution; 
soit  s'xtïx  rexcentrîcité  de  son  ellipse  méridienne.  Le  point /n, 
placé  sur  un  pôle  de  l'ellipsoïde,  est  attiré  par  ce  corps  avec  l'in- 
tensité 

A  =  3cos* X  sin-'^(i  —  x  cota:), 

expression  qui  devient  un  maximum  quand  on  a 

ar(9-f-  Slang'ar)  —  tanga:(9  h-  2  tang'jr), 

c'est-à-dire  pour  ^0  =  43"59'.  Alors  on  a  A©  ==  i  ,0221 3,  valeur 

très  rapprochée  de  y^i  ,08  =  i  ,025986  ou  de  la  plus  grande  attrac- 
tion que  M  puisse  exercer  sur  m.  Pour  x==oon  aA  =  i,  mais 
aussi,  pour  Xi  =  5ç)"4'»2,  A  devient  y  pour  :r2  =  85°  18'. 

2**  La  même  masse,  réduite  en  ellipsoïde  allongé  de  révolution, 
exerce,  sur  le  point  m  placé  au  pôle,  l'attraction 

A  =  3cos^  J7  sin-»a7[ —  1  -f-  sin-*a7  /tang(j7:  -1-^3?)]. 

Cette  expression  diminue  lorsque  x  augmente  et  prend  la  valeur  | 
pour  X  =  78*^6',  76. 

3°  Réduite  en  forme  de  cylindre  droit  à  base  circulaire,  la 
masse  M  attire  le  point  m  placé  dans  le  centre  d'une  de  ses  bases, 
avec  l'intensité 


=  4/1^. 


•{\-\-  X  —  /l  -~iC*)î 


(')  Extrait  des   Verbandlungen  der  physikalischen  CeseUsdiaft  in  Berlin, 

1884. 
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où  Ton  a  mis  j;  =  -  ,  r  =:  rayon  de  la  base,  h  =  hauteur.  A  atteint 

son  maximum  Ao  =  i  ,00683  pour  Xo  =  ^(g  —  y/i^)  =  0,60961  ; 
A  égale  l'attraction    de  la  sphère    à    sa   surface  (l'unité)   pour 

a:^  =  0,75  et  pour  0^2  =  f  ( —  5  +  \f^)  =  o,49i356. 

4"  En  forme  de  cône  droit  à  base  circulaire,  la  masse  M  attire 
le  point  matériel  m  placé  dans  le  sommet  avec  la  force 

_i  -  5. 

A  =  12.2    ^  sin'Jarcot^a:, 

où  X  dénote  l'angle  compris  entre  la  hauteur  et  une  génératrice 
du  cône.  Le  maximum  Ao  ==  0,8294 1  de  A  appartient  à 

X  =  arccos(—  \  -f-  v/jï)  =  62iM6',7. 

5®  Si  un  cône  droit  à  base  circulaire  attire  le  point  m  placé  au 
centre  de  la  base  et  au  sommet  avec  la  même  intensité,  on  trouve 
Tangle  x  de  l'équation 

I  =  cosar  —  sinr-i-  sin'x/[col|iF  cot(  Jr  —  î"^)], 

c'est-à-dire  ar=  57**39'7. 

6**  Soit  encore  s\nx  l'excentricité  de  l'ellipse  méridienne  d'un 
ellipsoïde  allongé  de  révolution,  et  faisons  tangx  =  t.  L'attraction 
de  cet  ellipsoïde  exercée  sur  le  point  m  placé  dans  un  point  de 
l'équatcur  sera 

f^  maximum  A©  de  A  se  calcule  de 


k. 


On  trouve  Xo  =  38*'45'>i»  A©  =  i  ,00825.  En  mettant  A  =:  1,  on 
obtient  (outre  /  =  o)  j:/=  52^48', 3.  A  devient  j  pour 

^j  =  87°Ji'i%76. 

7"  L'attraction  de  l'ellipsoïde  aplati  de  révolution  sur  le  point 
tn  de  Téquateur  a  pour  valeur 

A  =  i  cos'*-r  sin   ^jr{x  ^  slnx  cosx). 
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Celle  fonction  va  en  diminuant  lorsque  x  augmente;  elle  devient 
\}^ovLV  ac  =8a«54'53". 

8°  Réd  u  i  sons  la  masse  M  en  forme  de  parallélépipède  droit  de  liau- 

leur  /i  sur  une  base  carrée  ayant  le  côté  2  6.  Posons  sin:r  =  i^i_,it  • 
on  aura  1^ attraction  exercée  sur  m  placé  au  centre  de  la  base  : 

V     ir*\i  — sin^r/     \^     \       sin^  /sinjc -f- /i  H- sinjr/ 

La  valeur  jTo  de  x,  pour  laquelle  A  devient  un  maximum,  se  lire  de 


,1  —  sin.r        ,  1  -4-i/'2 

^1/  '- =  ^     f  ;-  . « 

y        SIQJ7  V -ïï^-^ -^  V  * -+■  sinjT 

De   là    vient  0*0  =  arcsino,22G24  =  i3^4'»55;    A:  6  =  1,84395, 
Ao  =  I  ,00029. 

I^cs  deux  valeurs  pour  lesquelles  A  est  aussi  grande  que  pour  la 
surface  de  la  splière  (l'unité)  sont 

x^  =  arcsino, 24187  =  i3"59',G;         h  :  b  =  1 ,77080, 
Xf  =  arc  sino,'2i  122  =  i2°ir,G|;       h  :  b  =  \  ,98247. 

Le  premier  géomclre  qui  semble  avoir  traité  ces  sortes  de  ques- 
tions  est   John    Playfair;  dans  les   Transactions  of  the  Royal 
Society  of  Kdlnburp^hy  Vol.  VI,  IP  Partie  (1809)  il  a  publié  le 
Mémoire  :  Of  tlie  solids  of  greatest  Attraction,  or  those  which 
aniong    ail   the  solids  tliat  ha^^e  certain  properties,   attract 
with  the    greatest  force  in  a  given  direction.    Les   questions 
relatives    au  maximum   d'allraclion  pour   le   cylindre    (3)    et   le 
cône  (4)  se  trouvent  déjà  résolues  dans  ce  travail.  En  cherchant 
le  maximum  pour  rdlipsoïde  aplati  sur  le  pcMe,  Playfair  a  commis 
une  erreur.  Ayant  trouvé  la  même  équation  que  ci-dessus  (i),  il 
s'est  trompé  en  disant  que  celte  équation  transcendante  n'admet 
que  la  solution  exacle  x  =  o,   et  que  toutes  les  valeurs  entre  o 
et  {7:  fournissent  des  solutions  approchées.   Le   même   Mémoire 
contient  la  découverte  du  corps  d'attraction  maxinia,  corps  de  ré- 
volution dont  la  courbe  méridienne  a  pour  équation,  en  coordon- 
nées polaires  /•  et  cp,  /-  =  a-cos,p.  Dans  son  Mémoire  :  Principia 
generalia  tlieoriœ  Jigurœjluidoriim  in  statu  œquilibrii {i82çf}j 
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Gauss  a  énoncé,  dans  une  Note,  cette  proposition  :  Constat, 
maximam  a ttr action em,  quani  massa  homogenea  data  in 
punctuni  datunx  secunduni  illani  legeni  exercere  potest,  esse 
ad  attractionenij  quant  eadeni  massa  in  figiiram  sphœricam 
redacta  exercet  in  punctum  in  superficie  positum^  ut  3  ad^/^. 
C'est  pourquoi  on  a  attribué  longtemps  la  découverte  du  corps 
d'attraction  maxima  à  l'illustre  géomètre  de  Gottingue.  Cette  opi- 
nion est  donc  erronée;  la  Note  de  Gauss  donne  le  résultat  des 
recherches  de  Playfair. 


J.  CLERK  MAXVVEIX.  —  Tn.viTÉ  d'Électricité  et  de  Magnétisme.  Traduit 
de  l'anglais  sur  la  deuxième  édition,  par  M.  C  Seligmann-Liii,  ingénieur 
des  télégraphes;  avec  Noies  et  éclaircissements  par  MM.  Cor/tu,  de  l'In- 
stitut, Potier  et  Sftrrau^  professeurs  à  l'École  Polytechnique,  i"  Volume, 
188G.  a*  Volume,  i*'  Fascicule,  1887.  Paris,  (iauthier-Villars. 

La  traduction  française  du  Traité  d'Electricité  et  de  Magné- 
tisme  de  J.  Clerk  Maxwell,  dont  le  premier  fascicule  a  paru  en 
i885,  est  parvenue  déjà  à  son  quatrième  fascicule;  les  trois  pre- 
miers fascicules  parus  forment  le  premier  Volume  de  l'Ouvrage  et 
embrassent  l'ensemble  de  l'Electrostatique;  le  quatrième  fascicule 
appartient  au  second  Volume  et  renferme  la  partie  de  ce  Volume 
qui  traite  du  Magnétisme. 

La  renommée  acquise  par  le  Livre  de  Maxwell  nous  démontre 
l'utilité  de  l'œuvre  entreprise  par  M.  Seligmann-Lui.  Le  Traité  de 
Maxwell  nous  représente  fidèlement  ce  qu'est  la  Science  électrique 
dans  le  pays  de  Green  et  d^  Faraday.  Les  idées  fondamentales  et 
la  manière  de  les  présenter  s'écartent  notablement  de  la  doctrine 
et  du  mode  d'exposition  adoptés  dans  la  patrie  de  Coulomb  et 
d'Ampère  comme  dans  la  patrie  de  Gauss.  Peut-être  le  lecteur  du 
Livre  de  Maxwell  regrette ra-t-il  la  clarté  des  physiciens  français  et 
la  rigueur  des  géomètres  allemands;  mais  les  méthodes  du  mathé- 
maticien anglais,  en  le  contraignant  à  reprendre  les  principales 
théories  de  l'Electricité  dans  un  ordre  diflerent  et  parfois  inverse 
de  celui  auquel  il  est  habitué,  l'aideront  dans  la  découverte  de 
conséquences  nouvelles. 

Par  exemple,  en  lisant  la  théorie  des  fonctions  sphériques,  que 
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Maxwell  expose  suivant  la  métliode  de  Sir  W.  Thomson  ei  de 
M.  Tait,  nous  regretterons  peut-être  l'analyse  si  naturelle  par 
laquelle  Laplace  a  découvert  les  principales  propriétés  de  ces  fonc- 
tions ;  nous  saurons  gré  à  M.  Potier  d'avoir,  dans  une  Note  étendue, 
présenté  l'exposé  de  cette  anaivse.  Mais  la  voie  suivie  par  Sir  W. 
Thomson,  par  M.  Tait  et  par  Maxwell,  en  rattachant  plus  direc- 
tement les  propriétés  des  harmoniques  sphériques  à  l'existence 
des  singularités  présentées  par  la  fonction  polenllelle,  fait  mieujc 
ressortir  la  nature  analytique  de  celte  fonction  et  les  remarquables 
analogies,  si  bien  étudiées  par  M.  P.  Appell,  qui  rapprochent  les 
fonctions  vérifiant  l'équation  iF  =  o  des  fonctions  d'une  variable 
imagioatrc. 

La  forme  si  anglaise  du  Traité  de  Maxwell  en  rendait  la  traduc- 
tion fort  difficile;  M.  Seligmann-Lui  s'est  acquitté  de  cette  tâche 
de  la  façon  la  plus  heureuse;  il  a  rendu  l'Ouvrage  aussi  aisé  a 
lire  qu'il  se  pouvait  faire. 

MM,  Cornu,  Potier  et  Sarrau  ont  joint  au  Traité  de  Maxwell  des 
Notes  nombreuses,  destinées  à  combler  les  lacunes  ou  à  corriger 
les  inexactitudes  qui  avaient  échappé  à  l'illustre  physicien.  Parmi 
les  Notes  les  plus  importantes,  citons  une  Note  de  M.  Cornu  sur 
une  construction  géométrique  tracée  par  Maxwell  et  dont  les 
données  n'élaient  pas  définies  d'une  manière  suffisante;  une  Note 
de  MM,  Cornu  et  Potier  relative  au  tracé  des  lignes  de  forces 
dans  le  cas  où  le  champ  électrique  est  symétrique  autour  d'un 
axe  de  révoNilion  ;  enfin  la  Note  déjà  citée  de  M,  Potier  sur  les 
sphériques  harmoniques. 

Souhaitons  que  les  derniers  fascicules  de  cette  traduction  ne  se 
fassent  pas  trop  longtemps  attendre.  P.  Duhem, 


Amosio  FAVARO,  —  C.vHTECGio  inedito  di  Ticone  Drvhe,  Giovaxm   Ke- 

PLEItO,  K  Dl  ALTni  CELESni  ASTRO^0UI   1^  HATEMATICI   DEI  SECOLI  \VI  E  XVII 

coN    GiovANM  Antomo    Uauim.    Bciiogiic,   Zamchclli,    i88C,    gr.    in-8°, 

Magini,  dont  le  nom  reste  attaché  à  l'une  des  taches  d«  la  Lune, 
n'est  plus  guère  connu  aujourd'hui  ;  il  n'en  était  pas  inoins  con- 
sidéré comme  un  des  premiers  astronomes  de  son  temps.  Né  le 
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] 4  juin  i555  à  Padoue,  il  publiait  dès  l'âge  de  vingt-sept  ans  des 
éphémérides  pour  4o  ans,  en  conformité  avec  les  hypothèses  de 
Copernic  et  en  i588  était  nommé  à  une  des  deux  chaires  de  Ma- 
thématiques de  rUniversité  de  Bologne,  que  lui  disputait  en  vain 
Galilée,  plus  jeune  que  lui  de  neuf  ans.  Après  vingt-neuf  ans  de 
professorat,  Magini  mourut,  le  1 1  février  1617,  en  pleine  activité 
de  travail  et  laissant  inachevé  un  grand  Ouvrage  sur  la  Géogra- 
phie de  ritalie,  dont  il  s^occupait  depuis  de  longues  années,  et  dont 
l'Atlas  seul  a  été  publié  après  sa  mort. 

Ce  travail  n'était  d'ailleurs  pour  lui  qu'un  délassement  des  cal- 
culs qu'il  ne  cessait  de  poursuivre  pour  compléter  et  corriger  ses 
éphémérides  et  les  autres  Tables  qu'il  leur  avait  ajoutées;  car 
Magini,  pour  parler  comme  Tycho  Brahe,  était  un  astronome  de 
cabinet.  Calculateur  exact  et  infatigable,  il  n'observait  guère,  et 
de  là  l'oubli  qui  attendait  devant  la  postérité  un  homme  qui,  aux 
yeux  de  ses  contemporains,  balançait  Kepler  et  Galilée. 

Il  n'est  pas  besoin  d'insister  sur  l'intérêt  que  présente  la  corres- 
pondance d'un  personnage  en  relation  avec  les  principaux  savants 
de  son  temps.  Un  manuscrit  contenant  soixante-deux  lettres  au- 
tographes adressées  à  Magini  par  Clavius,  Tycho  Brahe,  le  dis- 
ciple préféré  de  ce  dernier,  Tengnagel,  par  Kepler,  Adrien  Ro- 
main, Scheiner,  etc.,  avec  cinq  minutes  de  réponses  de  Magini,  et 
actuellement  conservé  dans  les  archives  de  la  famille  des  Mal- 
vezzi  di  Medici,  à  Bologne,  forme  le  fonds  du  Volume  dont  nous 
avons  reproduit  le  titre.  Mais  ce  titre  promet  moins  que  ne  donne 
le  Livre;  car  M.  Favaro,  auquel  le  comte  Nerio  Malvezzo  s'est 
adressé  pour  la  publication  de  ce  manuscrit,  y  a  fait  deux  addi- 
tions excessivement  importantes. 

Tout  d'abord  une  Notice  sur  la  vie^  les  œuvres  et  les  correspon- 
dants de  Magini  ;  cette  Notice,  qui  n'occupe  pas  moins  de  cent 
quatre-vingt-quatre  pages,  est  un  véritable  Livre,  et  ce  ne  sera 
pas  un  des  moins  intéressants  qu'aura  publiés  l'éminent  professeur 
de  Padoue.  Toutes  les  qualités  de  l'historien  jointes  à  la  science 
du  mathématicien,  et  surtout  l'art  d'intéresser  à  des  questions 
qui  n'attirent  pas  à  première  vue,  il  y  a  là  de  quoi  décourager  le 
critique,  de  quoi  lui  faire  trop  craindre  que  les  quelques  lignes 
qu'il  peut  consacrer  à  l'analyse  de  l'œuvre  n'en  donnent  qu'une 
idée  tout  à  fait  insuffisante. 
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Signalons  cependant  rapidement  des  détails  précieux  sur  l'en- 
geignement  dans  les  universités  italiennes  à  celte  époque;  un  ré- 
sumé très  clair  des  doctrines  astrologiques  nécessaires  pour  com- 
prendre certains  passages  de  la  correspondance,  car  Magini  croyait 
sérieusement,  comme  Kepler,  à  l'Astrologie,  et  ses  prédictions 
étaient  assez  célèbres  pour  que  son  nom  ait  servi  pendant  long- 
temps d'enseigne  à  des  almanachs  publiés  en  France  et  dans  les 
Pays-Bas  (*);  une  histoire  très  attachante  des  rapports  de  Magini 
et  Galilée,  histoire  qui  n'est  guère  à  l'honneur  du  premier  :  car, 
tout  en  afTectant  de  rester  en  bons  termes  avec  son  ancien  con- 
current, Magini  non  seulement  ne  put  s'empêcher  de  le  jalouser 
après  la  découverte  des  satellites  de  Jupiter,  mais  il  paraît  avoir 
excité  sous  main  les  attaques  de  Horky  et  de  Sizzi,  et  même  leur 
avoir  fourni  des  matériaux;  les  détails  sur  les  travaux  accessoires 
de  Magini,  et  notamment  sur  les  grands  miroirs  sphériques  qu'il 
construisait  et  offrait  aux  princes  de  son  temps,  sans  pouvoir  tou- 
jours s'en  faire  rémunérer,  comme  cela  lui  arriva  avec  l'empereur 
Jtodolphe  II. 

Lu  seconde  addition  fiiite  par  M.  Favaro  a  un  autre  caractère; 
il  n  cherché  h  compléter  la  correspondance  publiée,  soit  au  moyen 
de  lettres  déjà  imprimées  dans  les  Ouvrages  de  Magini  et  de 
Tyclio  Hrahe  (^),  soit  avec  les  autographes  conservés  dans  les  ar- 
chives (lonzague  ù  Mantoue,  ou  dans  les  Bibliothèques  de  Vienne 
et  chî  Florence.  Il  a  ainsi  donné  vingt-quatre  lettres  de  Magini, 
<!in(|  adressées  i\  lui  cl,  on  outre,  son  testament  tiré  des  Archives 
do  Bologne. 

Un  si»cond  appendice  donne,  avant  un  index  des  noms  propres, 
la  bibliographie  des  Ouvrages  de  Magini,  qui  ne  comprend  pas 
moins  de  soixante-cinq  numéros,  correspondant  à  environ  une 
vingtaine  d'œuvivs  disUncles  et  la  plupart  considérables.  Les 
iiMhe»  uumériïs  correspondent  à  des  rééditions  ou  à  des  contrefa- 


(*)  IHoii  0|ut<i|»Uo«  ii^  noIoiiiuN  at^rmc  qu'il  avait  prédit  Tannée  de  sa  mort,  et 
rrlh«  ii««oriU)ii  o«t  ooutîrmoo  d'uiUours.  Lu  réputation  de  Magini  comme  astrologue 
III  d'tilii«MM'«.  wpitW  !ia  mort»  scque^lrtr  jvir  le  Saint-Office  ses  papiers  et  manu- 
ftrill»!  <|Ml  luivul  dé%  lor^  pcixius.  sauf  de  tK's  rares  exceptions,  comme  celle  du 
\oluiur  pul>ho  par  \L  Ka>ar\K 

(M  r.iMUUU^  rol^uout  ;iu  iv^lo.  plu<  v^u  moia>  complètement,  quelques-unes  des 
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çons;  mais  le  simple  aperçu  de  celle  bibliographie  Icmoigne 
assez,  d'une  part,  de  raclivité  singulière  que  déployait  Magini, 
de  l'autre,  du  succès  de  ses  Livres. 

Notre  calculateur  ne  s'est  au  reste  guère  préoccupé  des  Mathé- 
matiques qu'au  point  de  vue  de  leurs  applications  ;  mais  ses  efforls, 
pour  abréger  les  tâches  qu'il  entreprenait,  ont  souvent  été  heu- 
reux. II  a  notamment  mérité  d'être  cité  par  Chaslcs  dans  son 
Aperçu  historique  (2"  éd.,  p.  55}  comme  avant  un  des  premiers 
appliqué  et  élucidé  les  principes  de  Viète  pour  la  résolution  des 
triangles  sphériques,  mais  il  est  inexact  de  dire,  comme  M.  Marie 
(Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  j  t.  III,  p.  91), 
qu'il  ail  écrit  un  commentaire  sur  Viète.  Malheureusement  pour 
luiy  l'emploi  des  logarithmes  allait  bientôt  rendre  inutile  la  plupart 
de  ses  artifices  les  plus  ingénieux,  de  même  que  toutes  les  Tables 
qu'il  avait  construites. 

Magini  ne  s'est  pas  seulement  occupé  de  Trigonométrie  sphé- 
rique,  mais,  sous  les  titres  De  plan is  triangulis  et  De  dimetiendi 
ratione,  il  a  écrit  un  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne  appliquée 
le  plus  complet  et  le  plus  scientifique  qui  ait  existé  de  son  temps, 
avec  des  Tables  très  étendues  de  carrés,  de  sinus,  tangentes  et 
sécantes. 

II  a  inventé  pour  les  opérations  sur  le  terrain  un  quadrant  assez 
ingénieux,  qu'il  a  appelé  planisphère  universel,  et  qu'il  se  pro- 
posait de  décrire,  en  même  temps  qu'un  autre,  le  quadrant  direc- 
teur universel,  et  en  général  tous  les  autres  instruments  mathéma- 
tiques, dans  un  Ouvrage  en  douze  Livres  accompagné  de  planches. 
Il  parait  avoir  exécuté  ce  projet  et  son  manuscrit  aurait  même 
échappé  aux  revendications  du  Saint-Office;  mais  il  est  aujour- 
d'hui perdu  et  rien  n'a  été  publié.  Il  n'y  a  cependant  pas  d'Ou- 
vrage de  Magini  qui  vaudrait  celui-là,  à  nos  yeux. 

Ce  qui  a  manqué  surtout  à  notre  astronome,  c'est,  comme  le 
dit  très  bien  M.  Favaro,  l'intuition  des  temps  nouveaux.  C'était 
l'époque  où  les  découvertes  de  Neper,  de  Galilée,  de  Kepler  pré- 
paraient une  évolution  décisive;  Magini  ne  l'a  pas  soupçonnée  ou 
s'est  montré  hostile;  même  pour  Copernic,  s'il  a  adopté  ses  hypo- 
thèses, c'est  uniquement  parce  que  les  Tables  de  Rheinliold 
(Prutenicœ)  étaient  plus  exactes  que  toutes  les  autres  antérieures  ; 
mais  il  a  rejeté  le  système  pour  s'en  forger  un  particulier.  D'autre 
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solutions^  de  l'équation 

24>/(r)Di.j  =0        (t  =  o,  I,  2,  ...,  n), 
^i{jc)  étant  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  i. 


LA  TECHNOLOGIE  DES  ÉLÉMENTS  D'EUGLIDE  ; 
Par  m.  p.  TANNEHV. 

i.  Après  avoir  délîni  le  sens  des  termes  (Hénients  et  élémen^ 
tairey  Proclus  intercale  dans  son  Prologue  un  éloge  de  Tœuvre 
d'Euclide.  Ce  morceau  me  paraît  également  emprunté  à  Geminus; 
je  remarque  notamment  que  l'on  y  parle  de  divers  Traités  élé- 
mentaires faisant  concurrence  à  celui  d'Euclide,  tandis  qu'au  temps 
de  Proclus,  tous  ces  Traités,  dont  nous  n'avons  aucune  trace, 
avaient,  sans  aucun  doute,  déjà  disparu.  Au  reste,  voici  la  traduc- 
tion de  ce  fragment. 

Proclus  (p.  73,15-75,3). 

«  Il  est  difficile,  dans  chaque  Science,  de  choisir  et  de  disposer 
dans  Tordre  convenable  les  éléments,  d'où  procède  et  où  se  ramène 
tout  le  reste.  De  ceux  qui  s'y  sont  essayés,  les  uns  ont  grossi  leur 
Recueil,  les  autres  l'ont  diminué;  les  uns  ont  employé  des  démon- 
strations abrégées,  les  autres  ont  indéfiniment  allongé  leur  expo- 
sition ;  les  uns  ont  évité  la  réduction  à  l'impossible,  ceux-ci  les  pro- 
portions (  •  ),  ceux-là  ont  imaginé  des  développements  préliminaires 
contre  ceux  qui  rejettent  les  principes;  en  un  mot,  les  divers  auteurs 
S  Eléments  ont  inventé  nombre  de  systèmes  différents. 

»  Dans  un  pareil  Traité,  il  faut  éviter  tout  superflu,  —  c'est  un 
embarras  pour  l'étudiant  ;  —  réunir  tout  ce  qui  se  tient  ensemble 
et  embrasse  le  sujet,  chose  essentielle  pour  la  Science;  —  viser 
principalement  et  en  même  temps  à  la  clarté  et  à  la  concision, 
car  leurs  contraires  troublent  l'intelligence;  —  chercher  à  donner 
aux  théorèmes  la  forme  la  plus  générale,  —  car  le  détail  de  l'ensei- 


£)Le  sens  est  douteux;  j*ai  admis  qu'àvaXoyta  était  employé  avec  sa  significa- 
^^ienceê  mathém.,  2'  série,  t.  XI.  (Janvier  i<{87.>  ■>. 
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neincnt  en  cas  parlicullcrs  ne  fait  que  rendre  la  connaissance 
plus  di(ïicile  à  acquérir. 

»  A  tous  ces  points  de  vue,  on  trouvera  que  le  Traité  élémentaire 
d'Euclide  l'emporte  sur  tout  autre;  si  l'on  en  considère  l'utilité,  il 
aboutit  à  la  théorie  des  figures  primordiales  (*);  la  clarté  et  Ten- 
chaîncment  régulier  sont  assurés  par  la  marche  du  plus  simple  au 
plus  composé  et  par  le  fondement  de  la  théorie  sur  les  notions 
communes  (2),  la  généralité  des  démonstrations  par  le  choix  du 
point  de  départ  pour  les  questions  à  traiter,  dans  les  théorèmes 
qui  donnent  les  premiers  principes.  Quanta  ce  qu'il  semble  avoir 
omis,  ou  bien  il  s'agit  de  choses  faciles  à  connaître  par  les  mêmes 
moyens,  comme  la  construction  du  triangle  scalène  ou  isoscèle  (*), 
ou  bien  de  choses  étrangères  à  un  recueil  d'Eléments,  parce 
qu'elles  y  introduiraient  une  complication  infinie;  telles  sont  les 
irrationnelles  non  classées  qu'Apollonius  a  longuement  étu- 
<liécs  (*).  Ou  bien  encore  il  s'agit  de  conséquences  des  causes  ex- 
posées; ainsi  les  diverses  espèces  des  angles  (^)  et  des  lignes;  pour 
toutes  ces  questions  qu'Euclide  a  laissées  de  côté  et  que  d'autres 
ont  traitées  avec  ampleur,  la  connaissance  dérive  des  simples  élé- 
ments.   » 

2.  Après  ce  morceau,  Proclus  consacre  la  fin  de  son  Prologue  (•) 
»  exposer  comment  la  Géométrie  a  d'abord  à  exposer  des  principes, 
sans  avoir  à  en  rendre  raison,  pas  plus  que  toute  autre  Science 


(')  Àp'/^^^*^'^  (Tx^ipiattov ;  Prorlus  entend  par  là  très  probablement  les  figures  des 
pdlyi^drcs  rt^gulior*,  allrihui^es  par  Platon  aux  particules  des  éléments  ou  prin- 
ciprH  iTConnus  par  les  anciens. 

(•)  Pnur  «\iomos,  qui  est  le  terme  préféré  par  Proclus. 

(^)  Allusion  au  ('.omuientaire  sur  la  construction  du  triangle  équilatéral,  I,  i 
d'Kurlide. 

(*)  Sur  cette  suite  nu  \*  Livre  d*Euclide,  il  reste  quelques  indications  dans  un 
iiiiinuMnit  arjihe  analysé  par  \Vi>epckc  {Mémoires  présentés  à  TAcadémie  des 
Srirnrrs,  \IV,  p.  toS--u»).  Ce  manuscrit  contient  la  traduction  de  Commentaires 
«''rril«*  nwv  W  Livre  \  p%ir  Vollius  Valens.  suivant  la  conjecture  de  Woepcke;  par 
Péippim,  suivant  celle,  plus  pn»bable,  de  Heiberg. 

(  )  Le»»  iini'îrnH  c»»nsidcraiont  les  angles  formés  par  des  lignes  courbes;  en  réa- 
lité, l'c^l  don»'  au  fond  do  l.i  thoorio  dos  langonlos  qu'il  s'agit  ici,  en  même  temps 
ijMr  do  rollo  i\vs  oourbos. 

(•)  Je  faÎ!*  «liHlraotion  dos  dernioix^s  pa«os.  où  il  définit  le  but  du  Livre  I  et  en 
iiiiiii|iio  loH  grandes  di>isions. 
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parliculière,  puis  à  développer  les  conséquences  avec  les  démon- 
strations convenables. 

Il  distingue  les  principes  en. trois  sortes  d'après  la  nomenclature 
et  les  définitions  d'Aristote  {Anatyt.  post  ,  I,  5o),  et  sur  ce  point 
s'écarte  évidemment  de  Geminus. 

Il  a  d'ailleurs  soin  de  marquer  que  les  stoïciens  appellent  en 
général  hypothèses  les  principes  de  la  Science,  et  qu'ils  donnent 
simplement  au  mot  axiome  le  sens  général  d'affirmation. 

Mais  en  reprenant  la  tradition  d'Aristote,  Proclus  ne  la  comprend 
plus  guère.  Ainsi,  pour  retrouver  dans  Euclide  les  distinctions 
du  Stagirile  en  hypothèses,  axiomes  et  postulats^  il  commence 
par  confondre  les  définitions  avec  les  hjpolhèses,  quoique  Aristote 
ail  bien  soin  de  faire  une  différence  (*).  En  adoptant  la  distinction 
péripatéticienne  entre  l'axiome  et  le  postulat  suivant  le  degré  d'évi- 
dence, Proclus  ne  s'écarlepas  moins  de  la  terminologie  d'Euclide. 
On  voit  assez  combien  son  guide  ordinaire  lui  fait  défaut. 

Heureusement,  il  le  retrouve  en  arrivant  à  la  distinction  de  la 
double  forme  des  propositions  en  théorèmes  et  en  problèmes.  J'ai 
déjà  rapporté  la  discussion  entre  Speusippe  et  Ménechme  qui  ne 
reconnaissaient  :  le  premier  que  des  théorèmes,  le  second  que  des 
problèmes. 

11  convient  de  remarquer  qu'une  des  raisons  de  cette  discussion 
était  que  les  géomètres  n'avaient  plus  ('-*)  de  terme  général  pour 
désigner  la  proposition,  soit  théorème,  soit  problème.  Le  mot 
•ïrpoTas'.ç,  auquel  correspond  celui  de  propositiorty  signifiait  exclu- 
sivement l'énoncé,  et  c'est  par  abus  qu'il  s'est  étendu  plus  loin.  Au 
reste,  dans  les  manuscrits  géométriques  grecs  les  plus  anciens,  les 
propositions  sont  simplement  numérotées,   et  les  inscriptions  de 


(')  Ce  que  dit  Arislotc  de  l'hypotlicsc  doit  s'cnlendre  principalement  des  pos- 
tulats propres  aux  applications  de  la  Géoméirie,  accessoirement  des  hypothèses 
faites  pour  les  démonstrations  de  la  Géométrie  pure,  an  même  sens  011  nous  Ten- 
tendons  actuellement.  Celle  double  signification  a  subsisté  pendant  toute  l'anli- 
quitéy  comme  elle  subsiste  encore  actuellement. 

(•)  Les  pythagoriciens  avaient  employé  le  niot  o-/r,(jLa,  dont  le  sens  s'élait  dés 
lors  restreint  à  celui  de  figure.  C'est  notamment  ce  mot  (|ui  se  trouve  dans  le 
dicton  de  l'école,  rapporté  par  Proclus  (8^,  17-17)  :  «T-/&iia  xai  fJSiia,  à/.X'  o-J<i-/ajjLa 
xai  rpicifioXov,  et  qui  signifierait,  d'après  lui  :  «  Un  théorème  et  un  pas  en  avant 
(un  progrès  dans  la  Science),  non  pas  un  théorème  et  le  triobole  (l'iirgenl  né- 
cessaire à  la  vie  journalière).  »» 


?.u  pi\i:mièkk  pautik. 

TpdTar.;,  Oc(opr<[xa  ou  7:ps6Xr<;xa,  quand  elles  existent,  sont  récentes 
el  n'appartiennent  certainement  pas  au  texte  primitif  (*). 

Comme  Euclide  n'a  d'ailleurs  pas  l'habitude  de  renvoyer  à  une 
proposition  précédente,  comme,  au  contraire,  pour  s'appuyer  sur  ce 
qui  est  déjà  connu,  il  en  répète  l'énoncé,  on  dirait  qu'il  ignore  les 
mots  de  Oswpr^iJia  et  de  7:pd5AY;[xa,  ou  qu'il  n'a  pas  voulu  trancher 
une  dispute  de  mots  qui  peut-cire  durait  encore.  Mais,  comme 
l'indique  Proclus,  il  marquait  expressément  la  différence  des  deux 
sortes  de  propositions  par  la  différence  des  formules  finales,  oTTsp 
£$£'.  S£T;a'.  (ce  qu'il  fallait  démontrer),  ou  izep  ïlv,  7:5iîj(ja'.  (ce  qu'il 
fallait  faire). 

3.  Geminus  (Proclus,  p.  79,  2-81,  4)  reconnaît  d'ailleurs  le 
théorème  comme  plus  général,  en  ce  sens  que  la  démonstration  lui 
appartient  en  propre,  et  comme  pouvant  être  indépendant  de  tout 
problème. 

On  distinguait  le  théorème  et  le  problème  en  disant  que,  dans  le 
second,  l'attribut  (tq  xaTYîYop-jjxévov)  donné  à  la  matière  n'était  pas 
seul  possible,  mais  encore  son  contraire:  que,  dans  le  premier,  il 
se  trouvait  seul  possible;  c'était  la  manière  de  reconnaître  un 
théorème  déguisé  sous  forme  de  problème,  ou  un  problème  énoncé 
comme  théorème. 

Ainsi,  proposer  d'inscrire  dans  un  demi-cercle  un  angle  droit 
n'est  pas  parler  en  géomètre,  puisque  tous  les  angles  inscrits  dans 
un  demi-cercle  sont  droits;  au  contraire,  inscrire  dans  un  cercle  un 
triangle  équilatéral  est  bien  un  problème,  puiscju'on  y  peut  inscrire 
un  triangle  qui  ne  soit  pas  équilatéral,  elc. 

D'après  Zénodole,  qui  appartenait  à  la  succession  d'CEnopidc 
el  aux  disciples  d'Andron,  le  théorème  cherche  quelle  est  la  pro- 
priété (îJii.-TW'j.a)  qui  s'énonce  de  la  matière  en  question,  le  pro- 
blème cherche  à  quelle  chose  appartient  telle  propriété. 

D'où,  d'après  Posidonius,  on  a  défini  le  problème  une  propo- 


(•)  Celles  d'opoi  (tlcfinilions),  aÎTTjjiaTa  (poslulats),  xoival  ^/votat  (notions 
communes,  axiomes)  peuvent  également  laisser  prise  à  quelques  doutes.  Mais 
Euclide  n'aurait  certainement  renié  aucune  des  deux  premières;  la  troisième,  au 
contraire  (voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  VIII,  mai  1884 ),  est 
une  formule  de  l'époque  où  dominent  les  sloïciens. 
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silion  (*  )  oîi  l'on  cherche  oui  ou  non,  le  théorème  une  proposition 
où  Ton  cherche  ce  qu'est  ou  comment  est  ceci;  la  proposition  théo- 
rétique  n'en  doit  pas  moins  se  formuler  en  affirmation,  la  problé- 
matique comme  en  cherchant;  ex  ;  S'il  est  possible  de  construire 
un  triangle  sur  telle  droite;  car  il  y  a  différence  entre  chercher 
simplement  et  sans  détermination  s'il  y  a  une  perpendiculaire  à 
partir  de  tel  point  sur  telle  droite,  ou  contempler  ce  qu'est  la  per- 
pendiculaire. 

L'origine  que  j'attribue  à  ce  passage  de  Proclus  n'est  pas  seule- 
ment indiquée  par  les  citations  qu'il  renferme  :  elle  est  confirmée 
par  le  rapprochement  avec  le  fragment  de  Carpos  inséré  dans  le 
Commentaire  suri,  4?  fragment  où  l'opinion  de  Geminus  était  con- 
tredite. 

Fragment  de  Carpes  d'Ântieche 
{ProcluSf  p.  241,19-2^3,11). 

«  Carpos  le  mécanicien,  dans  son  Traité  astrologique,  a  soulevé 
la  question  des -problèmes  et  théorèmes;  je  n'examinerai  pas  main- 
tenant s'il  le  faisait  ou  non  à  propos  :  en  tout  cas,  abordant  leur 
distinction,  il  dit  que  le  genre  des  problèmes  précède  dans  l'ordre 
celui  des  théorèmes,  car  c'est  par  les  premiers  que  l'on  trouve 
les  sujets  auxquels  se  rapportent  les  propriétés  à  étudier.  L'énoncé 
du  problème  est  simple  et  n'a  pas  besoin  d'une  intelligence 
exercée;  il  y  est  clairement  demandé  de  faire  telle  ou  telle  chose  : 
construire  un  triangle  équilatéral  (EucL,  I,  1)  ou  bien,  étant 
données  deux  droites,  retrancher  de  la  plus  grande  une  égale  à  la 
moindre  (L  3);  là,  rien  d'obscur,  aucun  besoin  d'une  attention  mi- 
nutieuse. L'énoncé  du  théorème  est  au  contraire  pénible,  il  réclame 
une  grande  exactitude  et  une  critique  savante,  pour  n'être  ni  trop 
étendu,  ni  insuffisant  par  rapport  à  la  vérité,  et  on  peut  le  voir 
même  sur  ce  premier  de  tous  les  théorèmes  (2). 

»  D'autre  part,  pour  les  problèmes,  il  y  a  un  procédé  général, 
celui  de  l'analyse,  grâce  auquel  on  peut  obtenir  la  solution  et 
aborder  les  questions  les  plus  obscures;  pour  les  théorèmes,  au 
contraire,  il  est  difficile  de  reconnaître  la  façon  de  s'y  prendre,  et 


(*)  Le  terme  de  irporait;  reçoit  déjà  son  extension  abusive.  Le  texte  intervertit 
les  deux  définitions;  il  faut  supprimer  7ip/jgXr,{i,a  introduit  à  tort,  p.  80,  I.  22. 

{')  Eucl.,  1,  '1  :  Éf^alité  de  deux  Irianglcs  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  cùlés  égaux. 
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jusqu'à  Doos,  dil-il,  personne  n'a  pu  donner  une  nuilhode  générale 
pour  Icurinvenlion;  ainsi,  comme  facililê,  le  genre  des  problèmes 
est  plus  simple.  Après  ces  distinctions,  il  ajoute  : 

i>  C'est  la  raison  pour  laquelle,  dans  les  Eléments,  les  problèmes 
précèdent  les  tbéorèmes  ;  c'est  par  eux  que  débutent  les  Eléments, 
et  le  premier  tbéorème  n'est  placé  qu'au  quatrième  rang;  ce  n'est 
jtas  parce  que  les  problèmes  servent  à  la  démonstration  du  suivant, 
mais  parce  que,  même  quand  il  n'y  a  besoin  d'aucune  proposition 
précédeote,  le  théorème  doit  céder  le  pas  aux  problèmes,  parce 
qu'ils  soDl  problèmes.  En  fait,  pour  ce  premier  théorème,  il  se  sert 
exclusivement  des  notions  communes,  et  prend  en  quelque  sorte 
le  même  triangle  dans  dilTérentes  situations;  la  coïncidence  et  l'é- 
galité complète  qu'elle  sert  à  démontrer  dépendent  donc  d'une 
conception  sensible  et  immédiatement  claire.  Cependant  le  premier 
tbéorème,  même  avec  une  pareille  démonstration,  est  justement 
relégué  après  les  problèmes.  Ainsi  on  peut  dire  qu'en  générai 
ceux-ci  ont  le  premier  rang,  u 

l'Ln  essayant  de  réfuter  l'opinion  de  Carpos  et  de  montrer  qu'il 
n'a  pas  compris  la  véritable  raison  de  l'ordre  d'Euclide,  Proclus 
ajoute  :  «  Il  est  dom;  frivole  d'attaquer  Geminus  comme  ayant  dit 
que  le  théorème  est  plus  parfait  que  le  problème;  car  si  c'est 
d'après  l'ordre  que  Carpos  donne  la  prééminence  aux  problèmes, 
c'est  d'après  le  degré  de  perfection  que  Geminus  l'accorde  aux 
théorèmes  {').  n 

4.  Il  me  semble  enfm  que  c'est  égalementù  Geminus  que  Proclus 
a  emprunté  la  technologie  des  diverses  parties  de  la  proposition, 
technologie  qu'il  a  insérée  dans  leCommei.taire  suri,  i.  AU  vérité, 
il  devait  sans  douto  la  trouver,  par  exemple  dans  le  Commentaire 
de  Porphyre- Pappus,  mais  Geminus  ne  l'avait  certainement  pas 
omise,  et  d'ailleurs,  dans  Proclus,  elle  suit  une  allusion  à  la  dis- 
tinction   des  trois   lignes   homéomèrcs   {'')    (p.    201,21-202,1), 


{')  Il  est 

difficile  de 

FLi-onnaiti'c 
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théorie   favorite   du    stoïcien,    et   une   citation    expresse  de    ce 
dernier  (*). 

En  tout  cas,  cette  technologie  doit  remonter  au  temps  d'Euclide 
lui-même;  car  il  ensuit  les  divisions  avec  une  telle  régularité  qu'on 
doit  supposer  que  c'était  dès  lors  une  tradition  consacrée  par  un 
long  usage  ;  les  termes  employés  plus  tard  pour  désigner  les  diverses 
parties  de  la  proposition  devaient  donc  être  déjà  adoptés. 

La  connaissance  de  celte  technologie  est  indispensable  pour 
l'étude  de  la  Géométrie  grecque,  car  c'est  d'après  la  fidélité  avec 
laquelle  les  règles  en  sont  observées  que  l'on  distingue  immédiate- 
ment ce  qui  est  classique  et  ce  qui  ne  l'est  pas. 

Les  anciens  distinguaient  dans  un  problème  ou  théorème  en 
général  six  parties  :  la  protase,  l'ecthèse,  la  condition  ($'.cp'.7[x6;), 
la  construction,  la  démonstration  et  la  conclusion.  De  ces  six 
parties,  la  première  et  les  deux  dernières  sont  seules  essentielles, 
les  trois  autres  peuvent  manquer  accidentellement. 

IjdL  protase  est  l'énoncé;  ex.,  I,  i  :  Sur  une  droite  limitée 
donnée  construire  un  triangle  équilatéral.  Cet  énoncé  est  tou- 
jours conçu  en  termes  généraux  et  sans  aucune  référence  à  une 
figure  déjà  tracée. 

Mais  toujours  les  théorèmes,  et  aussi  le  plus  souvent  les  pro- 
blèmes, ont  un  énoncé  qui  contient  des  données;  les  géomètres 
répétaient  donc  l'énoncé  en  déterminant  d'abord  les  données  sur 
la  figure  et  en  marquant  ensuite  ce  qu'il  fallait  démontrer  ou 
trouver.  Ex.,  I,  i  :  Soit  K)^  la  droite  donnée  limitée.  —  Il  faut, 
sur  cette  droite  AB,  construire  un  triangle  équilatéral. 

Celte  répétition  de  l'énoncé  n'est  omise  que  quand  il  n'y  a  pas 
de  données  à  déterminer,  par  exemple  pour  les  problèmes  :  Con- 
struire un  triangle  isoscèle  dont  les  angles  à  la  base  soient 
doubles  de  V angle  au  sommet  {YV y  lo).  —  Trouver  deux  droites 
commensurables  en  puissance  seulement  et  dont  le  rectangle 
soit  un  moyen  [=une  racine  quatrième]  (X,  39).  Dans  ce  cas- 
là,  il  n'y  a,  en  effet,  qu'à  passer  à  la  construction. 

Or,  Proclus  distingue  dans  cette  répétition  deux  parties  :  la 
première,  qui  expose  quelles  sont  les  données  et  qu'il  appelle 


(')  Voir  le  premier  fragment  d'Amphinome,  qtic  j'ai  déjà  rapporté. 
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ecthèse;  la  seconde,  celle  qui  énonce  ce  qu'il  s'agit  de  démontrer 
ou  de  faire,  et  qu'il  appelle  B'.cpici|ji6ç. 

La  distinction  de  ces  deux  parties  est  bien  marquée  dans 
l'exemple  donné;  Euclide  commence  d'ailleurs  régulièrement  la 
seconde  par  ^sT  8t;  (il  faut,  à  savoir  . . .)  pour  les  problèmes;  par 
Xé^d)  3ti  (je  dis  que  . . .)  pour  les  théorèmes. 

Mais  Proclus,  ou  plutôt  son  guide,  parait  ici  avoir  abusivement 
employé,  pour  désigner  la  conclusion  de  l'ecthèse,  un  terme  qui 
devait  s'appliquer  à  toute  autre  chose.  Au  moins,  dans  le  langage 
de  Pappus,  le  l\zp\z^i^  est  exclusivement  l'énoncé  de  la  condition 
nécessaire  pour  qu'un  problème  soit  possible.  Ce  3icptff|iicç,  dont 
on  regardait  le  platonicien  Léon  comme  l'inventeur,  devait,  dans 
tous  les  cas  où  il  y  avait  lieu  de  le  considérer,  suivre  immédia- 
tement la  protase,  Ex.,  1,  2a  :  (Protase)  Avec  trois  droites^ 
respectivement  égales  à  trois  droites  données,  former  un 
triangle.  —  (Condition  ou  Sicpiyjis;)  //  faut  que  la  somme  de 
deux  quelconques  de  ces  droites  données  soit  supérieure  à  la 
troisième.  Naturellement,  dans  Vecthèse  qui  suit,  on  marque  que 
la  condition  est  satisfaite  par  les  données  (*). 

Après  la  répétition  de  l'énoncé,  vient  régulièrement  la  construc- 
tion (x2T27X£Jt;)  qui  achève  l'explication  de  la  figure,  commencée 
dans  Vect/ii'SCj  et  indique  le  tracé  des  diverses  lignes  nécessaires 
pour  la  solution  du  problème  ou  la  démonstration  du  théorème. 
Cette  partie  peut  manquer,  lorsque  la  figure  est  déjà  complètement 
déorile  dans  Vecthèse. 

La  construction  peut  offrir  diflerents  cas,  lorsque  les  détermina- 
lions  des  données  par  Teclhèse  sont  susceptibles  de  certaines  va- 
riations. Tantitt  les  géomètres  anciens  traitaient  explicitement  ces 
eus,  lorsqu'ils  donnent  lieu  à  des  démonstrations  différentes; 
tantôt  ils  se  contentaient  de  tracer  les  différentes  figures  auxquelles 
s\uu>lii|uaiont  la  morne  construction  et  la  même  démonstration. 

Sur  la  dônion*^tration  pniprement  dite,  Proclus  fait  une  dis- 
tinction entrt^  le  cas  où  elle  est  faite  d*après  la  cause  même  (nous 
disons  quiuui  nous  apercevons  la  véritable  raison  de  la  chose)  et  le 
euî*  où  elle  s'appuie  sur  ce  qu*îl  appelle  ^:îx\ki^p\2^  c'est-à-dire  des 


{^)  t.Vuonoo  »i«  ft.o:.T>*^  ^^»^umea^.>^  |>jir  «;  ct,  de  même  que  la  conclusion  de 
IVoUu^M*  d<M»!*  lo"»  pi\»l»Km<**:  ortie  ressemblance  |;rammaticale  a  pu  être  l'origiae 
\W  lii  doibM»»in*«t»*»w  *l»MMxe  a^K^plee  jvir  Geminu^ 
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preuves  plus  ou  moins  indirecles  (').  Il  cite  comme  exemple  du 
second  la  démonstration  de  l'égalité  à  deux  droits  de  la  somme 
des  angles  d'un  triangle,  où  l'on  a  recours  à  la  considération  d'un 
angle  extérieur. 

La  conclusion  (au;jLz£pajiJia)  consistait,  après  l'achèvement  com- 
plet de  la  démonstration,  à  répéter  l'énoncé  en  y  ajoutant  donc 
(ipoi).  Pour  les  théorèmes,  la  répétition  porte  sur  la  protase  qui 
reparaît  intégralement,  si  longue  qu'elle  soit,  après  quoi  vient  la 
formule  consacrée  :  ce  qu!il  fallait  démontrer.  Pour  les  pro- 
blèmes, c'est  Vecthèse  qui  est  retournée.  £x.  :  pour  1,  i,  après  la 
fin  de  la  démonstration,  «  donc  les  trois  droites  CA,  AB,  BC  sont 
égales  entre  elles  »,  vient  la  conclusion  : 

«  Donc  le  triangle  ABC  est  équilatéral  et  il  est  construit  sur  la 
droite  limitée  donnée  AB;  ce  qu'il  fallait  faire.  » 

A  tout  le  moins,  c'est  là  l'usage  d'Euclide;  Proclus  indique  que 
l'habitude  s'était  introduite  de  faire  en  outre  une  seconde  répé- 
tition sur  la  protase. 

Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  combien  ces  répétitions  suc- 
cessives de  la  conclusion,  de  l'ecthèse  et  de  la  protase  alourdis- 
sent la  forme  euclidienne.  La  dernière  est  particulièrement  fasti- 
dieuse, et  elle  a  déjà  disparu  dans  Archimède  et  Apollonius;  elle 
ne  se  trouve  même  pas  dans  les  textes  d'Antolycus  et  d'Aristarque 
de  Samos,  qui,  à  la  vérité,  ont  pu  être  refondus  lors  de  la  rédac- 
tion de  la  collection  du  Petit  astronome.  Mais,  à  part  cette  sim- 
plification, la  forme  euclidienne  est  restée  absolument  classique 
pendant  toute  l'antiquité. 

5.  Proclus  définit  ensuite  divers  termes  techniques  dont  l'usage 
doit,  en  général,  être  considéré  comme  relativement  récent,  ou 
dont,  au  moins,  nous  ne  sommes  pas  suffisamment  autorisés  à 
regarder  les  définitions  comme  empruntées  à  Geminus. 

Il  y  a  déjà,  à  la  vérité,  des  lemmes  dans  les  derniers  Livres 
d'Euclide;  mais  Tinscription  du  mot  dans  les  manuscrits  ne  nous 
est  pas  une  garantie  suffisante  que  l'auteur  des  Eléments  les  ait 
distingués  comme  tels;  l'existence  des  lemmes  est  d'ailleurs,  par 


(*)  Celte  distinction  correspond  à  une  formule  aristotélique,  mais  détournée  de 
son  vrai  sens,  car  elle  s'applique  proprement  à  la  rhétorique.  Rien  n'empêche 
d'attribuer  à  Geminus  ce  que  dit  ici  Proclus;  cf.  p.  69,11  et  365, i. 
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cllc-mémc,  une  infraclion  à  la  règle  d'après  laquelle  loutc  propo- 
sition invoquée  doit  avoir  été  préalablement  démontrée. 

Dans  le  cours  d'une  démonstration,  on  a  besoin  d'une  relatioD 
dont  la  vérité  n'apparaît  pas  comme  douteuse,  mais  dont  la  preuve 
romprait  le  iil  que  l'on  suit;  on  aurait  dâ  l'établir  auparavant,  on 
la  rejette  plus  loin  «  lû;  k^f,^  Set^O^^deta-.  »  (comme  il  sera  démontré 
ensuite).  Voilà,  dans  une  imperfection  de  la  méthode  suivie,  l'ori- 
gine du  lemmc;  comme  forme,  et  en  raison  de  sa  destination 
particulière,  il  apparaîtra  donc  le  plus  souvent  comme  un  théorème 
.sans  protase  et  sans  conclusion  ('). 

Plus  lard,  surtout  sous  la  période  gréco-romaine,  c'est-à-dire 
après  Gcminus,  alors  que  l'essor  de  la  Géométrie  fui  arrêté  et 
que  l'on  se  mit,  au  lieu  de  pousser  en  avant,  à  étudier  et  à  éplu- 
clier  les  écrits  des  grands  mathématiciens  de  l'âge  précédent,  on 
s'occupa  tout  d'abord  de  rechercher  les  propositions  invoquées 
expressément  ou  tacitement  admises  dans  les  démonstrations. 
Cette  recherche  était,  d'ailleurs,  d'autantplus  utile  qu'ils  n'avaient 
pas  eu  l'habitude  des  renvois. 

Naturellement,  on  trouva  nombre  de  propositions  de  la  sorte 
qui  restaient  à  démontrer,  soit  que  les  auteurs  les  eussent  négligées 
comme  trop  faciles,  soit  qu'on  ne  retrouvât  pas  les  écrits  du  temps 
où  elles  avaient  été  démontrées.  On  se  mit  donc  à  compléter  les 
démonstrations  anciennes  et  ces  compléments,  qui  furent  appelés 
îcinmes  (^),  servirent  de  point  de  départ  aux  Commentaires 
postérieurs,  comme  ceux  d'Eutocius.  On  sait  aussi  que  Pappns 
a  fait  un  Recueil  des  lemmcs  composés  sur  les  traités  d'Ana- 
lyse et  que  ce  précieux  Recueil  forme  le  Vil"  Livre  de  sa 
Collection  mathématique.  Enfin,  un  certain  nombre  de  pareils 
lemmes,  la  plupart  inédits,  subsistent  encore  au  milieu  dos  scolJes 
marginales  sur  les  traités  du  Petit  Astronome,  ainsi  que  Hultsch 
l'a  fait  remarquer  {'). 

(  '}  La  <|uestion  des  lemmei  dans  Euclidc  ne  pcui,  au  rci'ie.  i>trc  trailiïe  i  Tund 
avant  l'acliùvcmcnt-de  l'tidilîon  critique  entreprise  par  llciber}[. 

(■}  Dans  le  fragment  relatif  A  M^neclime  (p.  73/1)  Gcminus  parait  CDIcndrc 
lT,n(ia  dans  le  sens  général  de  proposition  employée'  pour  une  dénionstralion,  pour 
un  synonyme  de  XatiSaviiiEvoï,  tandis  qu'ici  Proclus  spi'cifie  que  ce  mol  ne  doit 
se  dire  que  des  pruposîlions  non  démontrées  d'avance. 

('}  Un  cerlaiu  nombre  des  lemmes  <|ui  li|{urcnl  dans  le  Li'\lc  iinluei  d'Kiirlidt' 
ne  doit  JUS  avoir  une  origine  plus  ancienne.  Ce  (|u'iijouL<'  Prnil».;  sur  leltc  ijuc- 
lion  lies  lemmcs  (p.    Mi.n-aii,!)  semble  bien  ni.niLrcr,  iIiinl'  |i,irl .  qu'il  m-  Miil 
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Après  les  lemincs,  Proclus  cite  encore  le  cas  {•::':îû7{q),  ley>o- 
risme.  V objection  (Ivs-a^i^)  et  la  réduction  {izx^fbrftt)' 

La  subdivision  d'un  théorème  ou  problème  en  plusieurs  cas  est 
étrangère  à  la  forme  vraiment  classique;  les  anciens  géomètres 
préféraient  multiplier  les  énoncés  quand  il  le  fallait,  mais  il  leur 
arrivait  de  faire  des  omissions;  les  auteurs  de  lemmes  ont  donc  eu 
aussi  à  ajouter  des  cas  qui,  parfois,  sont  passés  dans  les  textes 
eux-mêmes. 

Wobjection  est  une  forme  particulière  de  lemme  et  correspond 
également  à  une  imperfection  de  la  démonstration.  En  général, 
V objection,  qui  donne  son  nom  à  la  réfutation  qui  en  est  faite, 
tend  à  faire  regarder  la  démonstration  comme  ne  s'appliquant  pas 
dans  tous  les  cas;  il  s'agit  de  prouver  contre  elle  que  tel  cas  sup- 
posé ne  peut  avoir  lieu,  ou  que  néanmoins  la  démonstration  reste 
valable. 

h^iTzxytùyi^,  par  laquelle  on  ramène  une  question  à  une  autre 
qui  ne  sera  traitée  qu'ensuite,  est  plutôt  une  imperfection  de  la 
Science;  en  tout  cas,  quoique  bien  connue  avant  Euclide,  ainsi 
que  le  montre  l'histoire  du  problème  de  la  duplication  du  cube, 
elle  est  aussi  étrangère  à  la  Géométrie  classique  que  les  deux 
formes  précédentes. 

11  en  est  autrement  du  porisme.  «  On  appelle  ainsi,  dit  Proclus 
(p.  212,  12-17),  certains  problèmes  tels  que  les  Porismes  écrits 
par  Euclide.  On  emploie  également  ce  terme  dans  un  sens  parti- 
culier lorsque,  de  ce  qui  a  été  démontré,  résulte  un  théorème  qui 
n'a  pas  été  proposé  et  qui  apparaît  donc  comme  un  surcroît  de 
bénéfice  de  la  démonstration  scientifique.  » 

Au  sujet  du  premier  porisme  ('),  sur  I,  i5,  Proclus  revient,  en 
d'autres  termes,  sur  la  même  distinction  ;  la  seconde  signification, 
qui  correspond  à  celle  de  corollaire,  ne  souffre  aucune  difficulté, 
mais  l'emploi  du  mot  porisme  dans  ce  sens  par  Euclide  n'est  pas 
plus  assuré  que  celui  du  mot  lemme. 

Il  V  a,  dans  le  texte  des  éléments,  nombre  de  corollaires  accolés 


plus  Geminus,  de  Tautre,  que,  de  son  temps,  la  grande  aflfairc  des  géomètres  était 
l'invention  (démonstration)  de  ces  propositions  auxiliaires.  On  l'avait  même  ré- 
duite en  méthode,  en  y  appliquant  l'analyse,  la  division  des  cas  et  la  réduction 
à  l'impossible.  Proclus  cite  en  revanche  un  de  ses  contemporains,  Kratistos, 
comme  n'employant  que  sa  perspicacité  naturelle. 
(')  Ce  porisme  paraît  d'ailleurs  ne  pas  appartenir  à  Euclide. 


lui, 

I'     dv  la 


conclusion  de  diverses  |iro|iosj lions  el  debiilant  [tor  la  formule  : 
It,  tojt:>  î3v£p:v  lil  esl  clair  par  Iài;  mais  il  faut  ojoulei-  que 
thenlicité  d'une  honiie  parlie  de  ces  corollaires  esl  au  moins 
ireuse,  cl  que,  pour  la  pltiparl  des  attires,  loin  de  chercher  à  les 
I-  la  ciinclusîon,  Euclide  1rs  inicreaJe  avnol  la  formule 
clûtnre  n  ce  qu'il  fiillaiL  démontrer  {faire)  <•.  En  somme,  chei 
\(-  jwrisme-coroIJaire  npparait  pliitAi  comme  une  modiflcation 


nppai 

ioti  ri'gulière  que  comme 

pnristnc-priiposilion.    c 

éomi^lrie  supérieure,  el  que  j'au 

remcnt.    Il  nie  suffira   donc,  po: 


lj|si( 


MIC  proposition  di^lacliée  (  '  ). 
si  un  sujet  qui  appartient  à 
)i  Toccasion  de  traiter  ulté- 
r  le  moment,  de  rappeler  ce 
iiae  j'ai  dit,  à  propos  de  In  di^cuftsiori  entre  Mi^nnclime  et  Speu- 
>ippe,  de  la  nouvcuuii!  du  moiuu  temps  d'Cuclidc  cl  de  mentionner 
la  signification  que  Ini  donne  Proelus. 

;il  diitis  le  pnrisine,  non  pas  de  démonlrer,  comme  dans  le 
c,  non  pas  de  conslruiri-,  comme  dons  le  problème,  mais 
■er.  l'roclns  donne  comme  exemple  :  ..  Trouver  le  centre 
d'un  ccrclit  donné  ",ou  «  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure 
de  deuK  grandeurs  commensurabtcs  données  ».  Logiquement^  dès 
lors,  le  porisme,  ainsi  que  l'a  remarqué  Heiberg,  devait  doni;  être 
un  problème  où  sipslv  figurait  diins  Ttînoncé  el  dont  'ir.gp  imv 
eipiîv  (ce  qu'il  fallait  trouver)  terminait  la  conclusion.  S'il  est  vrai 
de  dire  que  les  problèmes  de  ce  genre  se  transforment  plus  facile- 
ment en  théorèmes,  il  faut  néanmoins  avouer  que  la  distinction 
esl  passablement  subtile,  qu'elle  esl  probablement  postérieure  à 
Euclide,  et  qu'elle  ne  détermine  nullement  la  nature  spéciale  des 
propositions  qu'il  avait  réunies  dans  ses  trois  Livres  de  Po- 
lisnies  ('). 

Quoi  qu'il  en  soit,  ce  que  dit  Proelus  des  porismes  peut  bien, 

ciceptionnellement,  remonter  à  tieminus,  car  il  avait  dil  s'esplî- 

ce  terme;  el,  d'autre  part,  Pappus,  dans  son  (Jommen- 

lire,  devait  sans  doute  s'exprimer  comme  dans  sa  Collection  ma- 

\émalique,  c'esl-à-dirc  en  des  termes  tout  difTérenls, 


.i  bri^Tc  qu'elle  suit. 


rollalre  clauique  ne  doit  ttre  suivi  d'une  dfmnn* 
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flALPHEN.  —  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications. 
Première  Partie,  Théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  développe- 
ments en  séries,  i  vol.  in-8°;  viii-49a  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  1886. 

Ed  ouvrant  le  Volume  que  M.  Halphen  vient  de  faire  paraître, 
plus  d'un  lecteur  a  dû  s'écrier  :  Enfin  !  voilà  un  Traité  des  fonc- 
tions elliptiques  qui  n'est  pas  une  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire,  voilà  un  Livre  où  la  vieille  Analyse  repreijd 
ses  droits,  et  que  Lagrange  aurait  lu  avec  plaisir. 

Tous  les  géomètres,  aujourd'hui,  reconnaissent  la  fécondité  des 
doctrines,  la  puissance  des  instruments  que  Cauchy  a  créés,  que 
ses  successeurs  ont  développés  et  perfectionnés;  mais,  si  j'ose  le 
dire,  ces  outils  sont  parfois  trop  puissants  et  les  transformations 
qu'ils  permettent  d'opérer,  trop  rapides;  on  ne  peut  nier  l'identité 
entre  les  conclusions  et  les  prémisses,  mais  on  n'en  a  pas  conscience. 
Or  c'est  la  conscience  de  se  mouvoir  dans  l'identique  qui  fait  la 
joie  de  l'algébriste  et  qui  lui  ôte  toute  inquiétude  dans  la  posses- 
sion d'une  doctrine. 

Il  faut  bien  reconnaître  aussi  que,  à  contempler  des  vérités  très 
générales,  l'esprit  ne  s'habitue  pas  aux  applications  particulières 
et  tend  à  s'énerver  dans  une  sorte  de  jouissance  et  d'engourdisse- 
ment métaphysiques. 

Sans  doute,  on  peut  échapper  à  ce  danger  (les  exemples  illustres 
ne  manquent  pas)  :  il  n'en  est  pas  moins  réel  et  ne  se  manifeste 
que  trop  chez  les  étudiants;  ceux-ci  éprouvent  quelque  ennui  à 
redescendre  des  hauteurs  où  on  les  a  fait  monter,  et  leurs  yeux  se 
troublent  à  regarder  de  près  les  richesses  du  domaine,  qu'ils 
croyaient  posséder,  parce  qu'ils  pouvaient  en  embrasser  d'un  coup 
d'oeil  l'immense  étendue  :  ces  richesses,  ils  ne  savent  point  en 
tirer  parti  ;  ils  sont  inhabiles  à  les  manier.  Qu'ils  prennent  M.  Hal- 
phen pour  guide,  et  ils  apprendront  à  travailler  véritablement  une 
terre  dont  la  fécondité  est  assurée  et  qui,  sans  doute,  nous  réserve 
encore  bien  des  récoltes  inattendues.  Son  Livre,  en  effet,  est  émi- 
nemment pratique  ;  l'étude  des  formules  est  poussée  jusqu'au  bout^ 
on  connaît  vraiment  l'outil  que  l'on  a  en  main  et  l'on  est  assuré  de 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  1*  série,  t.  XI.  (Février  1887.)  3 
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l'usage  qu*oD  peut  en  faire;  on  voit  comment,  dans  les  diflerenls 
cas  possibles,  on  devra  réduire  les  formules  en  nombres,  comment 
on  obtiendra  telle  approximation  que  Ton  voudra,  comment,  étant 
donné  un  problème  dans  la  solution  duquel  apparaissent  les  fonc- 
tions elliptiques,  on  pourra  discuter  entièrement  cette  solution.  A 
ces  détails  souvent  minutieux,  mais  nécessaires,  la  théorie  ne  perd 
rien  ;  elle  reprend,  dans  les  derniers  Chapitres  du  Volume,  toute  son 
élévation;  après  avoir  fait  connaître  au  lecteur  ces  éléments  analy- 
tiques dont  quelques  propriétés  contiennent,  pour  ainsi  dire,  toute 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  M.  Halphen  montre  comment 
on  aurait  pu  partir  de  la  considération  de  ces  mêmes  éléments  et 
en  déduire,  en  quelque  sorte  tout  d'un  coup,  les  théorèmes  dé- 
montrés pas  à  pas  dans  les  Chapitres  précédents,  assurément,  il 
serait  très  léjçilime  d'adopter  un  tel  mode  d'exposition,  au  lieu  de 
rindi(|uer  ;  quehjues  lecteurs  regretteront  que  M.  Halphen  ne  l'ait 
pas  fait  et  l'accuseront  d'avoir  poussé  trop  loin  l'esprit  de  réac- 
tion; voici  comment,  dans  sa  Préface,  il  répond  d'avance  à  cette 
rrilique  attendue:  «  Les  détails  qu'exige  l'unique  considération 
tirs  intégrales  réelles  sont,  de  toute  façon,  nécessaires;  si,  en  se 
servant  d*abon1  des  intégrales  imaginaires,  on  les  évite  dans  la 
ihtWu'ie  générale,  on  est  tenu  de  les  aborder  ensuite  pour  certaines 
npplicutions.  Sur  ce  point  donc,  je  demande  aux  mathématiciens 
ItMir  iiululgenoo  pnnisoire,  jusqu'à  la  publication  du  second  Vo- 
hiiuo.  Ils  pourront  alors  juger  si  le  mode  d'exposition,  adopté 
spèrialemonl  pour  rendre  les  applications  faciles,  répond,  autant 
qnr  je  le  émis,  au  but  proposé.  « 

Je  \iens  aux  matières  contenues  dans  le  Livre  et  à  Tordre  suivi 

par  l'auteur. 

M,  Halphen  u  adopté,  sauf  des  changements  insignifiants,  les 
notations  \le  NL  NVeierstrass.  Je  crois  bien  qu'on  doit  accorder 
qu'il  a  eu  raison,  et  que  ce  système  de  notations  introduit  une  plus 
iiaude  Nxmetrie  dans  Texposition  et  dans  les  formules. 

On  sait  que  Tilluslix*  gtvmèlre  allemand  a  cru  devoir  consacrer 
une  partie  do  ses  forces  à  rétablissement  de  ce  système  :  il  a  été 
I  ondu  compte  d.ms  le  Huftf'tin  de  la  belle  et  utile  publication  que 
M  Sxhuarf.  a  eutrx^prise.  K5{H^n>ns  que  les  Formcln  und  Lehr- 
v.«^,^r  :^iifn  <i\\'"\îr<.*^  .:Vr  ^(Hptiscken  Functionen  et  le  Traite 
,/(\  /i«M*\^*\*»tv  .^y,;rti  i^^s  ktT  î/c-  i^'urs  apptictitions  ÛTLeroni  défi- 
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nitivemcnt  ces  DOla lions,  qu'aucun  progrès  ultérieur  n'amènera 
quelque  nouvelle  modification  et  ne  forcera  les  mathématiciens  à 
changer  encore  des  habitudes  parfois  péniblement  acquises. 

L'Ouvrage  contient  quatorze  Chapitres  :  je  vais  essayer  d'indi- 
quer rapidement  les  matières  qu'ils  contiennent. 

Chapitre  L  —  M.  Halphen  a  pris  pour  point  de  départ  la  con- 
sidération de  la  courbe  obtenue  en  menant  par  un  point  fixe  C 
intérieur  à  un  cercle  fixe  des  cordes  variables  et  en  prenant,  sur 
chacune  d'elles,  à  partir  du  point  C,  des  longueurs  inversement 
proportionnelles  aux  racines  carrées  de  ces  cordes;  à  chaque  point 
du  cercle  correspond  une  corde  passant  par  ce  point  et,  sur  cette 
corde,  le  point  obtenu  par  la  construction  précédente,  situé  entre 
le  point  C  et  le  point  du  cercle-,  à  un  arc  du  cercle  correspond 
l'aire  d'un  secteur  de  la  courbe  et  inversement;  si  l'on  prend  cette 
aire  pour  l'argument  a,  l'arc  correspondant  du  cercle  est,  à  un 
facteur  constant  près,  l'amplitude  correspondante;  de  là  se  dé- 
duisent immédiatement  les  quantités  sn^,  cn^/,  dn;/,  k^  K,  qui, 
toutes,  s'interprètent  géométriquement;  les  fonctions  snw,  en  m, 
ànu  sont  définies  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  l'argument;  la 
période  réelle  4K.  est  mise  en  évidence,  A^^  est  positif  et  plus  petit 
que  un. 

De  cette  définition  résultent  géométriquement  les  propriétés 
relatives  aux  dérivées,  à  l'addition  de  K  à  l'argument  et  les  for- 
mules relatives  à  l'addition  des  arguments  pour  les  fonctions  sn, 
eu,  dn.  L'auteur  introduit  ensuite  la  fonction  pu  de  M.  Weier- 
strass  par  la  formule 

i-î-A:»  I 

v/X 

où  X  est  une  constante  positive  ;  cette  fonction  vérifie  l'équation 
différentielle 

les  racines  du  polynôme  du  troisième  degré  qui  figure  dans  le 
second  membre  sont  réelles,  on  les  désignera  dans  ce  qui  suit  par 
Cl,  ^2,  es,  en  supposant 
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Inversement,  si  Ton  se  donne  les  quantités  g2,  gi  satisfaisant  à 
la  condition  de  réalité  des  racines,  on  peut  déterminer  les  quantités 
k,  \  et  la  fonction  p  [ou  plus  explicitement  p{u;  g2y  g^)]  peut 
être  regardée  comme  définie  dans  ce  cas  ^  la  période  2  eu  est  donnée 

par  la  formule  oj  =  K^,  les  propriétés  relatives  soit  à  l'addition 
de  (j}y  soit  à  Taddition  des  arguments,  se  déduisent  pour  la  fonc- 
tion p  des  formules  relatives  aux  fonctions  sn,  en,  dn.  Le  théo- 
rème d'addition  de  la  fonction  p  est  donné  sous  la  forme  suivante. 
La  relation 

M  -+-  Ml  -4-  Mf  =  o 

est  traduite  par  ce  fait  que  i^i,  2/21  ^s  sont  solutions  de  l'équa- 
tion 

apu  -h  b  =  p' u; 

c'est  l'énoncé  même  qui  résulterait  du  théorème  d'Abel. 

Dès  ce  Chapitre,  l'auteur  insiste  avec  soin  sur  la  dégénérescence 
des  /onctions  elliptiques,  c'est-à-dire  sur  ce  qu'elles  deviennent 
quand  on  suppose  que  k^  tend  vers  zéro  ou  vers  un,  ou  bien  que 
g 3  tend  vers  zéro. 

Chapitre  IL  —  Il  résulte  de  la  définition  de  la  fonction  p 
qu'elle  satisfait  à  V équation  d^ homogénéité 

cette  équation  n'a  jusqu'à  présent  de  sens  que  si  [x  est  positif, 
mais  elle  conduit  à  prendre  la  fonction 

comme  étant  la  définition  de  la  fonction 

ou  la  définition  de  la  fonction  p  pour  les  valeurs  purement  imagi- 
naires de  l'argument;  par  le  changement  de  g^  en  — g^  dans  les 
formules  précédemment  établies,  k^  se  change  en  k''^  =  1  —  Ar*, 
X  reste  inaltéré;  en  désignant  par  K'  l'analogue  de  K,  on  introduit 
la  demi-période  o>'  par  la  relation 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  33 

et  Ton  a 

Le  théorème  d'addition,  regardé  comme  vrai  quand  l'un  des  ar- 
guments est  réel  et  l'autre  purement  imaginaire,  permet  main- 
tenant de  définir  la  fonction  p  pour  un  argument  quelconque,  eu 
supposant  toujours  positif  le  discriminant 

il  est  ensuite  facile  d'étendre  à  cette  fonction  les  formules  relatives 
à  l'homogénéité,  aux  dérivées,  à  l'addition  des  arguments,  à  l'ad- 
dition des  demi-périodes  o>,  co',  oj  -f-  to';  enfin  la  notion  de  double 
périodicité  est  acquise.  On  prouve  par  une  analyse  directe  que  la 
fonction  p  passe  par  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires;  la 
définition  complétée  de  la  fonction  p  conduit  maintenant  à  la 
définition  des  fonctions  sn,  en,  dn  pour  les  valeurs  imaginaires  de 
Targument,  à  la  considération  des  six  modules  conjugués  et  aux 
formules  qui  les  concernent.  Le  Chapitre  se  termine  par  une  étude 
détaillée  de  la  façon  dont  varient  g2  et  g^  quand  on  fait  varier  k'^, 
et  de  la  façon  dont  varient  les  périodes  oj  et  o)'  avec  g2,  gz,  élude 
que  complètent  les  expressions  asymptotiques  des  périodes  quand 
le  discriminant  devient  nul. 

Chapitre  IJI.  —  Les  propriétés  élémentaires  de  la  fonction  p 
sont  maintenant  établies  dans  le  cas  où  le  discriminant  du  poly- 
nôme 

est  positif;  pour  épuiser  le  cas  où  les  invariants  ^27  gz  sont  réels, 
il  reste  à  considérer  le  cas  où  les  racines  du  polynôme  f{y)  sont 
Tune  réelle,  les  deux  autres  imaginaires  conjuguées;  on  convient 
alors  de  désigner  par  e^  la  racine  réelle,  par  ^i,  e^  les  racines 
imaginaires,  et  l'on  suppose  que,  dans  ei,  le  coefficient  de  la  partie 
imaginaire  est  positif;  si  l'on  pose 

dy 


-L 


e,  ^fiy) 


la  fonction  pu  est  alors  déHnic,  pour  toutes  les  valeurs  de  u  com- 
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prises  dans  l'intervalle  (o,  0)2)  par  la  formule 

_dy 

J 

pu 


-r 


puis,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u,  par  Téquation 

p(imo}t±u)  =  pu, 

011  m  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 
L'équation  d'homogénéité  subsiste  encore,  en  sorte  que,  si  Ton 
pose 


on  est  amené  à  définir  la  fonction  jd,  pour  les  valeurs  purement 
imaginaires  de  la  variable,  par  la  relation 

p{iu)  =  —  pu. 

Le  théorème  d'addition  subsistant  pour  la  fonction  p  (à  discrimi- 
nant négatif),  dans  le  cas  des  variables  réelles,  permet,  au  moyen 
de  la  même  convention  que  dans  le  Chapitre  précédent,  de  définir 
la  fonction  p  pour  une  valeur  imaginaire  quelconque  de  l'argu- 
ment; toutes  les  questions  traitées  dans  le  Chapitre  II  sont  alors 
reprises  à  nouveau;  il  suffira  de  signaler  la  diflerence  essentielle 
entre  les  deux  cas  :  les  quantités  qui  jouent  le  même  rôle  dans  le 

second  cas  que  les  quantités  o),  a>',  a>"  =  — ; —  dans  le  premier, 
sont 

(0]  10.2  ***î  "^  **^'ï 

2  '2 

en  sorte  que,  dans  le  cas  du  discriminant  négatif,  les  infinis  de  la 
fonction  p  sont  donnés  par  la  formule 

011  m^,  m2  sont  des  nombres  entiers,  comme  dans  le  cas  du  déter- 
minant positif,  par  la  formule 

H  =z  9. mit)  -h  im' M  \ 
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OD  a,  dans  Tua  des  cas, 

et,  dans  l^aulre, 

pw  =  ei,         p€a'  =  Cj,         po)' =  ^3, 

en  sorte  que,  pour  une  demi-période  quelconque  oji,  (Oa,  0)3,  ou  o), 
(i)',  (o",  la  dérivée  p'w  de  la  fonction  pu  est  nulle. 

Chapitre  JV.  —  Ce  Chapitre  traite  de  propriétés  où  il  n'y  a 
pas  lieu,  en  général,  de  s'occuper  du  signe  du  discriminant;  o), 
(I)',  (o"  y  désignent  en  général  trois  demi-périodes  quelconques. 
On  s'y  occupe  d'abord  de  la  multiplication  de  l'argument  pour  un 
nombre  entier  /i;  après  avoir  établi  l'existence  d'une  fonction 
à„(u)  qui  s'anoule  quand  on  prend  pour  u  la  /i**"®  partie  d'une 
période  et  qui  est  un  polynôme  entier  en  pu  si  n  est  impair,  un 
tel  polynôme  multiplié  par  p' u  si  n  est  pair,  l'auteur  établit  la 
formule 

p{nu)  —pu= î i-77 — : > 

et  donne  divers  procédés  pour  le  calcul  des  fonctions  tj;,|. 

La  partie  la  plus  intéressante  de  ce  Chapitre  concerne  le  pro- 
blème de  l'inversion.  M.  Halphen  a  exposé  d'une  façon  magistrale 
la  belle  méthode  dont  on  doit  le  principe  à  M.  Bruns  et  qui  permet 
de  ne  pas  résoudre  le  polynôme  du  quatrième  degré  dont  on  veut 
exprimer  la  racine  carrée  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  :  cette 
méthode  repose  sur  ce  fait  que  Ton  vérifie  l'équation 

en  posant 

Y  =  pu  —  p{u  -\-  v), 

'2   pu  —  pv 

M.  Halphen  montre  comment  cette  méthode  permet  d'obtenir 
l'expression  des  quatre  racines  d'un  polynôme  quelconque  du 
quatrième  degré,  comment  se  manifeste  la  réalité  ou  la  non-réa- 
lité de  ces  racines,  comment  enfin  on  peut,  sur  les  expressions 
des  racines,  reconnaître  leur  ordre  de  grandeur. 
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Chapitre  V>  —  Ce  Chapitre  est  consacré  à  la  fonction  que 
M.  Halphen  désigne  par  2^i/,  sans  doute  en  raison  de  la  liaison 
étroite  qu'elle  présente  avec  la  fonction  Z(m)  deJacobi;  elle  est 
d'abord  définie  comme  ayant  pour  dérivée  — pu  et  comme  s'an- 

nulant  pour  m  =  o,  quand  on  en  a  préalablement  retranché  -• 

L'extension  au  cas  où  la  variable  est  imaginaire  est  ensuite 
obtenue  par  la  voie  précédemment  décrite  pour  la  fonction  pu.  \. 
cette  nouvelle  fonction  se  rattachent  les  deux  constantes  tj,  t/, 
définies  par  les  égalités 

et  liées  par  la  relation 


Ti(l)    —  Ti   Cl)  =   


M.  Halphen  s'occupe  ensuite  de  la  recherche  d'une  fonction  de  la 
variable  réelle  u  qui  admette  pour  dérivée  p{u  —  p),  v  étant  une 
constante.  La  quantité  que  l'on  a  à  intégrer,  pour  répondre  à  la 
question,  est  différente  suivant  les  valeurs  de  v  et  les  limites  de 
l'intégration,  car  il  ne  faut  pas  que  la  quantité  sous  le  signe  f  de- 
vienne infinie  ;  cette  étude,  faite  avec  le  plus  grand  soin,  permettra 
d'éviter  toute  ambiguïté  dans  les  applications;  l'auteur  porte  en 
particulier  son  attention  sur  la  combinaison 

cl>(a,a)=    f   [î:(a-4-ia)-+-î:(a-ia)]rfa, 

oii  a  et  a  sont  des  nombres  réels;  cette  combinaison  se  rencontre 
continuellement  quand  on  a  à  considérer  des  intégrales  elliptiques 
de  troisième  espèce;  à  ce  titre,  elle  méritait  qu'on  s'y  arrêtât;  mais, 
an  outre,  son  étude  est  indispensable,  du  point  de  vue  où  s*est 
placé  M.  Halphen,  pour  étendre  aux  variables  imaginaires  la  notion 
de  la  fonction  iu. 

(chapitre  1 7.  —  Cette  fonction  <^m  joue,  comme  on  sait,  un  rôle 
r(?iitriil  dans  la  doctrine  de  M.  Weierstrass;  M.  Halphen  la  définit 
|M)ur  les  variables  réelles  par  Téquation  différentielle 


TU 
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el  par  la  condition  c^o  =  i;  la  propriété 

(3'(M-f-  V)(f(u  —  if) 

— ^ -—^ =  DP  — pu 

résulte  alors  immédiatement  du  théorème  d'addition  pour  la  fonc- 
tion p\  la  définition  de  la  fonction  (^  pour  les  valeurs  purement 
imaginaires  de  la  variable  résulte  encore  de  l'équation  d'homogé- 
néité^ mais  l'extension  de  cette  définition  aux  variables  imagi- 
naires quelconques  est  un  peu  plus  compliquée  :  on  y  arrive  au 
moyen  des  deux  équations 

OÙ  a,  a  sont  des  nombres  réels,  et  l'étude  antérieure  de  la  fonction 
4>(a,  a)  permet  d'établir  l'extension  des  théorèmes  démontrés 
pour  les  arguments  réels  ou  purement  imaginaires,  ainsi  que  les 
formules  relatives  à  l'addition  d'une  demi-période. 

Jetant  ensuite  un  coup  d'œil  en  arrière,  M.  Halphen  montre 
comment  les  propriétés  de  la  fonction  c^  engendrent  en  quelque 
sorte  les  propriétés  de  la  fonction  p  :  la  façon  dont  la  fonction  d 
se  comporte  par  rapport  aux  périodes,  la  possibilité  de  développer 
cette  fonction  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  de  i/,  le  théorème 

3'(a  H- p)3'(i/  —  p)  __  é/Mogs'a       d^\o^^v 
et  l'équation 

d^  logO'M 


pu  = 


du'^ 


interviennent  seuls  et  permettent  d'établir  en  particulier  la  rela- 
tion entre  pu  et  p'w.  D'un  autre  côté,  l'avant-dernière  équation 
conduit  à  l'identité  suivante,  dite  équation  à  trois  termes, 

C(a  — 6)3'(a-h6)a'(c  — é/)G'(c  H- rf) 
-h(3'(6  —  c)^(b  -H  c)  ^{a  —  d)  ^{a  -\-  d) 
-h  3'(c  —  a)  ^(c  H-  a)  3'(6  —  c?)  3'(6  H-  </)  =  o, 

et  cette  équation,  jointe  à  la  condition  ^(o)  =r  i ,  caractérise  entière- 
ment la  fonction  oi*. 
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Les  formules  relatives  à  raddition  d'une  demî-période  conduisent 
à  adjoindre  à  la  fonction  impaire  d*  les  trois  fonctions  paires 

^  (  O)  -f-  M  ) 

cTca 

S',  u  =  — — rr-^  e-^*3-^TQ^", 

^{0}  -h  w  ) 


les  quantités  v^,P^'  —  ^a  (a=i,2,  3)  s'obtiennent  en  divisant 
(3'aW  par  (S'a. 

Chapitre  VIL  —  Ce  Chapitre  se  rapporte  à  la  décomposition 
en  éléments  simples  et  en  facteurs.  L'auteur  établit  tout  d'abord 
les  deux  formes  fondamentales  sous  lesquelles  on  peut  mettre  une 
fonction  rationnelle  de  jdw  et  de  pu  : 

I**  Une  telle  fonction  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une  somme 
de  termes  L  -f-  P,  à  savoir  : 

L  =  /,  Ç(m  —  Pi) -h /îÇ(a  —  i^j) -4- /a  Ç(  w  —  Va)  ^-. . . , 
les  coefficients  /,  m,  c  sont  des  constantes,  et  l'on  doit  avoir 

/l  -f-  /j  -4-  ^3  -h .  .  .  =  O. 

2**  On  peut  aussi  mettre  une  telle  fonction  sous  la  forme 

eu  supposant 

réciproquement,  l'expression  précédente,  sous  la  condition  qu'on 
vient  d'écrire,  est  une  fonction  rationnelle  de  pu  et  de  p' u.  On 
déduit  de  là,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  de  l'expression 
[d)  est  nulle,  une  relation   très  générale,    entre   in    arguments 

^i>  ^2»  »  •  •>  ^n]  ^i>  ^2»  •  •  •'  ^/î  '^^^  P^''  l'équation  (^v)  :  c'est  de 
cette  relation  que  M.  Halphen  déduit  la  formule  de  décomposition 
en  éléments  simples  des  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce,  fonctions  dont  l'étude  termine  le  Chapitre. 
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Chapitre  VIII,  —  Ce  Chapitre  se  rapporte  aux  séries  2?;  voici 
comment  elles  sont  introduites  :  Si  l'on  cherche  un  mode  de  déve- 
loppement qui  mette  en  évidence,  pour  une  fonction  du<,  les  pro- 
priétés que  définissent  les  équations  suivantes  : 

on  voit  sans  peine  que,  en  posant 

q  —  e    ^, 

le  problème  revient  à  déterminer  une  fonction  impaire  de  z  qui 
jouisse  de  la  propriété 

cette  équation  suggère  l'idée  d'un  développement  en  une  série 
procédant  suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives 
de  z^  développement  que  la  méthode  des  coefficients  indéterminés 
permet  de  réaliser  aisément  et  qui  est  convergent  pour  toute 
valeur  de  z^  si  la  valeur  absolue  de  q  est  plus  petite  que  un.  On 
est  amené  ainsi  à  considérer  la  série 

en  posant 


m  =  — « 


1  rTÇ 

sous  celte  forme,  l'identité 

F(a  — 6)F(a4-6)F(c  —d)¥{c  -\- d) 
-hF(6  —  c)F(6H-c)F(a  — c?)F(a-4-rf) 
H- F(c  —  a)  F(c  H- a)  F(6  —  c?)  F(6 -4- rf)  =  o 

apparaît  assez  facilement  par  la  simple  multiplication  des  séries; 
dès  lors,  si  l'on  définit  la  fonction  du  par  la  relation 

^u  =  e»   «    X  licq    *  F(m), 

et,  si  l'on  choisit  les  constantes  r,,  c  de  manière  que  le  dévelop- 
pement de  iu  suivant  les  puissances  ascendantes  de  u  commence 
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par  le  terme  u  et  manque  de  terme  en  u^^  on  aura  une  fonction 
qui  jouira  des  propriétés  essentielles  de  la  fonction  d  et  pourra 
être  identifiée  avec  elles  :  ces  résultats  acquis,  l'introduction  des 
quatre  fonctions  2f  et  rétablissement  de  leurs  relations  avec  les 
fonctions  c^  ne  souffrent  aucune  difficulté.  Les  notations  adoptées 
sont,  ici  encore,  celles  de  M.  Weierstrass,  c'est-à-dire  que,  en 

posant  T  =  —  >  les  quatre  fonctions  sont  représentées  par  les  sym- 
boles 

^ai»,     Sa(f»  ^),     ^«(fl-ï)         (a  =  i,a,  3,  o), 

dont  chacun  doit  être  employé  selon  les  variables  que  Ton  veut 
mettre  en  évidence,  et  que  l'on  a 

^jv  =  a2(— i)*»-*^*  sin(2/n  — i)7:p  =  Hi(2Ki'), 

^li»  — '22^*  co%{im  —  \)'KV  =H(2Kv), 

&,p  =  i-i- 22^'»' cosa/nicv  =6i(2Kp), 

âr^i;  =  n-a2(— i)"«y"»'cos2/mci'  =  6  (aKp); 

A  s'a  =  20) -s;-,  A3'fa=-s-» 

dans  ces  dernières  formules,  on  a  fait,  pour  abréger, 

_  *  ^"* 

2(1) 

cl  l'on  a  désigné  par  2r',,  Sr^,  3,,  Sr,,  ce  que  deviennent,  pour 
i»  =  o,  les  fonctions 


rfi> 


>    ^jP,    ^3^,    &0*'- 


On  trouvera  dans  ce  même  Chapitre  les  formules  relatives  à 
l'uddition  dos  périodes  et  demi-périodes  dans  les  fonctions  Sat^,  et 
louUîs  1rs  relations  élémentaires  qui  relient  entre  elles  les  diverses 
loiictions  cl  quantités  précédemment  introduites.  La  théorie  de  la 
Iran.Hforiuation  est  touchée  pour  ce  qui  concerne  le  changement 
<liî.H  périodes  co,  iJ  on  w,  to  -f-  to',  ou  en  to'  et  —  to,  ce  qui  fournit 
w  tubluuu  des  furmules  relatives  au  changement  de  t  en  t  4-  i,  ou 

<!«'  i'  cl  T,  en  -  el ,  formules  si  essentielles  pour  la  théorie  et  si 
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importantes  pour  le  calcul  numérique.  De  même  que  dans  les 
Formeln  und  Lehrsàlze,  tous  les  détails  qui  concernent  les  appli- 
cations numériques,  pour  le  cas  où  les  invariants  ^2»  gz  sont  réels, 
sont  donnés  avec  le  plus  grand  soin,  en  sorte  que  le  lecteur  est 
véritablement  en  mesure  de  traiter  ces  applications  par  la  voie  la 
plus  courte.  Enfin  M.  Halphen  signale,  en  terminant,  l'extension 
des  résultats  théoriques  précédemment  obtenus  au  cas  où  les  inva- 
riants ^2)  gz  sont  imaginaires.  Arrivé  là,  le  lecteur  peut  se  regarder 
comme  étant  vraiment  en  possession  des  éléments  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Chapitre  IX,  —  M.  Halphen  y  donne  d'abord  l'expression  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  pu  par  rapport  aux  invariants 
g'2)  g^  •  il  est  aisé  d'en  déduire  les  dérivées  de  Cm  et  de  du  par 
rapport  à  g^^  gz  \  on  arrive  ainsi  en  particulier  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

du^  agi        3     '  d^3         11° 

qui  permet  de  calculer  facilement  les  coeflicients  du  développement 
de  du  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  u.  Les  ques- 
tions analogues  sont  traitées  pour  les  autres  fonctions  d;  puis 
viennent  les  expressions 

»   <^  I     •  9 

des  dérivées  des  quantités  w,  ri  ;  les  équations  hypergéométriques 

^.d^x       I , ,  t\dx        1 

^C— '>rfJï-^6(^-  7'') 21-744*  =  **' 

I /        f  X  d^y       ^  ir  i\dy        53 
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oik  J  dêsig:iie  Tin  variant  absolu, 

^-  a' 
ol  tjiio  vérifient  les  quantités 

JL  i_ 

La  première  de  ces  équations  a  été  donnée  par  M.  Bruns.  Les 
formules  qui  précèdent  permettent  d'obtenir  les  dérivées  par  rap- 
port aux  périodes  co,  cj'^  puis,  pour  les  fonctions  homogènes  et  de 
degré  f.éro  par  rapport  à  u,  co,  w',  les  dérivées  par  rapport  à  logy, 
et  Ton  retombe  ainsi  sur  l'équation  aux  dérivées  partielles 

à^z       .   ,     âz 

que  vérifient  les  fonctions  3,  et  qui,  inversement,  permet  de 
retrouver  le  développement  en  série  trigonométrique  de  la  fonc- 
tion (^u  et  pourrait,  ainsi,  être  prise  comme  le  chemin  qui  conduit 
de  la  fonction  (^  à  la  fonction  3.  Notons  encore  dans  le  même  Cha- 
pitre un  paragraphe  concernant  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, signalée  par  M.  Kiepert  et  par  M.  Klein,  qui  permet  de 
calculer  les  fonctions  ^n{i^)  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  de 
la  multiplication,  et  un  autre  paragraphe  relatif  aux  équations 


dt 

d{xz  -+-^1) 

di      ' 


=  OC^Xi, 


vérifiées  en  posant 


dt 
argt  =  7j(i)  H-  €«(0*         (  a  =  ï ,  2,  3  ), 


Chapitre  X.  —  Les  équations  du  type  hypergéométrique 
signalées  plus  haut  fournissent  à  M.  Halphen  l'occasion  d'indiquer 
à  grands  traits  la  théorie  de  ces  équations.  Il  étudie  ensuite  avec 
détail  les  développements  des  périodes  en  fonction  de  l'invariant 
absolu  J,  dans  le  cas  du  discriminant  positif  et  dans  celui  du  dis- 
criminant négatif. 
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Chapitre  XI.  —  C'est  seulement  dans  oc  Chapitre  que  M.  Hal- 
phen établit  les  formes  qui  mettent  en  évidence  la  vraie  nature  des 
fonctions  pi/,  X^u^  du\  la  formule  fondamentale 


^"       u^ '^  2^y{u  —  wY       w^\ 


^v 


oïl  (V  doit  prendre  toutes  les  valeurs  qu'on  obtient  en  donnant 
dans  amco-h  am'w'  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives à  m  et  à  m'  (sauf  toutefois  la  combinaison  m  =  m'  =  o)^ 
est  obtenue  en  décomposant  en  éléments  simples  l'expression 
p(nu)y  qui,  pour  n  entier,  est  une  fraction  rationnelle  en  pw, 
puis  en  faisant  croître  n  indéfiniment.  Cette  formule  permet  ensuite 
d'obtenir  les  suivantes  : 


ç„  =  i  +  y/_i_  +  i^.iL) 


H  1     N* 

L \"      w ]  " 


*«  =  «JJ(.-J)e^ 


M.  Halphen  montre  alors  comment  on  peut  prendre  ces  formules 
pour  point  de  départ  de  la  théorie,  et  comment  elles  manifestent 
les  propriétés  relatives  à  la  périodicité;  puis,  considérant  la  fonc- 
tion 

^,    ,       3'(w  — a')3'(w  — 6')...a'(a  — <') 

^(  M  )  = - -  , 

-    '        3'(u  — a)cr(w-- 6)...a'(w  — /) 
où  Von  suppose 

a'  -t-  6'  -h  ...-+-/'  =  a  -+-  6  -i- ...  H-  ^, 

il  remarque  que,  en  vertu  de  la  nouvelle  définition  de  la  fonction 
0*,  elle  s'écrit 

<l>(w)  = 


(W  —  a)(w  —  6)...(w  —  /) 

n 


X  I  I  (  t^  —  ^  -+-  «')(<^  —  11-^  b'). ..(»'  ^u-^t')  ^^, 


w 


(w  —  ii-h  a){w  —  u-hb).,  .((V  —  u-h  t) 


où  Ton  suppose 
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si  on  limite  les  valeurs  de 


w  =  amu)  -f-  2ni'(u', 


on  a,  dans  le  second  membre,  une  fraction  rationnelle  en  u]si  Ton 
elTectue  la  décomposition  en  éléments  simples,  et  que  l'on  fasse 
croître  indéfiniment  m  et  m',  on  retombe  sur  la  formule  générale 
de  décomposition  en  éléments  simples  de  la  fonction  ^(u)  obtenue 
dans  un  Chapitre  précédent:  on  obtient  ainsi,  comme  cas  particu- 
lier, la  formule 

a'(M-4-  p)a'(a  —  p) 

=  DP  — dm; 

et  Ton  a  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour  recon- 
struire à  nouveau  la  théorie. 

Chapitre  XIL  —  Les  expressions  obtenues  précédemment 
pour  les  fonctions  d  permettent,  en  groupant  les  facteurs  et  en 
tenant  compte  des  formules  relatives  à  la  décomposition  des  fonc- 
tions circulaires  en  produit  infini,  d'obtenir  les  expressions  de 
ces  fonctions  sous  formes  de  produits  infinis  simples  ;  l'étude  du 

polynôme  limité 

«p(-s)  =  \{(^qPz  -i-  q-Pz-P) 

(/?  =  |jL,  |jL  —  I ,  [jL  —  2,  .  . . ,  —  [J^  4-  I ,  —  }^)  conduit,  en  faisant 
croître  p  indéfiniment,  aux  séries  2r. 

Chapitre  A III.  —  Ce  Chapitre  se  rapporte  aux  développements 
r.iï  séries  trigonomélriques.  Le  point  de  départ  est  la  formule  sui- 
vante, obtenue  d'une  façon  très  élémentaire, 


^(»+^),-^^: 


_  ir.  1 1  z-\-z~^        I  ^-+-<-*\ 
to  \  a  5  —  z-^        2  1  —  t-^  ) 


3*  Il  d  i' 

ou  //,  m  doivent  prendre  les  valeurs  i,  2,  3,  . . .,  où  Ton  a  pose, 
pour  abréger, 


v\  im^  cndii,  on  suppose  que  les  valeurs  absolues  de  z  el  de  t  sont 
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comprises  entre  les  valeurs  absolues  dey  et  de  -;  de  cette  formule 

s'en  déduisent  beaucoup  d'autres,  en  particulier  les  développe- 
ments Irigonométriques  de  JJw,  pu^  logî^//,  des  douze  quotients 


(j^u  : 


^^  li  : 


Chapitre  JCIV,  —  Enfin  on  peut  encore  faire  reposer  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  sur  la  notion  de  double  périodicité  et  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  sans  développer 
cette  méthode,  M.  Halphen  a  voulu  en  indiquer  les  points  prin- 
cipaux. 

L'intégration  d'une  fonction  doublement  périodique  le  long  des 
côtés  du  parallélogramme  des  périodes  montre  que  la  somme  des 
résidus  est  nulle  ;  et  ce  résultat,  une  fois  qu'on  est  en  possession 
de  Télémenl  simple,  conduit  immédiatement  à  la  formule  de  dé- 
composition due  à  M.  Hermite. 

L'auteur,  dans  le  cours  de  son  Ouvrage,  avait  montré  trop  de 
lois  le  rôle  essentiel  que  cette  formule  doit  jouer  dans  toute  expo- 
sition de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  pour  négliger  de  la 
tirer  de  sa  vraie  origine  :  il  ne  pouvait  manquer  non  plus  de 
signaler  le  parti  qu'on  peut  tirer,  pour  une  telle  exposition,  de  ce 
théorème  de  Liouville  :  Toute  fonction  transcendante  entière 
doublement  périodique  est  une  constante;  il  indique  en  particu- 
lier comment  ce  théorème  pouvait  conduire  à  la  formule  de 
M.  Hermite. 

Enfin,  ce  dernier  Chapitre  se  termine  par  l'exposé  des  beaux 
résultats  dus  à  M.  Appell  dans  la  théorie  des  fonctions  de  troisième 
espèce. 

J'ai  essayé,  en  suivant  pas  à  pas  Tauleur,  de  donner  une  idée 
de  l'ordre  qu'il  a  adopté  dans  son  Livre  et  des  riches  matières 
qu'il  a  traitées;  je  ne  puis  que  signaler  la  perfection  et  le  fmi  des 
détails  :  c'est  une  œuvre  achevée,  dans  toutes  ses  parties. 

J.  ï. 
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MÉLANGES. 

EXEMPLE  D'UNE  FONCTION  QUI  NEXISTE QU'A LINTÉRIEUR  DUN CERCLE; 

Pa*  T.J.  STIKLTJES. 

Lu  notion  d\inc  fonction  d*une  variable  imaginaire  pour  laquelle 
liMionniinr  do  In  vuriuble  est  nécessairement  restreint  par  la  nature 
nu^mo  (lo  lu  fonction  est  d\ine  si  grande  importance  qu'il  ne 
MMnhIo  pttH  inutile  <lc  donner  un  exemple  d'une  telle  fonction, 
nit^nio  dun:!  un  (a>urs  où  il  serait  impossible  d'exposer  les  re> 
oboivboH  de  MM.  \\  cierslrass»   Mittag-LefTIer,  Poincaré  sur  ce 

IVul-^i^Irt'  lr\^uvora*l*i)n  IVxempIe  suivant  assez  simple  pour 
ivmplir  00  but. 

I     Soil  <i  uoo  qiunlilê  dont  le  module  est  égal  à  Funité.  On  a 


I  ^^  x%M w  v">^l  CNHix^r^t^t^r  :îAm<  U  cv^^ihIîIîoo  mod  j  =  s  <C  i,  et  le 
vv^\  lo  v(v  ON^wxorj:v«KV  o>î  utt  o«vle  C  %lêcrîl  de  rorigine  comme 


Jt       ■    <î  t î 


^Ss.^.v.^N  tt.i  r,>Kt.t.;  i.fc  sît.:^^'  -^jAttàf  Je  pMiiit^ 


#».     r. 


^i\x.,     .     ..   V  .t  V  ,^     V**  »      «1»»*^^-  '■'•  A/>4/a> 


V 
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En  supposant  mod^  =  p  <  i,  la  série  est  évidemment  conver- 
gente et  l'on  a 


mod/(.)<-^2ïï 


P 

1 


Développons  — ^—^  suivant  les  puissances  croissantes  de  js,  il 

\ient 

z        z^        z^ 

1 1 

ai        a\        a\ 


A^)  = 


JL{  1.     il     i!  \ 

•2»  Va,  "^  âf       a»  "^         / 
I   /  -5  5*  z^  \ 


La  série  double  restant  convergente  quand  on  remplace  chaque 
terme  par  son  module,  on  peut  prendre  les  termes  dans  un  ordre 
quelconque.  En  particulier,  il  est  permis  d^ordonner  suivant  les 
puissances  de  ^;  la  fonction  /(z)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

•o 
U)  A^)=^C„zn, 

1 

et  le  rayon  de  convergence  de  cette  série  est  égal  à  Tunité.  Il  est 
clair  aussi  que  le  module  d'un  coeiFicient  quelconque  cn  ne  peut 

surpasser  la  constante  ^""i  =  i^^oa. 

2.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  manière  dont  varie  la 
valeur  de /(s)  lorsque  z  s'approche  d'une  certaine  manière  de  la 
circonférence  du  cercle  de  convergence  C. 

Mais  il  faut  d'abord  préciser  les  valeurs  des  constantes 

ai,     aj,     . . .,     a^. 
Si  l'on  représente  ces  quantités  dans  le  plan  par  des  points 

■  lî    *  î«     •  •  •  î    '  /lî 
ces  points  se  trouvent  sur  la  circonférence  du  cercle  C. 
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Nous  prenons  ai,  a^  de  manière  que  P|  et  Pj  se  trouvent  aux 
extrémités  d'un  diamètre  du  cercle. 

Nous  choisissons  ensuite  «3,  «4  de  manière  que  la  circonférence 
se  trouve  divisée  en  quatre  parties  égales  par  les  points  P|,  P2, 

P3?  P*' 

En  continuant  ainsi,  on  choisira  a^^  a^,  Gtj  a»,  de  manière  que 

les  points  P|,  P2,  ...,  Pg  sont  les  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier de  huit  côtés  inscrits  dans  le  cercle. 

Généralement,  pour  k  =  a""*,  on  devra  prendre 

de  manière  que  la  circonférence  G  se  trouve  divisée  en  2  A*  parties 
égales  par  les  points  P|,  P2,  . . . ,  P2A« 

Ayant  défini  de  cette  manière  la  suite  infinie 


6Ej,     a^i     ^3}     •  •  •  I     Cl 


m      •  •  •  » 


il  est  clair  qu'on  trouvera  toujours  un  nombre  infini  de  points  Pk 
sur  un  arc  quelconque  de  la  circonférence,  si  petit  qu'on  voudra 
Iç  choisir. 

Il  importe  de  trouver  une  limite  inférieure  de 

mo(\{ar  —  as)  (r>f). 

Le  nombre  ar  doit  se  trouver  dans  une  des  suites 

et  il  est  évident  qu'on  peut  prendre  alors  pour  celte  limite  infé- 
rieure le  côté  du  polygone  régulier  de  2 A"  côtés  inscrits  dans  le 
cercle, 


et,  par  conséquent, 


TC 

mod(ar  —  as)  ^  2  sin  — 7 

2A 


mod (a,.  —  flo )  >  2  sin  — 

2/' 


Pour  simplifier,  nous  remarquons  que  l'on  a 

2  sin  j:*  >  j*, 


MÉLANGES.  4l> 

tant  que  x  ne  surpasse  pas  -;  donc 


(3)  mod(a;.  —  a,)> —  (r  >  5). 

Ma  w 


3.   Envisageons  maintenant  un  nombre  ah  quelconque  et  posons 

Il  étant  réelle  et  positive.  Le  point  P  qui  représente  z  se  trouve 
alors  sur  le  rayon  OP^.  En  faisant  tendre  u  vers  Tunité,  en  croissant 
continuellement,  le  point  P  s'approchera  indéfiniment  du  point  P^ 
de  la  circonférence  C. 
On  a,  d'après  (i), 

ou  bien 

(4)  natcu)  -  ji  (j^  =  Fi(^)  +  FîC"), 

en  posant 


Dans  l'intervalle  o^a£i,  la  fonction  ^\{u)  est  évidemment 
finie  et  continue  ;  nous  allons  voir  qu'il  en  est  de  même  de  F2(w). 
Remarquons  pour  cela  d'abord  que 


„,od  (  -^!i!^\  . 


mod(a/,  —  ak) 


Pour  le  mettre  en  évidence,  joignons  par  des  droites  le  point 

P„  qui  représente  a,,  avec  O,  P  et  Pa  et  posons  PaOP/i  =  ç. 
A.  cause  de  w  5 1 ,  on  a 

4m'  sin^<p»  1(1-4-  uy  sin{«p«  -+-  (i  — w)*  cosjo»  =  i--  2aco5«p-t-  a«; 
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Mais  cela  revient  à  la  limitation  indiquée,  car 


mod(«, —  (!*«)  =  PPa    =  ^1  — iHcoïç  +  a', 

Dans  la  série  Ft{u),  l'indice  n  est  plus  grand  que  /c,  et,  à  l'aide 
de  (3),  on  trouve,  par  conséquent, 

n.od-^J      *""      )<—,■ 
rt'\a„  —  atu/        itn* 

et  cela  dans  tout  l'intervalle  o<u^i.  La  série  >  — :  étant  conver- 

-     -  ,^*itn' 

gente,  on  en  conclut,  d'après  un  théorème  de  M.  Weierstrass 
{voir  Tannery,  Théorie  des  Jonctions  d'une  variable,  p.  i35), 
que  la  série 

^n'  \a„  —  ai-u/ 
est  absolument  et  uniformément  convergente   dans  l'intervalle 

La  fonction  Fi(»)  est  donc  finie  et  continue  dans  le  même 
intervalle,  et  lorsque  «  tend  vers  l'unité,  F|(«)  et  Fi(h)  tendent 
vers  les  valeurs  finies  F,  (i)  et  Fj(i).  En  posant  F)(i)-t-Fi(i)  =  A, 
l'équalion  (4)  nous  montre  donc  que 

lim\ f(aiu) 


[/(«*") -X^(7^)]„_,  =  A. 


On  voit  par  là  que,  lorsque  la  variable  z  s'approche  indéfiniment 
de  la  valeur  ai,  en  conservant  constamment  le  même  argument 
que  a/,,  alors  la  partie  réelle  de 


/(=)=2'-=- 
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est  positive  el  croît  au  delà  de  toute  limite.  Au  contraire,  la  partie 
purement  imaginaire  de  /(z)  tend  vers  une  limite  fixe. 

4.  Soit  maintenant  (?09  Pq)  ^^  point  quelconque  à  Tintérieur 
de  C  ;  on  a 

et  le  domaine  de  convergence  est  un  cercle  Cq  décrit  de  P©  comme 
centre  avec  un  rayon  au  moins  égal  à  i  —  mod^Q. 

Mais  il  est  impossible  maintenant  que  ce  rayon  soit  plus  grand 
que  1  —  mod^o,  de  manière  que  l'intérieur  de  C©  tomberait  en 
partie  en  dehors  du  cercle  C. 

En  effet,  dans  cette  supposition  une  partie  de  la  circonférence 
de  C  se  trouverait  à  l'intérieur  de  Cq.  Prenons  un  point  (a/f^  P^) 
sur  cette  partie  de  la  circonférence  C  (il  y  en  a  une  infinité).  La 
valeur  de  /(z)  devrait  être  finie  pour  z  =  a/(  et,  lorsque  le  point  z 
s'approche  de  P^  suivant  le  rayon  vecteur,  la  valeur  de/(-3)  devrait 
tendre  vers  cette  valeur  finie  de/(ak)' 

Mais  nous  savons  que  cela  n'a  pas  lieu,  la  valeur  de  y(^)  ne 
tend  pas  vers  une  limite  finie,  parce  que  sa  partie  réelle  croît  au 
delà  de  toute  limite. 

En  considérant  la  fonction /(:;),  le  cercle  C  forme  donc  bien  la 
limite  naturelle  pour  le  domaine  de  la  variable  z.  Il  est  impossible 
de  continuer  cette  fonction  en  dehors  de  ce  cercle. 


SUR  LES  LOGARITHMES  A  UN  GRAND  NOMBRE  DE  DÉCIMALES  ET  EN  PARTI- 
CULIER SUR  LES  TABLES  DE  M.  STEINHAUSER  (*); 

Pab  m.  J.  PEROTT. 

Il  y  a  deux  systèmes  principaux  de  logarithmes  en  usage  :  les 
logarithmes  naturels  et  les  logarithmes  vulgaires.  Les  premiers  se 


k: 


C)  Voir  un  compte  rendu  de  cet  Ouvrage  au  Bulletin,  VIIIj,  p.  ii3. 
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présentenl  naturellement  dans  les  recherches  théoriques,  les  se- 
conds sont  plus  commodes  comme  auxiliaires  pour  les  calculs  nu- 
mériques. Comme  les  Tables  de  M.  Steinhauser  servent  au  calcul 
des  logarithmes  vulgaires  à  20  décimales,  il  est  clair  que  c'est 
à  des  usages  pratiques  que  Fauteur  les  destine.  S'il  s'agit  d'une 
simple  multiplication  de  deux  nombres  de  vingt  chiffres,  on  aura 
tort  d'avoir  recours  aux  Tables  de  M.  Steinhauser.  En  effet, 
pour  effectuer  cette  opération,  il  faudrait  trouver  deux  logarithmes 
•et  le  nombre  correspondant  à  la  somme  de  ces  logarithmes  :  nous 
dirons  qu'il  y  aurait  trois  recherches  de  logarithme  ou  nombre  à 
faire,  et  le  travail  serait  beaucoup  plus  long  qu'une  multiplication 
abrégée  pure  et  simple.  Mais  ce  n'est  pas  toujours  sous  cet  aspect 
défavorable  aux  logarithmes  à  20  décimales  que  se  présente  la 
question. 

Supposons  que  l'on  connaisse  à  20  décimales  les  sept  racines 
réelles  d'une  équation  du  septième  degré,  et  que  l'on  veuille  cal- 
culer la  troisième  fonction  symétrique  élémentaire  de  ces  racines, 
c'est-à-dire  la  fonction  symétrique  qui  est  égale  à  la  somme  des 
produits  des  racines  de  trois  à  trois.  Pour  calculer  cette  fonction 
sans  logarithmes,  il  y  a,  comme  on  le  voit  facilement,  cinquante-six 
multiplications  à  faire.  Pour  effectuer  le  même  calcul  à  l'aide  de 
logarithmes,  il  faut  d'abord  chercher  les  logarithmes  des  sept  ra- 
cines, puis  les  nombres  correspondant  aux  logarithmes  des  trente- 
cin([  produits  :  il  y  a  donc  en  tout  quarante-deux  recherches  de 
logarithme  ou  nombre  à  faire.  On  voit  que,  tandis  que,  dans  le 
premier  exemple,  il  correspondait  à  chaque  multiplication  trois 
recherches  de  logarithme  ou  nombre,  ici  il  n'y  a  que  trois  recher- 
ches semblables  pour  quatre  multiplications.  Dans  le  dernier 
exc^mple  nous  croyons  qu'il  y  aurait  lieu  de  recourir  aux  loga- 
rithmes de  M.  Steinhauser.  Il  en  serait  de  même,  s'il  s'agissait 
«Tuntî  rh'vation  à  une  puissance. 

Vtnci  maintenant  comment,  à  l'aide  des  Tables  de  M.  Stein- 
liiinser,  on  obtient  le  logarithme  vulgaire  à  20  décimales  d'un 
nonibn^  «lueleontjne.  On  divise  le  nombre  donné  par  le  nombre 
formé  pur  ses  tjuatre  premiers  chiffres  significatifs  et  l'on  obtient 
iiinni  le  premier  quotient  ;  ce  premier  quotient,  divisé  par  le  nombre 
l'ornir  par  ses  huit  prenuers  ehiffres  significatifs,  donne  le  second 
i|iiohriii  ;  ee  second  t)uotient,  divisé  par  le  nombre  formé  par  ses 
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douze  premiers  chiffres  significalifs,  donne  le  troisième  quotient; 
enfin,  en  divisant  le  troisième  quotient  par  ses  seize  premiers 
chiffres  significatifs,  on  obtient  le  quatrième  quotient. 

Ajoutons  qu'il  n'y  a  que  les  deux  premières  divisions  à  faire 
effectivement,  les  autres  se  font  à  vue.  La  seconde  division  peut 
aussi  se  faire  à  l'aide  de  logarithmes  à  lo  décimales,  si  l'on  se  sert 
d'une  petite  transformation  qu'il  est  facile  d'imaginer. 

Le  nombre  donné  se  trouve  ainsi  décomposé  en  cinq  facteurs 
dont  les  logarithmes  sont  donnés  immédiatement  (sans  interpo- 
lation) par  les  Tables  de  M.  Steinhauser.  M.  Steinhauser  a  donc 
tabulé  les  logarithmes  des  nombres  de  la  forme  suivante.  Soient, 
d'une  manière  générale,  a'  un  nombre  entier  à  quatre  chiffres  et  a 
un  nombre  entier  de  quatre  chiffres  tout  au  plus.  On  trouve  dans 
les  Tables  de  M.  Steinhauser  à  21  décimales 

loga',  donné  par  la  Table  A; 

log  (  I  H )  »   donné  par  la  Table  B  ; 

log  (  r  H —  J  »  donné  par  la  Table  G  ; 

log  /  I  H ^  j ,  donné  par  la  Table  D. 

Avec  une  approximation  suffisante,  on  peut  poser 

loc  (  I  H —  )  =  loff  (  I  H —  )  • 

^'V      io»v     10000   ^\      io»v 

On  voit  bien  qu'il  y  avait  là  de  quoi  remplir  un  volume  de 
Irois  cents  pages,  tel  que  celui  de  M.  Steinhauser. 

Avant  l'apparition  du  Recueil  de  ce  savant,  il  existait  déjà  des 
Tables  construites  sur  un  principe  analogue,  dues  à  Briggs,  Flovver, 
Leonelli,  etc.;  mais,  dans  les  Tables  antérieures,  les  facteurs 
étaient  soit  un  nombre  d'un  ou  de  deux  chiffres,  soit  un  nombre 
commençant  par  i ,  suivi  de  plusieurs  zéros,  et  se  terminant  par  un 
ou  deux  chiffres  significatifs  (*). 

Il  est  vrai  que,  dans  les  Tables  antérieures,  on  avait  l'habitude 


(')   Voir,  pur  cxcmpIC)  la  Table  K  du  Recueil  du  regretté  M.  Hoûcl. 
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de  remplacer  la  division  par  la  mulliplicalion,  ce  qui  est  un  grand 
soulagement;  mais,  malgré  cela,  nous  n'hésitons  pas  à  dire  que 
remploi  des  Tables  de  M.  Steinhauser  présente  un  avantage  incoo- 
testable.  Toutefois,  si  nous  attribuons  cette  supériorité  aux  Tables 
de  M.  Steinhauser,  c^est  en  leur  supposant  une  grande  exactitude. 

Les  Tables  antérieures  étaient  renfermées  dans  une  seule  page 
et  leur  vérification  était  facile,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  du  volume  de 
trois  cents  pages  que  nous  avons  sous  les  yeux. 

Nous  avons  surtout  examiné  la  Table  A,  la  plus  importante  du 
Recueil,  qui  peut  d'ailleurs  servir  aussi  à  des  usages  différents  de 
celui  auquel  Fauteur  la  destine.  Voici  d'abord  quelques  erreurs 
que  nous  avons  rencontrées  :  le  neuvième  chiffre  de  logii53  doit 
être  un  7  et  non  un  9  ;  log  1088  doit  terminer  par  26  et  non  par  23  ; 
les  arguments  de  la  page  54  doivent  tous  commencer  par  un  6  et 
non  par  un  3,  comme  cela  est  indiqué  en  différents  endroits  par 
erreur.  De  plus,  en  dehors  de  ces  erreurs  isolées,  une  circonstance 
nous  révéla  bientôt  l'existence  d'autres  erreurs  d'un  caractère  plus 
chronique.  Dans  l'intention  de  nous  rendre  compte  de  l'exacti- 
tude du  Thésaurus  logarithmorum,  qui  est  à  10  décimales, 
comme  on  sait,  nous  nous  étions  mis  à  collationner  les  logarithmes 
du  Thésaurus,  de  dix  en  dix  naturellement,  sur  ceux  de  M.  Stein- 
hauser, et  comme  nous  avions  rencontré  des  divergences  fréquentes 
dans  la  dixième  décimale,  nous  étions  disposé  à  les  attribuer  à 
Vega,  mais,  vérification  faite,  c'était  toujours  M.  Steinhauser  qui 
était  en  défaut.  Par  exemple,  log3748,  log3886,  log4i87  doivent 
avoir  respectivement  2,  2,  8  comme  dixième  décimale  et  non  i, 
1 ,  6. 

Quelle  peut  être  la  source  de  ces  erreurs,  assez  fréquentes  d'ail- 
leurs? Que,  dans  une  Table  des  logarithmes  à  10  décimales, 
Terreur  porte  plutôt  sur  la  dixième  décimale,  cela  n'a  rien  que  de 
très  naturel.  Mais  que  le  même  fait  se  présente  dans  une  Table  à 
21  décimales,  cela  semble  déjà  extraordinaire. 

Voici  sans  doute  quelle  est  la  source  de  telles  erreurs. 

L'auteur  a  obtenu  les  logarithmes  des  nombres  à  quatre  chiffres 
décomposables  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  iioo  par  une 
simple  addition  des  logarithmes  de  Sharp,  qui  sont  les  logarithmes 
vulgaires  à  61  décimales  de  tous  les  nombres  premiers  inférieurs 
à  1 100.  Quand  il  s'agissait  d'un  nombre  premier  supérieur i  il 00^ 
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il  fallait  avoir  recours  aux  logarithmes  de  Wolfram,  qui  sont  les 
logarithmes  naturels  à  48  décimales  de  tous  les  nombres  premiers 
jusqu^à  10009  inclusivement.  Pour  convertir  les  logarithmes  na- 
turels de  Wolfram  en  logarithmes  vulgaires,  l'auteur  avait  fait 
construire  par  M.  Slawik  une  Table  des  multiples  du  module  par 
tous  les  nombres  jusqu'à  10  000. 

Or,  toutes  les  fois  que  nous  rencontrions  une  divergence  entre 
M.  Steinhauser  et  Vega,  l'erreur  portait  sur  des  logarithmes  de 
nombres  décomposables  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  11 00. 
C'est  donc  soit  en  additionnant,  soit  en  transcrivant  les  loga- 
rithmes de  Sharp  que  M.  Steinhauser  commettait  l'erreur.  Or, 
l'auteur  semble  avoir  pris  les  logarithmes  de  Sharp  dans  Callet. 
L^espace  ayant  manqué  à  Callet  pour  imprimer  dans  une  seule 
ligne  un  logarithme  à  61  décimales,  il  supprime  les  dix  premières 
décimales,  qu'il  faut  chercher  dans  les  logarithmes  à  20  décimales 
qui  précèdent. 

M.  Steinhauser  semble  avoir  pris  d'abord  les  dix  premières  dé- 
cimales dans  la  Table  à  20  décimales,  puis,  tout  en  écrivant  les  dix 
premières  décimales,  il  feuilletait  son  Callet  à  la  recherche  des 
décimales  suivantes.  Mais,  pendant  cette  opération,  la  mémoire  a 
dû  lui  faire  défaut  quelquefois,  et  il  est  facile  de  voir  pourquoi 
l'erreur  portait  plutôt  sur  la  dixième  décimale  que  sur  les  autres. 

Il  y  a  d'ailleurs  à  cet  égard  moins  de  différence  dans  les  facultés 
mnémoniques  de  différentes  personnes  qu'on  ne  le  pense  d'habi- 
tude. Tout  le  monde  retient  sans  peine  un  logarithme  à  7  décimales, 
bien  peu  le  feront  facilement  pour  un  logarithme  à  10  décimales. 

Il  en  est  de  même  d'une  faculté  analogue,  celle  de  voir  le 
nombre  des  objets  sans  les  compter  effectivement.  Gauss  semble 
avoir  possédé  cette  faculté  à  un  degré  plus  qu'ordinaire. 

C'est  ainsi  qu'on  trouve  chez  lui  des  notations  comme  a!""\  tandis 
que  la  plupart  des  personnes  seront  obligées  de  compter  les  in- 
dices (*). 

Nous  ouvrons  encore  une  fois  au  hasard  le  Recueil  de  M.  Stein* 
hauser  et  nous  nous  trouvons  à  la  page  78.  Nous  collationnons  les 


(*)  Voir  à  ce  sujet  un  intéressanl  article  sur  le  ccicbrc  calculateur  allemand 
Dasc,  dans  le  premier  numéro  de  la  Gartenlaube  de  cette  année  (1886). 
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logarilhmes  de  celle  page  sur  ceux  du  Thésaurus  :  logStioo, 
logSôoi,  log8tio2,  log8Go3,  log86o4,  log86o5,  log86o6,  log86o7, 
logSôoS.  Voici  déjà  un  désaccord.  M.  Sleinhauser  donne  (') 

Iog86o8  =  3,934902^58222  3  iSqSGi  5  6 — , 

landis  qu'on  lil  dans  Vega 

log86o8  =  5,9349022583. 

Vcrificalion  faile,  on  trouve 

Iog86o8  =  3, 93490225  83223î3956i56—. 

C'est  donc  M.  Sleinhauser  qui  se  trompe  dans  la  dixième  déci- 
male. 

Mais,  quoi  qu'il  en  soit  de  notre  hypothèse,  nous  conseillons  à 
l'auteur  un  collationnemenl  sur  le  Thésaurus,  Ce  qui  vaudrait 
encore  mieux,  ce  serait  un  collationnemenl  sur  des  Tables  ana- 
logues à  celles  de  M.  Sleinhauser,  et  il  semble  qu'il  en  existe  deux 
en  mahuscrii;  celle  du  Cadastre  (*•*)  et  celle  que  M.  Sang  (')  a 
construite  à  son  propre  usage.  Ces  deux  dernières  Tables  ont 
d'ailleurs  l'avanlagc  d'être  indépendanles,  tant  des  logarithmes  de 
Sharp  que  de  ceux  de  Wolfram. 

Mais,  en  dehors  d'un  collationnemenl,  il  existe  un  autre  moyen 
de  vérifier  au  moins  les  dix-neuf  premières  décimales  des  loga- 
rilhmes de  la  Table  A  de  M.  Sleinhauser. 

C'esl  de  sommer  les  logarilhmes  d'une  page,  par  exemple,  et  de 
calculer,  d'autre  pari,  celle  même  somme  par  les  mélhodes  connues. 
Kn  effcl,  si  la  page  qu'on  veut  examiner  contient  les  logarithmes 
de  lous  les  nombres  depuis  x  jusqu'à  y,  la  somme  des  logarithmes 
de  celle  page  sera  égale  à 

'^{?7'-  — 'og(^  — 0'- 


(')  Le  sifîric  —  veut  dire  que  le  vingt  et  uniciiie  chiiTre  a  été  forcé. 
(')  M.  Lefout,  Sur  les  grandes  Tables  du  Cadastre  {Annales  de  l'Observa- 
toire de  Paris,  l.  I\ ,  p.  10  du  tirage  à  part). 
(')  Table  of  logarit finis,  p.  vi.  London;  i883. 
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et  l'on  a,  avec  une  approximation  suffisante, 

lOgzl  =  (  ^-4-  -  )  logZ-{-  lOS^'ZTZ—  Mz-\ -; H , 

OÙ  M  est  le  module  des  logarithmes  vulgaires.  Nous  avons  ainsi 
examiné  la  page  64  qui  contient  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  depuis  7200  jusqu'à  7^99.  Le  calcul  a  donné 

1057299!  —  1057199!  =  386, o3o46ii33i68  4494  19098, 

tandis  que  la  somme  des  logarithmes  de  la  page  64  est  égale  à 

386,o3o46i53 31684494 190995. 

Voilà  donc  un  désaccord  dans  le  septième  chiffre.  Un  coUationne- 
ment  sur  les  premières  Tables  venues  à  7  décimales  a  montré 
que  le  septième  chiffre  de  log7249  doit  être  un  o  et  non  un  4^ 
comme  M.  Steinhauser  l'a  imprimé  à  tort.  Il  est  à  regretter  que 
fauteur  n'ait  pas  pris  des  précautions  pour  éviter  des  erreurs 
qu'un  simple  collationnement  sur  des  Tables  à  7  décimales  aurait 
fait  disparaître.  Voici  enfin  quelques  erreurs  que  nous  avons  ren- 
contrées dans  les  autres  Tables  du  Recueil  :  la  dix-septième  déci- 
male de  log  1000000000004291  doit  être  un  5  et  non  un  2;  dans 

le    log  1000000000008790,   le    groupe    817    doit    remplacer   le 

(3>     (H)   (7) 
groupe  178;  page  268, 1  en-tête  10,  10,  10  doit  être  remplacé  par 

(3)       (7)       (M) 

10,  10,  10;  l'en-tête  q  de  la  page  286  est  retourné.  Mais,  si  nous 
nous  sommes  appesanti  sur  les  erreurs  de  l'Ouvrage,  nous  n'avions 
aucunement  l'intention  d'en  atténuer  le  mérite.  Bien  au  contraire, 
nous  nous  plaisons  à  reconnaître  que  l'auteur  a  fait  une  œuvre 


(*)  Nous  aTons  tenu  compte  de  ce  fait  que  M.  Steinhauser  fait  suivre  ses  loga- 
rithmes du  signe  —  quand  la  vingt  et  unième  décimale  a  été  forcée.  Nous  avons 

donc  ajouté   autant   de  fois  ^ qu'il  y  a  de  logarithmes  qui  ne  sont  suivis 

d'aucun  signe  et  nous  avons  retranché  autant  de  fois  j -^  qu'il  y  a  de  loga- 
rithmes suivis  du  signe  — .  C'est  à  tort,  selon  nous,  que  M.  Steinhauser  fait  un 
autre  usage  de  son  signe  dans  un  exemple  à  la  page  viii. 
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très  utile  et  qu'il  a  rendu  possibles  les  calculs  suivis  à  20  déci- 
males. 

Mais,  tout  en  reconnaissant  Futilité  des  Tables  de  M.  Stein- 
hauser,  nous  dirons  franchement  qu'il  ne  nous  semble  nullement 
utile  d'aller  au  delà,  c'est-à-dire  de  construire  des  Tables  auxi- 
liaires analogues  pour  le  calcul  des  logarithmes  vulgaires  à  plus 
de  9Ai  décimales. 

La  question  change  tout  à  fait  de  face  quand  il  s'agit  des  loga- 
rithmes naturels.  Ici,  il  n'est  guère  possible  de  poser  une  limite. 
La  fonction  e^  et  son  inverse  jouent  un  rôle  capital  dans  la  théorie 
des  nombres,  et  il  est  à  désirer  qu'on  calcule  des  Tables  de  cette 
fonction  aussi  étendues  que  possible,  à  100  décimales  par  exemple. 
Ce  qu'il  faudrait  comme  Table  auxiliaire,  c'est  une  Table  des  loga- 
rithmes naturels  à  100  décimales  de  tous  les  nombres  premiers 
jusqu'à  une  certaine  limite  qu'on  choisirait  aussi  grande  que  pos- 
sible. Une  fois  qu'on  possède  une  telle  Table,  la  méthode  dont  on 
se  sert  pour  le  calcul  des  logarithmes  naturels  à  un  grand  nombre 
de  décimales  est  très  simple  en  théorie  et  même,  au  point  de  vue 
pratique,  elle  l'emporte  sur  toutes  les  autres  quand  le  nombre  des 
décimales  est  très  grand. 

Supposons  donc  qu'on  possède  une  Table  des  logarithmes  (*) 
de  tous  les  nombres  premiers  inférieurs  à  T  et  soit  A  le  nombre 
dont  on  veut  le  logarithme.  On  cherche  un  nombre  a  différant 
peu  de  A  et  décomposable  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  T. 
Le  logarithme  de  a  s'obtient  alors  par  une  simple  addition,  et 

log—  par  une  série  très  convergente.  Les  Tables  des  facteurs  que 

nous  possédons  aujourd'hui  vont  jusqu'à  neuf  millions;  on  peut 
donc  d'habitude  prendre  pour  a  le  nombre  formé  parles  sept  pre- 
miers chiffres  significatifs  de  A.  Si  le  nombre  a  ainsi  choisi  n'était 
pas  décomposable  en  facteurs  premiers  inférieurs  à  T,  il  faudrait 
le  modifier  de  manière  à  obtenir  un  nombre  qui  le  fût.  Après 
quelques  essais,  on  parvient  toujours  à  trouver  un  nombre  a  con- 


(')  La  Table  de  Wolfram  donne  les  logarilhmcs  naturels  à  4^  décimales  de 
tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  10009  inclusivement.  On  ne  possède  pas  de 
Table  donnant  les  logarithmes  naturels  à  un  plus  grand  nombre  de  décimales. 
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venable.  Les  méthodes  enseignées  dans  la  sixième  Seclion  des 
Disquisitiones  arithmeticœ  permettent  d'aller  beaucoup  plus 
loin  et  de  décomposer  les  dix  premiers  chiffres  significatifs  du 
nombre  A,  par  exemple.  Nous  reviendrons  un  jour  sur  ce  sujet.  Le 
lecteur  curieux  trouvera  des  exemples  de  calculs  de  ce  genre  aux 
pages  436-432  du  troisième  Volume  des  Œuvres  de  Gauss. 

Voici  comment  on  pourrait  s'y  prendre  afin  de  calculer  une 
Table  des  logarithmes  naturels  de  tous  les  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  100  (*  ). 

On  calculerait  d'abord  (^) 


a  =  lo 


739 
728' 


/       1      2401 
^'2400 


c  =  lo 


g^T 


1375 


4374' 

.      ,      6656 
^='^^6655' 

,      10648 
e  —  log  — T—  , 
°  10647 

/•_  I         I2320I 

•^  r232oo' 


et  Ton  en  tirerait 


log  2  =  2700-1-2246-+-  472c -h  4i4^-+-  585e -h  5i3/, 
log  3  =  428a -+-3556 -^  748c -f-  656rfH-  giye-h  8i3/, 
log  5  =  627a -f- 5206 -h  1096c -f-  961  rf -H  1 358  e -H  1 191/, 
log  7  =  758a  H- 6296  -f-  i325c  -f-  1162^-+-  1642e -f-  1440/, 
log  II  =  9340 -H  7756 -f-  i633c  -h  i432rf-h  2024e  -+-  1775/, 
logi3  =  999a -t-  8296 -f-  1747c -h  i532rf-f-  2i65e-f-  1899/. 


(*)  M.  Parkhurst  a  calculé  une  Table  des  logarithmes  vulgaires  à  100  déci- 
males de  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  109  {Astronomical  Tables.  New- 
York;  1881).  Nous  ignorons  l'usage  e^ec^i/ auquel  cette  Table  pourrait  servir. 

(*)  L'idée  de  transformations  de  ce  genre  appartient,  croyons-nous,  au  grand 
géomètre  néerlandais  qui  semble  avoir  laissé  l'empreinte  de  son  puissant  génie 
sur  toates  les  parties  des  Mathématiques  {Opéra  varia,  p.  457.  Lugd.  ;  1724). 
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Une  fois  en  possession  des  logarithmes  des  nombres  premiers 
2,  3,  5,  7,  II,  i3,  on  calculerait  les  logarithmes  des  nombres  pre- 
miers suivants  àl*aidedes  nombres  qui  se  trouvent  aux  pages  5o2 
et  5o3  du  deuxième  Volume  des  Œuvres  de  Gauss» 

Joseph  Perott. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  6i 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


ByrAEET).  —  06ii)ifl  ocHOBaHÎii  Hcqucacnia  E[«p(ar)]  cb  oAHUM-b 
HesaBHCHMbiM'b  ncpeMtHHbiM'b.  —  BouGAiEFF.  Principes  géné- 
raux du  calcul  E[o(j;)]  avec  une  seule  variable  indépen- 
dante; Moscou,  i885.  Gr.  in-8**,  258  p.  Dédié  à  la  mémoire 
de  Leibnitz.  Extrait  du  Maihématischesky  Sbornik,  t.  XII 
et  XIII. 

L'auteur  propose  de  donner  le  nom  du  calcul  E(cpj:)  à  l'expo- 
sition systématique  des  propriétés  et  des  applications  du  symbole 
E,  dans  le  cas  où  E(<pj?)  désigne  la  partie  entière  de  la  fonction 
o{x). 

Il  propose  aussi  de  donner  le  nom  du  calcul  ^{x)  à  l'exposition 
systématique  des  propriétés  et  des  applications  du  s}^mbole  E  dans 
le  cas  où  E(.r)  représente  le  plus  grand  nombre  entier  non  supé- 
rieur à  X. 

Autant  le  calcul  E(x)  est  nécessaire  pour  l'étude  des  propriétés 
des  fonctions  discontinues,  autant  le  calcul  E((pj;)  est  utile  pour 
Tétude  des  fonctions  analytiques. 

En  désignant  parO((pa:)  la  partie  fractionnaire  de  la  fonction 
^(x),  nous  avons 

(I)  o(ar)  =  E((pa:)-f-0[(p(ar)], 

ou  l'équation  symbolique 

i  =  E-f-0. 

Les  formules  des  deux  calculs  E(<pa:)  et  O(îpjc)  se  trouvent  dans 
une  complète  correspondance. 

L'Ouvrage  se  compose  de  quatre  Mémoires. 

Premier  Mémoire.  —   Théorèmes  fondamentaux  du  calcul 
E(<px),  66  p.  —  Les  propriétés  principales  du  calcul  E(^x)  sont 
Buli.  des  Sciences  mathém,,  2*  série,  t.  XI.  (Mars  1887.)  3 
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exprimées  par  les  égalités 

(3)  E(a^x)  =  aE{ox)j 

(4)  E(E«px)  =  E(^:r),     O(0(fx)=-.0{ox),     E(0oa7)=  o,     OCEsj-)  =  o, 

(5)  U[r^{x)^ix)\  =  E{'^E^)-r-E(^Eo)~^Ei<i^)E(^), 

(6)  E('f«)  — '*E(o«-»E©)-+-  ^i^^^^E(cp«-«E«o)— ...-4-(— i)«E«(o)  =  o, 

OÙ  E"(cp)  =  (Ecp)". 

L'auteur  détermine  aussi  les  expressions  E-|->  Ey/^p,  -j-Œ^x)  — 

L'auteur  déduit,    comme  une   conséquence  immédiate  de   ces 
théorèmes,  les  égalités  analogues  à 

(7)  En?)  =  3E(o«)-2E[^--l^'J. 

L'auteur  donne  le  moyen  de  calculer  les  expressions  E(c5x), 
E( j:  'f  j:),  . . . ,  E[j:'"  ?(^)]  en  connaissant  l'expression 

E[{ao-h-aiX  -h, .  .-H  a,iX")^x] 

et  traite  en  passant  la  question  de  la  transformation  des  variables 
dans  le  calcul  E(cpa:). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  o{x)  peut  être  exprimée  par  la  série 

o(x)  =  E(r:ix)-\ H -h. ..H h..., 

le  coefficient  a,i  peut  être  déterminé  par  les  égalités 

(8)  a„=  E(x''^)  —  xE{xn-io), 

I.v=z0 

(9)  «'«=/         E(^«ç), 


/.r=:0 
El 


où  / 


est  le  siffne  connu  de  la  substitution. 


Les   théorèmes  du  calcul  E(ox)  se  rapportent  aux  fonctions 
algébriques  ou  holomorphes. 
L'auteur  déduit  les  expressions 

OT                ^x                        çx  o.r 

E-^ '     E — ■ -,      E. ^- -y      E^ * .. 

./•  —  a          {X  —  a)\''           {x  —  a){x  —  u)  {x  —  cii){x  —  ai)...{x — an) 

E i ,     E/'        -y    E '- -,     E     '^    ^^ 


{x  —  a)'^{x—b)\>-         (x  —  a)         {x—a)(x—ù)  {x  —  a){x—ù) 


•    •  m   • 
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Voici  quelques-unes  de  ces  expressions  : 

ox  ox  ox 

E— : =E-Î—  -4-aE-^  -4-... 

X  —  a  X  x^ 

(lO) 

J  oa  oa  oa 

I  =E-i ha?El--+-:r«E-^--i-..., 

■  a  a^  a^ 

ox  ox  ox  ox 

où  a„  =  |x(f^-»)--.(K ->»  +  ■) , 

^  I  .2.  .  ./l 


(12) 


o(4r)  J/(ar)y  (a?)  y(x) 

E  '^  y^   ^^V       =  o(a)<Ka)E-^^^i^- 

(37  — a)  '^    '^^    ^     x  —  a 


?(«)X(^)E^  -i-'K^)X(^)E|^> 


(i3) 


(x-a)(x—b)~'      ^^^     (x-a)(x-b) 

^  (x  —  a){x  —  o)  X  —  a       x—b 

^      o(b)E, '<'if>      ^ 

•  ^   '     (j:  — a)(ar—  b) 

^^         {x  —  a){x—b)  x  —  b       x  —  a 

Les  formules   les   plus   importantes  qui  représentent  les  pro- 
priétés de  la  fonction  0{'>fx)  sont  les  suivantes  : 

{x  —  a)}?-  n((x  — I)  daV--^  {x  —  a/* 


Oox  _  I  dV--^    Pi  ?^    "1 

(;r  — a)>{x  — 6)1*  ""       ll(Ft  — I)  ^ôii^  [(6  — a)>^  ^  — ^J 

-*  r  ?^       t     1 


I  n(X  — I)  da>< 

i  n— ?^—  -       '      ^^-'  E    ?^ 

l  U{jr  — a)>(a:— 6)|i  n((x  —  i)  Soi*-»    "(6  — a)^ 

(i6)     J  '' 

1  ^ i_ _  d>^-i  r ?(6)         -| 

f  "^  n(X  — i)  rfa>'    »  [(a;— a)(.r  — 6)l*J 


k. 


Toutes  ces  formules  peuvent  être   déduites   de  deux   égalités 
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générales, 

(I)  E[F(q,-E9„o,-Eq,....,o^-Eo^)]  =  E[F(0ç„0?,,...,0q^)]^ 

(II)  0[F(oi-0o„o,-0o„...,o^-0o^)]  =  0[F(Eq„  Eç,,.  ..,  E^j,)]. 

L'auteur  déduit  seulement  les  conséquences  des  formules  (I)  et 
(II).  Il  a  laissé  encore  sans  investigation  quatre  formules  géné- 
rales, analogues  à  la  formule  (I)  et  à  la  (II). 

Deuxième  Mémoire.  —  Les  plus  simples  applications  du 
calcul  E(çx),  (67-98  p.).  —  L'auteur  déduit  deux  expressions 

de  la  formule  E— ^ — '■ 7  et  fait  une  application  de  ces  exprès- 

sions  a  la  déduction  des  formules  connues  de et  — : — -  sui- 

cosç  smo 

vaut  les  puissances  de  cosç. 

En  passant  il  reçoit  une  égalité  assez  générale  : 

sin/to        cos/iQ        ros(n  — 1)0        cos(/i — 2)0  coso 

sino  coscp  cos*o  cos'o  cos^o 

En  appliquant  le  calcul  E(çj:)  au  développement  de  la  fraction 

il  rcroil  la  relation  générale 

_     I 


-r"'-[7-^(-T)]-   • 

L'auteur  fait  application  de  la  formule  (18)  aux  fractions 


qui  se  rencontrent  dans  TOuMage  de  Hermile. 
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Le  résidu  de  la  fraclion  (i8)  s'exprime  par  la  formule 

En  désignant  par  V  la  série 
on  a 

/  0  4^(^1  +  Xi-f-...-hX/)ll(X|-f-Xa-f- ...  H-  X,)       . 

f       =  IS if(Xoii(X,)...ii(X,) /(0>'./(2)^...(/0>'. 

De  même,  en  désignant  par  Ki(/x)  le  coefficient  de  j:'  dans  le 
développement  de  la  fonction /"(^r)  suivant  les  puissances  de  ûOy 
pour  la  série 

on  a  la  formule 


(•il) 


|^|.M")wJ 


'         O  iitXoii(X,)...n(X/)  J^^)^JW^'"Un 

Dans  les  formules  (20)  et  (ai) 

X|  -f-  9.  X2  H-  . . .  -h  t  X/  =  «, 

n(n)  —  1 .2. .  ./t,       ri(o)  =  i,      n(i)  =  i. 

L'auteur  fait  application  des  formules  (20)  et  (21)  à  l'expression 
de  la  somme  6,/  des  puissances  de  degré  de  toutes  les  racines  de 
Téquation 

(a)  J7« 4- /)iJ7«-» -h.  ..-+-/?«  =  o, 

à  l'expression  de  pn  suivant  5,,,  à  la  détermination  de  Sji,  somme 
de  toutes  les  fondions  symétriques  de  Tordre  [jl  de  toutes  les 
racines  de  l'équation  (a),  à  l'expression  de  la  dérivée  de  l'ordre  [jl 
de  la  fonction  composée,  etc. 

Troisième  Mémoire.  —  Rapport  entre  le  calcul  l\{:fx)  et  le 


*  î  \    i\  i    *  r  IT.î. 


'       :^^i,fy   p.  ■.  — 
-  - — '.11..-:  -.ir  i'cqud- 


i.JL\^ 


JLj..X".-    kIZ,    i.-I?    ii^«r- 


:«f^i-î=:  tire 


el 
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Ao=  Jao  =  'f  (J^). 
A,=  Ja,  =c?'(j'), 


(32)  <      ^^2=   J«2  = 


Aji,  =  J  aji.  = 


1 .2. 
> 


I  .2.  .  .[JL 

on  peut  représenter  le  théorème  de  Taylor  par  les  formules 

I^(jr)  —  ao-î-  ai(j7  —  aj)-4-  a^^jr  —  co)'-h. .  .-H  a^{x  —  w ){'•-+-. . . 
=  «0  -^  «1  0  -i-  «2  52  -h  .  .  . , 
<{>( ^ )  =r  6y -+-  6,  ( .r  —  co  )  •-+- .  . .  =  60 -i-  61  8  -h  Ôj 0* -f- . . . , 

cl  les  relations  entre  les  quantités  Ao,  A|,  .  . . ,  \^  par  les  égalités 

-  Al, 


=  ^Aj, 


dx 
d\x 

ru)  \  -dû 

dk^ 

-J^  =((1   4-l)Aji-^i. 

Les  propriétés  du  symbole  J  représentées  par  les  équations 
(23,24,  ...,  34  )  avec  les  formules  (20)  et  (21)  peuvent  résoudre 
beaucoup  de  questions  du  Calcul  différentiel. 

Comme  exemple  de  cette  application,  Tauteur  déduit  la  formule 
(le  Leibnitz. 

On  trouve  immédiatement 


Jox 
"ai 


dx\^  ^^' Ô      ôl^ 


_     Nr?(5)  ([^^^        I      <^  d\^-^^x      1 

~^^^['U(iL)~dr\^    "^ndx-oS^'     dxV-      -*-•••]• 

L'auteur  déduit  immédiatement  les  formules  qui  représentent 

d''{o\^) 


dx'' 


dV-    /?\        dv- 

—, —  (  T  l>      -, —  (rox),      .... 
dx\^  \6j       dxV-^     '     ^' 
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Il  (Jrduit  aussi  l'expression  de  la  fonction  sphérique 


<''^  '^^=    s  ^«Mn(«)]Mir,!-.ir)("'-')""'^ 


l-tu 

2«"  [M(w)]MT([jL  — aw)^'*'        ''   *~' 


Pour  montrer  l'application  du  symbole  J  au  développement  des 
fonctions  en   séries,  il  trouve   le  développement    de  la  fonction 


E 


En  effet, 


Ci)*OX 


(36)     E-^=JÏ-=  1-^-^=1 -V-J^r  -^-J -^^i •••- 

X       fix        «co  +  o       flo         flô*         flo' 
Suivant  la  formule  (tip)  on  a 

^   '^  X   ~  air        i.a  €ir«  "^  i.a.3  ai^         •*' 

d\>ù  Ton  trouve  la  formule  de  Bernoolli. 

Uauteur  donne  le  développemenl  des  fondions 

ex  SX  SX  9X 

t,  ■^-—    %  Il  -^^ ••  t   — y  t  ■- •  •   -    •  • 

X*  X*  X*— «X — 6  ^x 

Lo  développement  de  U  fonction  spbérique  par  les  méthodes 

du  C4klcul  Esx  donne 

« 

'  -^    a— iftX»E  — (x~~  l    —...: 
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La  fonction  sphérique  satisfait  aussi  à  Téquation 

— -^X,e  =XE—^  -h(2X^—l)E—i  -4-... 

À  X  x^ 

(40)  < 

Pour  toutes  les  fonctions  holomorphes  la  formule  (27)  donne 
aussi  les  relations 

d  l  d         \  ^x  ^x  ox 

d^  /  d^         \  9^  9^ 

(4.)         3j.,Eox=e(^^ox)=e|5.  +  .xe2:,+.... 


X^ 


(43) 


djêv- 


''^?^  =  ^(^^?^) 


907  9  9 

xV-        ^        xV-^i       ^^        ^'  xV--^^ 


•   •   •  • 


L'auteur  indique  aussi  le  rapport  entre  le  calcul  E{^x)  et  le 
calcul  des  dérivations  d'x\rbogast. 
Ajant  donné  les  séries 

i}^^(^x)  =  ao-r-  UiX  -\-  a^x^-^. .  .-h  a^xV-  -h. . ., 
<^j(a:)  =  bo  ->r  bix  -\-  b^x^ -\- . .  .-^  b^xV-  -\-. . ., 


et  en  désignant  par  4  l'opération  de  la  dérivation  qui  satisfait  aux 
relations 

4^0  =  ai,  4^0  =  ^1, 

4a,  =  2^2,  4^>,  =2^>8, 


(44) 


/    4«|X  =  (îA-+-l)«pL-hl,               4^|X=([A-Hl)6ji+,, 
^     J  » 


Fauteur  donne  la  formule  générale  suivante  du  développement  des 
fonctions  composées  en  séries 

(^[•{'iC^)»  4'î(^),  ^z{^)\  =  F(«o,  ^0,  Co)  -^-  a:4  F(«o,  ^0,  Cq)  -h.  . . 
H 4tAF(ao,  ^>o,  Co)-V-..., 
^                                                                                                                             I    •  ^  •   •    •  M» 

OÙ,  en  faisant  l'opération  4?  il  fai^^  suivre  les  règles  de  la  différen- 
tiatîon  et  prendre  en  même  temps  en  considération  les  équations 


.  1 1  A  ;  ;  !   1  \iri 

,         \ii  n.    ■  M.     V:     '  - 
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Quatrième  Mémoire.  —  Rapport  du  calcul  E(çx)  au  calcul 
des  différences  finies  et  à  la  théorie  des  résidus  (197-258  p.). 
—  L'auteur  déduit  les  relations  suivantes  : 

J—  =    I  ■ ^ 

ô  —  I        tf  j:  —  to  —  I 

^  ^  T  ?  ^  T ? ^ 

1.2        J(o  — i)(o  — 2)       J  [j7  — (to-hi)][a:  — (w-i-a))' 

(52)    {      

n(/i)  ^  J  (ô  — i)(o  — 2)(ô  — 3)...(o  — n) 


E 


E 


j 


[07  — (to  -hi)J...[a:— (to-h  n)] 


On  peut  pour  les  fonctions  holomorphes  remplacer  l'expression 
EAl^cp  par  l'expression  A^'cp. 
Les  expressions  (02)  donnent  les  relations 

(53)  Ao=.E^    _^(a.-4_,)E  4.  -^(^-Hi)*E^^  -H..., 

'  '  X  ^       X*         ^  ^         x^ 

A'c5  O  O  9 

— '-  =E-^ -f-(2ar-+-3)E-^ -+-(3a:2-4-9Jr-f-7)E-^ -f-... 
,-,..1.2  X*  ^     x^  ^         '  '     x^ 

(54)  { 

-t- [(:r -f- 2)(A-»  —  (x-M){^-nE  4:  • 

L'auteur  donne  l'expression  ^  sous  la  forme 

^  1 . 2 . . .  /i 


A'*©  00  C3 

I  .  2 .  .  .  /l 


(55)  '—  =  E—  ^  V  E— 1-;  -h...-+-2ME  — ^.  -h..., 

-^  07"  07«-^-l  «*       07'*-»-l* 


OÙ  S„  peut  être  déterminée  par  l'équation 

(56)  JX2|A  =  *1-?JX.-1   -H  ^îSjjL-j  -+-.  .  .-h  ([X  —  1)2,  -h  5p, 

et  où 

u  —  n  H  =.n  u  —  n 

M^l  M=l  M=l 

Une  autre  forme  de  l'expression  A"©  dépend  des  nombres  de 
Morgan  et  a  la  forme 

A«ç5  =  A'ïo"  E-i-   -h  A«ro(o-|-07)«1E— i— - 
(58)    •        * 

A''[o(o-T-o:)«-»-ME— ^  -h  A«ro(o-4-07)«+«lE  — ^-h.... 
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Les  coefficients  de  telle  formule  sont  les  expressions  symbo- 
liques qu'on  peut  trouver  par  la  formule 

i  A'»[o(o-f-57)'»+«]  =  A«o«-^-3-+-(/i-f-  2)A«o«-»-»a- 
{59)     ' 

et  où  A^o*"  est  le  nombre  connu  de  Morgan. 

L'auteur  déduit  les  développements  des  fonctions  ->  —  >  •••>  — -- 

*  «^  XX*  xV- 

suivant  les  fonctions  faclorielles  de  degré  négatif  et  résout  le 
problème  général  du  développement  de  la  fonction  0{^x)  suivant 
ces  fonctions. 

Comme    résultats    les    plus    simples    de    ces   développements 
peuvent  être  données  les  formules 

(60)     E-j?  =  E? -f-a:E-— ? —  ^x{x-h\)E 


(61) 


dx          X             x{x-^i)  x{x-^  i){x  -^  '1) 

E-  =  A?p A«tp 

X  jl, 

(3r-M)(ar-4-2)^,^         (x-+-l)(x-^l)(x-h  3)^^^ 

1.2.3  '  1.2.3.4 


(6.)     E-î-=-i-AiXcp^    f;(^-'>   ^tx.iy^^([^^'-^)Ati^^^o-..., 

où  C([x,  A)  désigne  la  somme  des  produits  de  toutes  les  combi- 
naisons de  [X  nombres  naturels,  où  chaque  produit  est  composé  de 
A"  nombres.  L'auteur  applique  aussi  la  méthode  des  fonctions  indé- 
terminées au  calcul  K(ox). 

Comme  résultat  de  celte  méthode  peut  être  donnée  la  formule 

Ao=E-  -h(x-hi)E 


X  x(x  -+-  I  ) 

(63)  ;  ^  ^ 

{x-h  i)(:r-i-2)E 


X{X  -r  1){JP  -r-  -2) 

L'auteur  finit  son  Ouvrage  en  indiquant  le  rapport  du  calcul 
E{(fx)  avec  la  théorie  des  résidus  de  Cauchj. 

Comme  exemple  d'une  des  formules  de  ce  genre  peut  être 
donnée  la  formule 

(64)  E[^zEioz)]:r.f  -AiL/-     r   -iA^l 

^      ^  •■  ^       ^  '     ^^       C^  i  —  zu  \  i^  u(u  —  u)) 

II'  -0  II  =0 


JH 
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L'auteur  laisse  de  côté  Tapplication  du  calcul  E((fx)  à  la  théorie 
des  fonctions  algébriques,  des  fractions  continues,  le  rapport  du 
calcul  E(cp j;)  avec  le  calcul  E(j;)  et  le  Calcul  intégral.  Il  n'a  pas 
aussi  étudié  l'application  du  calcul  E(cpj:)  aux  fonctions  avec  deux 
variables  indépendantes. 

L'auteur  consacre  son  Ouvrage  à  la  mémoire  de  Leibnitz  en 
commémoration  de  l'anniversaire  des  deux  cents  ans  écoulés 
depuis  l'invention  du  Calcul  infinitésimal  par  Leibnitz. 


REINHOLD  VON  LILIENTliAL.  —  Untersuchungen  zur  allgeheinen  Théorie 

DER    KRUMMEN    ObERFLXcUEN   UNO    GERADLIMGEN  StRAHLENSTSTEME.    Bontl, 
1886. 

La  courbure  d'un  élément  régulier  d'une  surface  est  déterminée 
quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure  principaux,  ainsi  que 
la  situation  des  lignes  de  courbure,  laquelle  peut  être  fixée  par  un 
angle  convenablement  choisi.  On  peut  se  demander  s'il  existe  une 
surface  telle  que  ces  deux  rayons  et  cet  angle  aient  des  valeurs  ar- 
bitrairement données. 

M.  Lipschitz  (*)  a  résolu  cette  question;  M.  Reinhold  von  Li- 
lienthal  la  reprend  en  donnant  à  la  solution  une  forme  plus  géné- 
rale: c'est  l'objet  de  la  première  Partie  de  son  travail.  Dans  la  se- 
conde Partie,  il  traitera  la  question  analogue  pour  les  systèmes  de 
droites. 

Considérons  une  surface  non  développable.  Soient  X,  Y,  Z  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  au  point  (x,  r,  z)]  pi ,  p2  les  rayons 
de  courbure  principaux;  A|,  B,,  C|  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  à  la  ligne  de  courbure  à  laquelle  correspond  pi;  A2,  B2, 
Ca  les  quantités  analogues  pour  la  seconde  ligne  de  courbure  ;  re- 
gardons toutes  ces  quantités  comme  des  fonctions  de  deux  para- 
mètres /?,  q  et  introduisons  les  angles  t,  cp  définis  par  les  formules 


(»)  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin,   i^  décembre  1882,   8  février 
i883. 
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calcul  différentiel  et  le  calcul  de  dérivation.  (98-196  p.).  — 
L'auteur  montre  que  le  théorème  de  Taylor  est  une  simple  con- 
séquence de  la  formule  (i4)' 

L'introduction  d'un  symbole  particulier  J  a  une  grande  signi- 
fication pour  l'exposition  ultérieure. 

Le  rapport  des  symboles  J  et  E  peut  être  représenté  par  l'équa- 
tion symbolique 

l(i)=X  10  =  0 

(2SI)  J  =  /  E  =  /        E, 

où  les  grandeurs  co  et  ô  sont  liées  par  l'équation 

Les  grandeurs  co  et  8  jouent  un  rôle  analogue  aux  clefs  algé- 
briques de  Cauchy. 

L'équation  (aa')  montre  que,  pour  w  =  jc,  on  a 


•s 

0  =  0. 


L'auteur  montre  que  les  propriétés  du  symbole  J  peuvent  être 
exprimées  par  les  égalités 

(23)  n^{^)\  =  ^{^\ 

(24)  J[?(w)i^ar]  =  cp(a7)4^(a:), 

^^^'  J  (>^ri37  =  J -gT  =  i  ?  (^)  =  i  ^^  ' 

1 

Jcp(j')  '\^'^  ï  ï        d^ox 

^x  —  iù)^  ""  J  "87  ""  iTôT)  ^^^^(-^^  =  iTÔT)  ~d^ ' 

(28)        J[cpx(a:  — tu)l*J  =  J[^J70liJ  =  o, 

<'^9)     J?(")(i:3i;r)iI=J?(")-o>^        ll(tx)       ' 


=  o. 


(J7  —  ai)t^ 

Eu  introduisant  les  quantités 

«O=rcp(t0}, 
«1    — -)'(tU), 


Cil)  y  ^2  = 


1 .2 


Ci*|J-'((0  ) 


1         ^  I  .  2  .  .  .  'X 


el 
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Ao=  Jao  =  ÇC-^). 
A,=  Ja,  =^'{^)y 


(32)  /    Ai=  Ja,  = 


I  .'2 


Au.  =  J  au.  =  > 


1.2.  .  .(JL 

on  peut  représenter  le  théorème  de  Taylor  par  les  formules 

|«p(x)  =  aQ-\-  ai{x  —  (xi)-\-  Uiix  — 10 )*-!-...-{-  a^{x  —  (jd)(a-+-.  . . 
=  «0  -^  «1 0  -h  «1  0^  -h  .  .  . , 
ij;(x)=  bo-h  bi{x  —  bi)  ■{-. .  .=  bo-T-  biù  -h  biO^-h. .  .y 

el  les  relations  entre  les  quantités  Ao,  A, ,  .  . . ,  A^,  par  les  égalités 

=-.  Al, 


=  2Ai, 


dx 
d\i 

d\n 

-^  =([H-i)Ajx-M. 

Les  propriétés  du  symbole  J  représentées  par  les  équations 
(23,24,  ...,  34)  avec  les  formules  (20)  et  (21)  peuvent  résoudre 
beaucoup  de  questions  du  Calcul  différentiel. 

Comme  exemple  de  cette  application,  l'auteur  déduit  la  formule 
de  Leibnitz. 

On  trouve  immédiatement 


=  U(l^)J 


dxV-  ^"^'«f      31^ 


~^^^[n({x)  dxv-  '^  u{\L-i)dx'    dxv-    ■^•••J* 

L'auteur  déduit  immédiatement  les  formules  qui  représentent 


dx»^ 


d^    /?\        d^    .^       , 
dx^  \^]       dxV-^     '     ^' 
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Chaque  rayon  d'un  système  est  défini  par  un  de  ces  points  x, 
y^  z  que  l'on  peut  supposer  décrire  une  surface,  et  par  les  cosi- 
nus Ç,  T|,  Ç-,  en  supposant  que  toutes  ces  quantités  dépendent  des 
deux  paramètres  p^  q  et  en  faisant 

"=(i)'-(0)'-(i)'. 

dp  dq        dp  àq        dp  ôq 

on  étudie  le  cas  où  la  quantité  IW^  —  4»^  n'est  pas  nulle. 

Chaque  point  d'un  rayon  est  défini  par  sa  distance  (affectée 
d'un  signe)  au  point  {x,,y^  z).  Si  l'on  désigne  par  r  cette  distance 
pour  le  point  où  le  rayon  {x^y^  z\  $,  ri,  !J)  défini  par  les  deux 
paramètres  p^  q  est  rencontré  par  la  perpendiculaire  commune  à 
ce  rayon  et  au  rayon  infiniment  voisin  défini  par  les  deux  para- 
mètres />  +  rfp,  q-\'dq^  on  aura,  en  employant  les  notations 
de  M.  Kummer  (*), 

^__  edp^-\-{f'\-f)dp  dq^  g  dq^ 

H  dp^ -^i^dp  dq  -^W^  dq^ 

où 

âx  â^         âv  ài]        âz    àZ 

e   =  —  — ^   -: — —  — -  -\ — ■« 

dp  dp         dp  dp        dp  dp 

_  dx  d\         dy  (hj         dz   d^ 
dq  dp        dq  dp        dq  dp 

^        dx  d\         dv  dr,        dz    dZ 

r  T=  —  -^  -\ — =—  — -  -^  —  --^-. 

dp  dq        dp  dq        dp  dq 

or-  ^  ^         ^  t^         dsc); 
^        dq  dq        dq  dq        dq  dq  ' 

en  désignant  par  r,,  r*  le  maximum  et  le  minimum  de  r  el  en 
faisant  la  substitution  qui  transforme  les  deux  formes  binaires  en 
une  somme  de  deux  carrés,  on  a 

•^i  -^  -^2 


(*)  Journal  de  C relie,  t.  57.  p.  iSm- 
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si  Ton  introduil  ensuite  les  angles  t,  A  définis  d*une  part  par  les 
formules 

COST  = —3 ~  , 

v/H 

/  I  ^^7  ^7  <^7 

COS(t  —  rL)  =   i- — é —y 

011  Xj,  X2,  [JL.2  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  perpendiculaire 
commune  qui  répond  à  Tj,  de  Fautre  par  les  formules  analogues 
où  dans  les  seconds  membres  x^,  )v2,  [i.2  sont  changés  en  x,,  A|,  [x,, 
et  dans  les  premiers  les  cosinus  en  sinus,  on  trouve 

^1=  [/ïî  cosT  dp  -h  v/*'cos(t  —  4')<^7]', 
3i=  [v/ÏÏ  sinTdT/?  -h  v^sin(T  —  4/)<f^]«; 

ces  formules  permettent  d'obtenir  les  expressions  de  e,  /-h/'.  ,^ 
au  moyen  de  H,  W,  t,  <j^,  Ti,  /".j.  On  en  déduit,  pourvu  toutefois 
que  la  surface  (^,  JS  z)  ne  soit  pas  une  surface  caustique  du  sys- 
tème de  rayons  considéré,  un  système  de  formules  telles  que 

(/t  =  ^-ieii  dp  -+-  -iij  dq, 
dy  =  ïll>i  dp  4-  \)bj  €/^, 
^/5  =  Gj  €//>  -+-  Cj  ^^, 

où  les  expressions  de  ei.|,  ^1.3,  ilbi,  \»î)2,  C|,  C2  au  moyen  de />,  ^ 
pourront,  quand  les  deux  quantités  \V¥  —  4>^,  eg  — ff  sont  diffé- 
rentes de  zéro,  être  obtenues  explicitement  si  l'on  connaît,  en  fonc- 
tion de /?,  ^,  les  quantités  X,  Y,  Z;  Ç,  r,,  Ç^ /'i,  r2,  t,  et  en  outre 
l'expression  au  moyen  de  ces  dernières  quantités  de  Tune  des  quan- 
tités f^  f\  cette  dernière  expression  se  déduit  en  général  d'une 
relation  qui  existe  entre  e^f^f\  g  et  dont  les  coefficients  ne  dé- 
pendent que  de  X,  Y,  Z;  Ç,  tj,  Ç. 

Si  donc  on  se  donne  arbitrairement  X,  Y,  Z^  Ç,  r,,  J^;  r^t  r^^  t 
en/?,  q^  pourvu  toutefois  que  les  conditions  précédemment  im- 
posées soient  vérifiées  et  qu'il  en  soit  de  même  des  conditions 
d'intégrabilité  pour  les  seconds  membres  des  formules  qui  don- 
nent £fx,  rf^,  dz^  on  obtiendra,  par  simple  intégration,  en  fonction 
Buil.  des  Sciences  mat  hé  m.,  a*  série,  t.  XI.  (Mars  18S7.)  fi 
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de/?,  y,  les  coordonnées  a:,  v,  z  des  points  d'une  surface  qui,  avec 
les  quantités  Ç,  r,,  t^,  détermineront  un  système  de  rayons;  ce  sys- 
tème se  réduit  aux  systèmes  de  normales  à  une  surface  (j^,  J>',  z) 
déterminée  comme  il  a  été  expliqué  dans  la  première  Partie  quand 
on  suppose  X  =  Ç,  ¥  =  •/;,  Z=t^;  ri=pi,  r2=p2,  t=(t;  la 
condition  eg — //'<^  signifie  alors  que  la  surface  n'est  pas  déve- 
loppable;  on  voit  ainsi  bien  nettement  que  le  problême  traité 
dans  la  seconde  Partie  est  la  généralisation  directe  de  celui  qui 
avait  été  résolu  dans  la  première.  L'étude  des  conditions  d'inté- 
grabilité  donne  lieu  à  un  examen  approfondi.  Enfin  l'auteur  ter- 
mine son  travail  en  indiquant  diverses  applications. 


^11 — iift-ji 


LAMPE  (E.)-  —  Gkomëtrisciie  lno  mechaniscue  Aufgabrn  zur  numeri- 
SCI1BN  AuFLOESUNG  VON  Glbichungen  hoeiierer  Gradb.  Wissensctiaftlichc 
Beilage  zum  Programm  dor  Luiscnstacdtischen  Obcrreaischulo  zu  Berlin. 
Berlin,  i885;  'j>4  p.  ill-4^ 

Le  titre  ne  correspond  pas  exactement  au  contenu.  Quoique 
l'auteur  ait  eu  l'inlenlion  de  publier,  après  les  problèmes  de  Géo- 
métrie, une  seconde  Section  comprenanl  des  problèmes  de  Méca- 
nique, il  fut  forcé  de  renoncer  a  ce  projet,  |)arcc  que  la  première 
Partie  avait  déjà  épuisé  l'espace  disponible  de  trois  feuilles. 

En  18^^,  le  même  auteur  a  publié  un  petit  Livre  portant  le 
titre  :  Geometrische  Anfgaben  zu  den  kuhischen  Gleichungen; 
alors  il  avait  en  vue  de  donner  une  suile  de  problèmes  propres  à 
être  discutés  par  les  élèves,  eu  égard  aux  propriétés  générales  de 
la  question;  il  les  puisait  de  préférence  dans  le  champ  restreint 
de  planimétrie  ou  de  stéréométrie.  Ayant  observé  que  la  plupart 
des  Recueils  d'équations  algébriques  n'exigent  que  le  calcul  nu- 
mérique des  racines  d'équations  cubiques,  il  insista,  avant  tout, 
sur  la  discussion  générale  des  é(|uations  cubi([ues  auxquelles  con- 
duisent les  problèmes  de  Géométrie.  Après  avoir  trouvé  l'équation, 
on  est  toujours  tenu  d'examiner  sépar<''ment  les  racines  et  de  dé- 
cider si  elles  représentent cfTectivement  les  solutions  du  problème 
l)roposé.   Cette  reclierclie  détaillée  pont  servir  de  pré[)aration  à 
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l'étude  des  fonctions  et  fait  ressortir,  avec  une  facilité  remar- 
quable, le  maximum  ou  minimum  des  quantités  qui  forment  les 
coefficients  des  équations  à  résoudre.  Ainsi,  les  équations  cubiques 
entrent  dans  le  cadre  des  objets  qui  servent  à  élargir  et  aiguiser 
Pintelligence  des  étudiants.  Enfin  Fauteur  n'a  pas  omis  d'ajouter 
à  chaque  problème  plusieurs  exemples  numériques  destinés  à  il- 
lustrer la  discussion.  Le  Recueil  comprend  64  numéros  de  pro- 
blèmes sur  les  équations  cubiques  et  1 1  sur  les  équations  biqua- 
dratiques;  un  supplément  développe  la  rectification  et  la  quadra- 
ture élémentaires  des  épicycloïdes  et  des  hypocycloïdes. 

Tandis  que,  dans  cette  première  collection,  on  demande  surtout 
de  trouver  les  résultats  généraux  qui  découlent  des  équations  de 
degré  supérieur,  le  nouveau  Recueil  donné  par  l'auteur  comme 
suite  de  la  publication  antérieure,  se  contente,  en  général,  de  cal- 
culer le  résultat  numérique  qui  se  tire  des  équations  du  problème, 
soit  algébriques,  soit  transcendantes.  L'arrangement  des  pro- 
blèmes ne  se  règle  plus  sur  le  degré  des  équations  qui  conduisent 
aux  solutions  :  c'est  la  nature  même  des  questions  qui  a  décidé  sur 
la  formation  des  groupes  placés  ensemble.  Les  premiers  douze 
numéros  se  rapportent  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  un 
cercle  :  «  Étant  donnés  les  côtés,  trouver  le  rayon  du  cercle  ».  Les 
polygones  circonscrits  dépendent  d^équations  faciles  à  former,  d'où 
l'on  déduit  quelques  propositions  générales.  Les  équations  pour 
les  polygones  inscrits,  étudiées  par  Mobius  {Journal  de  C relie, 
t.  3),  montent  à  des  degrés  très  élevés  et  n'ont  été  formées  jus- 
qu'à ce  jour  que  pour  les  cas  élémentaires  des  triangles  et  qua- 
drilatères. Cependant,  sans  même  développer  ces  équations,  on 
parvient  rapidement  à  calculer  les  valeurs  numériques  et  à  décider 
sur  le  nombre  des  solutions.  Des  questions  de  goniométrie  (i3-i5) 
viennent  s'ajouter  à  ces  problèmes  circulaires.  Les  numéros  16- 
23  demandent  de  partager  certaines  surfaces  ou  volumes  suivant 
une  loi  donnée  et  mènent  à  des  équations  tantôt  algébriques, 
tantôt  transcendantes.  Enfin,  les  n°*  34-39  sont  empruntés  à  la 
Géométrie  analytique  et  à  la  Trigonométrie. 

Comme  méthode  élémentaire  et  générale  de  solution  des  équa- 
tions, l'auteur  propose  d'employer  la  refoula  fa  ht  énoncée  comme 
suit  :  «  La  variation   l/{.r)  d'une  fonction  /(x)  de  x  est  propor- 
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lionnellc  à  la  variation  Ar  de  la  variable  indépendante,  si  cette 
variation  est  assez  petite  ».  Cette  forme  accoutume  Télèvc  à  em- 
ployer les  notions  de  l'analyse  d*où  elle  dérive  et  fait  voir  que 
cette  règle  de  fausse  position  n'est  pas  essentiellement  différente 
de  la  règle  de  Newton. 
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MOEBIUS.  —  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben  auf  Veranlassung  der 
KôMGLicH  Sachsischen  Gesellschakt  der  Wissenschaften.  ZweiterBand. 
herausgegeben  von  F.  Klein  ;  708  p.  in-S".  Dritlcr  Band,  herausgegeben  von 
F.  Klein;  58o  p.  in-8^  Leipzig;  Ilirzci,  1886. 

La  publication  des  Œuvres  complètes  de  Môbius  se  poursuit 
rapidement;  le  deuxième  et  le  troisième  Volume,  que  nous  annon- 
çons, ont  reçu  les  soins  de  M.  Klein. 

Le  deuxième  Volume  contient  les  Mémoires  de  Géométrie  qui 
ne  se  rapportent  pas  au  calcul  barycentrique  ;  ces  Mémoires  concer- 
nent en  particulier  la  Trigonométrie  et  la  Géométrie  sphériques, 
l'étude  des  formes  des  cubiques,  l'étude,  présentée  d'ailleurs  d*une 
façon  toute  géométrique,  de  la  transformation  dans  un  plan  qui 

résulte  de  la  relation 

az'-^b 

a  s:  -\-  b 


où  ^et>s'sont  les  ailfixes  de  deux  points  correspondants^  la  théorie 
de  la  symétrie  avec  des  applications  aux  systèmes  de  cristaux^  etc. 
11  convient  de  signaler  en  outre,  et  d'une  façon  particulière,  le 
Mémoire  intitulé  :  Théorie  der  Elementar-Verwandschaft;  Mô- 
bius désignait  sous  ce  nom  tout  mode  de  transformation  qui  fait 
correspondre  un  point  à  un  point  et  tel  que^  si  deux  points  de  la 
première  figure  sont  infiniment  voisins,  il  en   soit  toujours  de 
même  des  deux  points  correspondants  de  la  seconde  figure.  Ce 
Mémoire  et  le  suivant  (Ueber  die  Bestimmung  des  Inhalls  eines 
Polyeders)  contiennent  les  résultats  les  plus  essentiels  d'un  tra» 
vail  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  en  1861,  pour 
■  le  Grand  prix  de  Mathématiques.  Diverses  parties  de  ce  travail, 
demeuré  inédit,  sont  d'ailleurs  publiées  à  la  fin  du  Volume,  ainsi 
que  quelques  recherches,  inédites  aussi,  sur  la  symétrie. 

Quant  au  troisième  Volume,  il  contient  la  Statique  et  quelques 
Mémoires  se  rapportant  au  même  sujet.  Le  Lehrbiich  der  Slatik 
^ttMorera  assurément  un  des  principaux  titres  de  gloire  de  Mo- 

assez  Finfluence  qu'a  eue  la  publication  sur  l'ensei* 

wmikém»,  a*  série,  t.  M.  (Avril  1887.)  G 
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^ntfiiicfil  ci  l#;  rJ«^%elop[f^meDt  de  la  Mécanique,  el  il  est  sans  doute 
in  utile  df;  parler  d*un  Livre  qui  restera  classiques  J.  T. 


MANNHEIII  f  A.;.  —  Cours  de  Géométkie  DF.scmiPTiTE  de  l'École  Polttech- 

NIQUK,  COXTBNiXT  LES  ÉLÉMK.XTS  DE  Li  GÉOMÉTIIIB  CINÉMATIQUE.  —    a*   édî- 

lion;  I  vol.  in-8*;  xi-iSo  p.  Paris,  Gauthier-Villars;  1886. 

Le  public  savant  ne  pouvait  manquer  de  faire  bon  accueil  au 
Cours  de  Géométrie  descriptii'c  de  M.  Mannheim;  ce  Livre  était 
suffisamment  recommande  par  la  grande  situation  scientifique  de 
Fauteur,  qui  avait  su  y  résumer  les  principaux  résultats  de  ses 
belles  et  ingénieuses  recherches  sur  la  Géométrie  cinématique; 
aussi  la  première  édition  s'est-ellc  rapidement  épuisée.  La  seconde 
édition,  que  nous  sommes  heureux  d^annonccr,  et  où  quelques 
perfectionnements  de  détail  ont  été  introduits,  sans  que  l'éco- 
nomie générale  du  f^ivre  ait  été  changée,  est  assurée  du  même 
succès.  J.  T. 


MELANGES. 

NOTE  SUR  UN  PROBLÈME  DE  STEINER 
(  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  P.-H.  Schoute  )  ; 

Pau  m.  II.-G.  ZKITHEN. 

J'espère  que  vous  me  permettrez  de  venir  ici  ajouter  un  petit 
supplément  à  votre  intéressante  étude  sur  un  problème  de 
Steiner  (  *^. 


• .'  loir  à  U  p.  2\i  du  BuUetin  des  Sciencrs  maihemati<fues.  :•  **:-rif.  t.  \. 
t-«f  problème  sVnonce  aiofi  :  Par  un  point  O  situe  liams  /<r  piat  d'uM^  comrbf 
'ilrràriqut  C*;  de  l'ordre  n  et  de  ia  classe  m  on  mené  une  seK-.mSe  /  *  ht  cHtrèe 
■::  <^arx  ■*  p-'^tnCs  oit  r«'//»*  stctintr  l  c^u/^'  l.i  rourbm-:  o-n  ."••î-r  \s  ^^-»«rn*«   : /«i 
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Quant  à  la  question  générale,  vous  vous  bornez  à  déterminer 

l'ordre  rii  =  ^ du  lieu.  Mon  supplément  contiendra 

la  détermination  de  son  genre  /?i  et  d'un  autre  nombre  plùckérlen, 
«lil  pourra  servir  d'exemple  d'une  méthode  qui  est  applicable  en 
général  à  la  détermination  de  lieux  (ou  d'enveloppes). 

La  détermination  du  genre  se  fait  immédiatement  par  la  géné- 
ralisation du  théorème  sur  la  conservation  du  genre,  que  j'ai 
donnée  dans  le  t.  III  des  Mathematische  Annalen,  J'en  citerai 
ici  la  forme  due  à  M.  Halphen,  qui  la  rend  immédiatement  ap- 
plicable aussi  au  cas  de  coïncidences  multiples  (*  )  ;  car  la  question 
actuelle  peut  en  présenter  dans  les  cas  où  la  courbe  donnée  a  des 
singularités  supérieures,  ou  le  point  fixe  a  des  positions  particu- 
lières. 

Soit  donnée  une  correspondance  entre  les  points  de  deux 
courbes  C|  et  C2  des  genres  px  et  /?2,  et  désignons  par  [Xi  le  nombre 
des  points  de  C|  qui  correspondent  à  un  point  donné  de  C^,  et 
par  {JL2  celui  des  points  de  C2  qui  correspondent  à  un  point  donné 
de  C|.  Je  désigne  encore,  pour  un  couple  quelconque  de  points 
correspondants  P|  et  P2,  par  V|  le  nombre  de  points  correspondant 
à  P2  et  coïncidant  avec  Pi,  et  par  V2  le  nombre  de  points  corres- 
pondant à  P|  et  coïncidant  avec  P2;  toutefois,  dans  cette  dernière 
énumération,  je  ne  regarde  comme  coïncidents  que  les  points  qui 
appartiennent  à  une  seule  branche  complète  (cycle  de  M.  Puiseux). 
Alors  on  aura,  en  étendant  la  somme  2  à  tous  les  couples  de 
points  correspondants  où  Vi^Vo, 


courbe.  Trouver  le  lieu  engendré  par  tes  — ^ points  d'intersection  mu- 

tuelle  de  ces  n  tangentes  quand  la  sécante  l  tourne  autour  du  point  O. 

L'autre  problème  dont  traite  M.  Schoule  n'est  que  celui  qui  y  correspond  selon 
le  principe  de  dualité. 

En  adoptant  ici  les  notations  de  M.  Schoutc,  je  désignerai  encore  par  r  le 
nombre  de  points  cuspidaux  de  la  courbe  donnée,  et  son  genre  par  p. 

J'appellerai  homologues  des  tangentes  à  cette  courbe  dont  les  points  de  con- 
tact se  trouvent  sur  la  même  sécante  /. 

(•)  Voir  à  la  p.  181  de  mon  Mémoire  :  Sur  un  groupe  de  théorèmes^  etc., 
flans  le  pr#»micr  Volume  des  Arta  mnthematirn. 
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En  appliquant  cette  formule  à  la  correspondance  du  lieu 
cherché  (C^)  et  du  faisceau  (Cj)  des  droites  /  par  le  point  Gxe  O, 
ofn  aura,  dans  les  cas  où  O  n^a  aucune  position  particulière  par 
rapport  à  la  courbe  donnée  et  où  celle-ci  n'est  douée  que  de  sin- 
gularités pliickériennes, 

fi(n  —  i)  _,  -,  .,  . 

{^1=— -y         fAi=i,        />2  =  o,         2(vi  — v,)  =  (/7i-+-r)(/i  — a) 

et,  par  conséquent, 

'^(Pi  —  i)=(/n-f-/')(n  — 2)  —  /i(/i  —  i)  =  2(/>  —  i)(/i  —  2)-f-/i(/i  —  3). 

On  obtiendrait  le  même  résultat  en  considérant  la  correspon- 
dance du  lieu  cherché  avec  la  courbe  donnée. 

Si  Ton  attribue  à  O  des  positions  particulières,  ou  à  la  courbe 
donnée  des  singularités  supérieures,  ce  résultat  n'est  plus  immé- 
diatement applicable,  mais  l'application  de  notre  formule  générale 
de  correspondance  à  ces  cas  n'est  pas  moins  simple  que  celle  que 
je  viens  de  faire.  En  effet,  il  ne  s'agit  que  d^une  simple  énumé- 
ration  de  points  coïncidents  sans  qu'on  ait  besoin  d'une  évalua- 
tion des  ordres  de  quantités  infiniment  petites.  Une  droite  par  O 
rencontrant  en  s  points  coïncidents  une  seule  branche  de  la  courbe 
donnée  donnerait,  par  exemple,  occasion  aux  termes  suivants  de 
la  somme  S(V|  —  Vo)  : 


— — 'J 


-\-(n  —  5)(s  —  I). 


Pour  déterminer  complètement,  dans  le  sens  de  Pliicker,  le  lieu 
cherché,  nous  chercherons  encore  ses  points  cuspidaux,  ou  plutôt 
tous  ses  points  multiples  formés  d'une  seule  branche  complète. 
Aucun  de  ces  points  ne  nous  échappera  si  nous  cherchons  les 
tangentes  de  la  courbe  donnée  qui  rencontrent  une  branche  cor- 
respondante du  lieu  cherché  en  des  points  coïncidant  entre  eux. 
Cela  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  les  deux  cas  suivants  :  i**si  la 
droite  joignant  le  point  de  contact  au  point  fixe  O  rencontre  une 
branche  de  la  courbe  donnée  en  deux  ou  plusieurs  points  coïnci- 
dant entre  eux,  ou  2**  si  la  tangente  a  un  contact  d'ordre  supérieur 
avec  la  courbe  donnée. 

Si  Ton  se  borne  au  cas  pour  lequel  nous  avons  donné  Texpression 


k. 
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complète  de  p^  on  ne  trouvera  de  ces  façons  aucune  branche  mul- 
tiple du  Heu  cherché.  On  le  voit,  dans  chacun  des  cas  qui  peuvent 
se  présenter,  par  la  circonstance  que  d*autres  droites  (l'autre  tan- 
gente à  la  courbe  donnée  qui  sert  à  déterminer  le  point  dont  il 
s*agit,  ou  la  droite  joignant  ce  point  à  O)  ne  rencontrent  la  branche 
formée  qu'en  un  seul  point.  Le  nombre  r^  des  points  cuspidaux 
du  lieu  cherché  devient  donc  égal  à  zéro. 

Si  la  courbe  donnée  a  des  singularités  supérieures,  ou  O  une  po- 
sition particulière,  Tétude  des  branches  multiples  du  lieu  cherché 
pourra  demander  des  évaluations  des  ordres  de  quantités  infini- 
ment petites;  mais  celles-ci  ne  seront  guère  difficiles  si  seulement 
les  singularités  de  la  courbe  sont  bien  définies.  Si,  par  exemple,  la 
courbe  donnée  a  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce 
(de  la  forme  la  plus  simple)  dont  la  tangente  ne  passe  pas  par  O, 
cette  tangente  rencontrera  les  n  —  2  tangentes  homologues  en  des 
points  cuspidaux  ordinaires  du  lieu  cherché.  Le  point  de  rebrous- 
sement lui-même  n'en  sera  qu'un  point  simple. 

Les  nombres  /ii,  p^  et  r^  étant  trouvés,  on  peut  en  déduire  les 
valeurs  des  autres  nombres  pliickériens  du  lieu  cherché  ;  mais,  pour 
un  de  ces  nombres,  il  y  a,  dans  le  cas  actuel,  encore  une  distinction 
à  faire.  Le  nombre  total  des  points  doubles  comprend  :  1®  les  points 
doubles  propres  formés  par  deux  couples  de  tangentes  homo- 
logues, et  a^  trois  fois  les  points  triples  formés  par  l'intersection 
de  trois  tangentes  homologues.  Pour  avoir  les  valeurs  distinctes 
des  nombres  de  ces  deux  classes  de  points,  il  suffit  d'en  déterminer 
directement  le  dernier  x^.  Gela  peut  se  faire  par  le  principe  de 
correspondance.  Dans  cette  détermination  nous  nous  bornerons 
au  même  cas  pour  lequel  nous  avons  trouvé  les  expressions  de  /2|, 
/>,  etr,. 

Commençons  par  déterminer  l'ordre  N  du  lieu  des  points  où  une 
droite  joignant  O  à  un  point  P  du  lieu  (Ci)  dont  nous  nous  occu- 
pons jusqu'à  présent  rencontre  une  troisième  tangente  homologue  à 
celles  qui  déterminent  P.  Ce  lieu  rencontre  une  droite  par  O  en 
/i,  (/i  —  2)  points  différents  de  O,  et  le  point  O  en  est  évidemment 

.   ^       r(/i  — 2)(n  — 3)1"P»«    T,      ,   1         j\    V     A 
un  point  m  i •  11  est  donc  de  1  ordre 

(n-2)(n  — 3) 


ni(n  —  1)  -^  m 
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Ccl  ordre  élaiit  trouvé,  ou  voit,  par  le  principe  de  correspon 
dance  de  Chastes,  qu'il  existe 


f      ,  (n—>)(n  —  'i)l 

\  riii  n  —  2)  -f-  m :-  //il  /* 


-  -1  ) 


coïncidences  de  droites  joignant  un  point  fixe  A  à  des  points  P 
et  Q  qui  se  correspondent  sur  le  lieu  (C|)  et  sur  le  nouveau  lieu  ; 
P  et  Q,  se  trouvant  aussi  sur  une  droite  par  O,  coïncideront 
entre  eux  en  même  temps  que  AP  et  AQ  s'ils  n'appartiennent  pas 
aux  /Il  (n  —  2)  couples  qui  se  trouvent  sur  la  droite  AO. 

Trois  coïncidences  de  P  et  Q  ont  lieu  en  chacun  des  x  points 
triples  que  nous  cherchons,  une  seule  en  chacun  des  r(n — a) 
points  d'intersection  des  tangentes  aux  points  cuspidaux  de  la 
courbe  donnée  avec  leurs  tangentes  homologues,  et,  selon  nos  res- 
trictions, il  n'en  existe  pas  d'autres.  On  trouve,  par  conséquent, 

Xi=  -  \ni{n  —  a )  -i-  /?i — -  r{n  —  'i) 


—  -{n  —  2)[m(/i  —  'i  )  --  r]. 


LES  CONTINUATEURS  D'EUGLIDE; 
Par  m.  p.  TANNERY. 

1.  Les^/^me/i/^d'Euclide,  et  surtout  le  premier  Livre,  n'avaient, 
à  vrai  dire,  nul  besoin  d'être  commentés,  si  par  commentaire  on 
entend  l'explication  des  endroits  obscurs;  le  travail  que  Proclus  a 
consacré  à  ce  Livre  n'offre  donc  quelque  intérêt,  en  dehors  des 
minces  renseignements  historiques  qu'il  renferme,  que  parce  qu'il 
permet,  jusqu'à  un  certain  point,  d'apprécier  les  tentatives  faites 
dans  l'antiquité  pour  améliorer  les  Éléments,  soit  par  d'autres 
tours  apportés  aux  démonstrations,  soit  par  Tadjonction  de  nou- 
velles propositions  plus  ou  moins  intéressantes. 

Mais,  avant  d'aborder  l'analyse  du  commentaire  proprement  dit 
de  Proclus,  avant  de  chercher  à  préciser  le  caractère,  la  date  et  les 
auteurs  des  tentatives  en  question,  il  ne  sera  pas  inutile  de  consi- 
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dérer  celles  qui  ont  été  faites,  non  pas  pour  simplifier  ou  pour 
grossir  les  Eléments^  mais  pour  les  continuer,  notamment  en  dé- 
veloppant davantage  la  théorie  des  polyèdres  réguliers,  qui  fait 
l'objet  du  Livre  XIII. 

Euclide  se  borne,  en  fait,  dans  ce  Livre,  à  construire  les  cinq 
polyèdres  réguliers,  inscriptibles  dans  une  sphère  donnée,  et  à  com- 
parer, entre  eux  et  au  diamètre  de  la  sphère,  les  côtés  de  ces  cinq 
polyèdres. 

Déjà  un  géomètre  qui  fut  probablement  son  contemporain  (  *), 
qui,  en  tout  cas,  doit  avoir  vécu  à  Alexandrie,  Aristée,  écrivait  un 
Livre  intitulé  :  Comparaison  des  cinq  figures,  dans  lequel  il 
énonçait  ce  théorème  :  que,  pour  le  dodécaèdre  et  Ticosaèdre  inscrits 
dans  une  même  sphère,  la  sphère  inscrite  est  aussi  la  même,  que 
par  suite  le  rapport  des  volumes  des  deux  polyèdres  est  égal  à 
celui  de  leur  surface.  Il  n^est  pas  à  douter  qu^il  ne  démontrât  de 
même  le  théorème  analogue  pour  le  cube  et  l'octaèdre  inscrits 
dans  la  même  sphère  et  qu'en  général  il  ne  fît,  pour  les  volumes 
et  les  surfaces,  la  comparaison  qu'Euclide  s'était  borné  à  donner 
pour  les  côtés. 

Les  démonstrations  d'Aristée  pour  les  deux  solides  les  plus  com- 
plexes étaient  probablement  assez  pénibles,  puisque  Apollonius 
de  Perge  crut  devoir  reprendre  le  même  sujet  en  écrivant  une 
Comparaison  du  dodécaèdre  et  de  V icosaèdre  inscrits  dans  la 
même  sphère;  et  lui-même  ne  fut  pas  bien  satisfait  d(3  son  premier 
travail,  puisqu'il  en  donna  une  seconde  édition  améliorée. 

EnGn  cette  même  question  spéciale  est  l'objet  du  Livre  d'Hyp- 
siclès  d'Alexandrie,  qui  compte  comme  XIV*  dans  la  vulgate  des 
Eléments;  c'est  dans  la  dédicace  de  ce  Livre  (  ^),  adressée  à  un  cer- 
tain Protarque,  géomètre  et  ami  du  père  d'Hypsiclès,  que  celui-ci, 


(')  Si  da  moins  il  s'agit  de  celui  que  Pappus  appelle  Vancien  (â  ^rpco-^utepoç ) 
et  qui  écrivit  cinq  Livres  sur  les  Lieux  solides;  mais,  comme  Hypsiclès  ne  désigne 
pas  davantage  celui  dont  il  parle,  ce  peut  ôlre  l'Aristée  plus  jeune  (ô  vecôtspo;), 
dont  on  n'a  pas  d'autres  traces.  Il  est  assez  curieux  que,  vers  la  même  époque,  il 
Y  a  eu  aussi  à  Alexandrie  deux  mathématiciens  d'un  nom  très  voisin,  connus 
d'ailleurs  seulement  comme  astronomes;  'AptorvXXo;  ixé^a;,  'ApîoruXXoç  |itxp6; 
(Aristylle  le  grand  et  le  petit).  Uranologion  de  Petau,  p.  267  (Catalogue  des 
commentateurs  d'Aratus). 

(>)  Et  aussi  dans  l'énoncé  de  la  proposition  IT. 
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évidemmenl  encore  assez  jeune,  nous  fournil  les  indications  qui 
précèdent.  Il  ajoute  que  son  père  (déjà  mort  quand  il  écrit)  avait, 
en  commun  avec  un  Basilide  de  Tyr^  travaillé  sur  la  première  édi- 
tion du  Traité  d^ApolIonius  pour  l'améliorer;  il  reconnaît  que  la 
seconde  édition  ne  laisse  pas  prise  à  la  critique  comme  la  pre- 
mière; il  présente  toutefois  sa  méthode  comme  nouvelle  en  ce  qu'il 
part  de  cette  proposition  que,  pour  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre 
inscrits  dans  la  même  sphère,  les  faces  sont  inscriptibles  dans  un 
môme  cercle.  Enfin  il  donne,  comme  expression  du  rapport  des  vo- 
lumes ou  des  surfaces  du  dodécaèdre  et  de  l'icosaèdre,  le  rapport 
des  côtés  du  cube  et  de  l'icosaèdre  inscrits  dans  la  même  sphère. 

2.  Il  est  assez  clair,  d'après  ce  qui  précède,  qu'Hj'psiclès  devait 
appartenir  à  la  génération  qui  suivait  immédiatement  celle  d'A- 
pollonius, et  vivre  par  conséquent  vers  le  commencement  du 
u"  siècle  avant  J.-G.  Nous  connaissons  d'ailleurs  en  outre  cet 
Alexandrin  : 

1°  Par  une  citation  de  Diophante  (Sur  les  nombres  poly- 
gones) qui  donne  la  définition  ordinaire  de  ces  nombres  en  l'at- 
tribuant à  Hypsiclès.  On  doit  en  conclure  seulement  que  ce 
dernier  avait  écrit  sur  ce  sujet,  et  sans  doute  sous  la  forme  géo- 
métrique, un  Traité  qui  était  classique  au  temps  de  Diophante;  ce 
Traité  peut,  au  reste,  être  aussi  considéré  comme  une  continuation 
des  livres  arithmétiques  d'Euclide; 

2°  Par  un  Opuscule  très  court,  qui  fait  partie  de  la  collection 
des  petits  écrits  astronomiques,  et  qui  est  intitulé  'Avaçsptxdç  (*). 

Je  m'arrête  un  moment  sur  cet  Opuscule  peu  connu,  et  dont 
l'importance  historique  dépasse  de  beaucoup  la  valeur  intrin- 
sèque (^). 

Il  s'agit  de  calculer,  pour  le  climat  d'Alexandrie,  les  ascensions 


(')  Achille  (Tatius),  éd.  Pelau,  p.  i36,  cite  encore  Hypsiclès  comme  ayant 
écrit,  après  Aratus  et  Eratosthène,  sur  l'harmonie  des  sphères. 

(')  Il  a  été  publié  en  grec  latin  par  Jacques  Mentel  en  1657  (Paris,  Cramoisy) 
à  la  suite  de  VOptiqite  de  Damien,  éditée  par  Bartholin;  mais  le  texte  est  passa- 
blement incorrect  et,  pour  apprécier  la  traduction,  il  suffira  de  dire  que  Vomicron, 
employé  comme  zéro  dans  la  notation  sexagésimale,  est  couramment  rendu  par 
le  nombre  70. 
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obliques  correspondant  aux  difierenls  degrés  de  longllude  sur 
l'écUplique.  Le  problème  est  résolu  avec  une  grossière  approxi- 
mation et  de  telle  sorte  qu'il  est  impossible  de  supposer  qu'Hip- 
parque  (*)  ait  eu  quelque  précurseur  pour  l'invention  de  la 
Trigonométrie.  Mais  en  môme  temps  le  Traité  d'Hypsiclès  nous 
donne  le  premier  exemple  de  la  division  du  cercle  en  36o**  et  en 
fractions  sexagésimales,  minutes,  secondes,  tierces.  Il  marque 
donc  le  moment  où  cette  division  s'introduit  dans  la  science 
grecque,  mais  où  l'idée  de  dresser  une  Table  des  cordes  n'est  pas 
encore  venue. 

La  solution  d'Hypsiclès  consiste  d'ailleurs,  connaissant  les  as- 
censions pour  o",  90**,  180"  (^),  à  interpoler  en  supposant  que,  si 
les  longitudes  croissent  en  progression  arithmétique,  il  en  sera  de 
inéme  pour  les  différences  des  ascensions. 

Grâce  à  quelques  lemmes  préliminaires,  il  détermine  la  pro- 
gression des  différences,  d'abord  pour  les  signes,  ensuite  pour  les 
degrés,  et  indique  comment  de  cette  progression  se  déduit  la  série 
des  ascensions. 

Nous  rencontrons  ainsi  le  premier  essai  d'une  interpolation 
avant  Heu  en  fait  suivant  les  ordonnées  d'une  courbe  de  la  forme 
y  =  a^  bx  -h  cx^,  ou  encore,  si  l'on  veut,  le  premier  pas  de  la 
théorie  des  différences  finies. 

Mais  est-ce  bien  à  Hypsiclès  qu'il  faut  attribuer  le  principe  de 
la  solution  qu'il  expose?  J'ai  peine  à  le  croire,  car  il  nous  apparaît 
moins  comme  un  esprit  original  que  comme  un  géomètre  repre- 
nant et  éclaircissant  des  questions  déjà  connues.  Il  s'agit,  d'autre 
part,  d'un  problème  évidemment  déjà  posé  chez  les  Chaldéens,  et 
rien  ne  doit  empêcher  de  croire  qu'ils  fussent  capables  de  lui 
donner  la  même  solution,  surtout  si  l'on  considère  que  les  anciens 
s'attachaient  en  première  ligne  aux  différences  ascensionnelles  et 
que  c'étaient  ces  différences  qu'ils  appelaient  proprement  ascen- 


(»)   Le   grand   astronome  vécut  vers  le  milieu  du  ii*  siècle,  c'est-à-dire  qu'il 
semble  appartenir  à  la  génération  suivant  celle  d'Hypsiclès. 

(')  La  première  est  en  eflfet  o**,  la  troisième  180";  quant  à  la  seconde,  elle  se 

représente  par  180%  si  le  climat  est  défini  par  le  rapport  —  des  durées 

du  plus  long  jour  et  de  la  nuit  la  plus  courte. 
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sions  (ivaçspa'!)  (*).  L'idée  de  les  faire  progresser  arithmétique- 
ment  s^introdiiisait  donc  d'elle-même. 

3.  L'adjonction  aux  Eléments  du  Livre  d'Hjrpsiclès,  sur  la  com- 
paraison du  dodécaèdre  et  de  Ticosaèdrc  inscrits  dans  la  même 
sphère,  a  été  d'autant  moins  légitime  qu'il  s'agissait  là  d'un  pro- 
blème plus  spécial.  Quant  au  Livre  XV  de  la  vulgate,  la  question 
a  un  autre  aspect. 

Si  l'on  écarte  le  début,  l'examen  de  cinq  cas,  particuliers  et 
sans  intérêt,  d'inscription  d'un  polyèdre  régulier  dans  un  autre, 
on  ne  peut  nier  que  les  deux  questions  suivantes  :  détermination 
du  nombre  des  côtés  et  du  nombre  des  sommets,  construction  de 
l'angle  dièdre  pour  chaque  polyèdre  régulier,  méritaient  de  figurer 
dans  les  Eléments. 

Mais  le  style  général  du  Livre  trahit  une  époque  de  décadence 
bien  lointaine  de  l'âge  classique  auquel  appartient  du  moins  Hyp- 
siclès,  et  l'on  est  d'accord  désormais  pour  considérer  cet  Opuscule 
comme  seulement  du  vi*  siècle  après  J.-C. 

Le  maître  de  l'auteur  anonyme,  le  grand  Isidore,  comme  il 
l'appelle,  et  d'après  lequel  il  résout  la  dernière  question,  doit  être 
un  des  deux  architectes  de  Sainte-Sophie,  soit  l'oncle,  soit  le 
neveu,  qui  portèrent  ce  nom  sous  Justinien.  Nous  avons  donc  là, 
moins  un  travail  de  véritables  géomètres,  que  l'une  des  rares 
œuvres  subsistantes  de  l'école  d'ingénieurs  qui  illustra  encore  celte 
époque,  au  moment  où  s'éteignaient  les  derniers  représentants  de 
la  Science  pure. 

Il  est  incontestable  que  les  constructions  d'Isidore  de  Milet  sont 
aussi  élégantes  que  sont  pénibles  les  démonstrations  qui  en  sont 
données.  Cette  différence  même  doit  faire  jeter  un  doute  sur  leur 
véritable  origine,  d'autant  plus  que  l'invention  n'en  est  pas  expres- 
sément attribuée  au  personnage  en  question.  Cependant,  tant 
qu'on  n'aura  pas  retrouvé  une  preuve  de  l'étude  de  problèmes 
semblables  dans  l'époque  gréco-alexandrine,  on  peut  rester  dans 
l'indécision.  En  tout  cas,  les  constructions  dont  il  s'agit  seraient 


(*)  Ainsi  ils  disaient  «  ascension  du  Taureau  »  pour  différence  des  ascensions 
correspondant  aux  longitudes  60'  et  3o',  etc. 
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bien  ce  qui  aurait  été  fait  de  mieux  en  Géométrie  élémentaire,  au 
moins  depuis  Pappus. 

4.  C'est  certainement  dans  ce  dernier  auteur  qu'il  aurait  con- 
venu de  chercher  de  quoi  compléter  les  Eléments,  s'ils  en  avaient 
eu  besoin. 

On  ne  peut  nier  en  thèse  générale  que  les  trois  Livres  d'Euclide 
sur  les  solides  ne  soient  sensiblement  inférieurs  aux  précédents  (  *  ), 
et  Ton  ne  doit  pas  s'étonner  que  surtout  la  théorie  des  polyèdres 
réguliers  ait  été  l'objet  de  tentatives  de  remaniement. 

Or  la  quatrième  Partie  du  Livre  III  de  la  Collection  mathéma- 
tique de  Pappus  (p.  i32-i63)  nous  offre  tout  d'abord  précisément 
un  remaniement  complet  du  dernier  Livre  des  Eléments.  Le  pro- 
blème traité  est  absolument  le  même,  l'inscription  dans  une  sphère 
donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers;  mais  la  méthode  est  toute  dif- 
férente, et,  au  lieu  des  théorèmes  préliminaires  d'Euclide,  lesquels 
appartiennent  à  la  Géométrie  plane,  on  part  de  lemmes  sur  la 
sphère,  où  sont  d'ailleurs  appliquées  des  propositions  que  nous  ne 
retrouvons  que  dans  les  Sphériques  de  Théodore  (^). 

Rien  ne  nous  indique  quel  est  l'auteur  de  ce  remaniement. 
S'il  était  de  Pappus  lui-même,  il  aurait  sans  doute  pris  soin  de 
le  marquer,  surtout  dans  un  Livre  qui,  à  partie  début,  est  évi- 
demment une  compilation.  Le  style  et  l'allure  générale  semblent 
d'une  bonne  époque,  mais  déjà  assez  loin  d'Euclide.  En  tout  cas, 
il  est  incontestable  que  l'auteur  a  eu  pleine  conscience  de  la  véri- 
table lacune  de  la  stéréométrie  d'Euclide;  elle  aurait  dû  com- 
prendre en  effet  les  éléments  de  la  sphère,  que  le  maître  a  laissés 
aux  Traités  composés  en  vue  de  Tétude  de  l'Astronomie. 

La  troisième  et  dernière  Partie  du  Livre  V  de  Pappus  nous  offre 
sur  les  polyèdres  réguliers  un  autre  travail  qui  ne  correspond  pas, 
à  la  vérité,  à  la  comparaison  des  volumes  et  des  surfaces  de  ces 
polyèdres  inscrits  dans  une  même  sphère,  telle  que  l'avait  étudiée 


(•)  On  voudra  peut-être  excepter  de  ces  derniers  le  X"  Livre  sur  les  irration- 
oelles;  c'en  était  un  qu'Apollonius  avait  aussi  essayé  de  compléter  par  son  tra- 
vail sur  les  irrationnelles  nun  classées. 

(')  Quoiqu'elles  fussent  incontestablement  connues  bien  avant  cet  auteur  du 
1"  siècle  avant  J.-C. 
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Arl.HliWr,  mai%  qui,  dans  une  certaîoe  mesure,  peut  en  tenir  lieu. 
i'appiiH  r:ompare  en  fait  les  volumes  de  polvèdres  réguliers  avant 
la  m<^fne  surface. 

Il  dit  tn''S  nettement  que  les  démonstrations  svnthétiques  qu'il 
donne  sont  de  lui;  mais  il  reconnaît  en  même  temps  que  plusieurs 
anciens  avaient  traité  analvtiqnement  la  même  question.  D'autre 
part,  il  appuie  ses  démonstrations  sur  seize  lemmes  qui  con- 
tiennent tous  les  éléments  de  la  mesure  des  surfaces  et  volumes 
des  poUèdres  réguliers;  mais  ces  lemmes,  au  milieu  desquels 
nous  retrouvons  les  propositions  II  et  VII  du  livre  d'Hypsiclès^ 
n^apparliennent  guère  à  Pappus  que  comme  rédaction. 

îi.  IjCS  deux  premières  Parties  du  Livre  V  de  Pappus  sont,  au 
reste,  de  celles  où  il  est  le  plus  facile  de  se  rendre  compte  de  la  façon 
dont  il  composait  sa  Collection  mathématique. 

Après  un  curieux  préambule  où  il  présente  la  forme  hexagonale 
des  cellules  des  abeilles  comme  motivée  par  la  double  condition 
d'offrir  un  polygone  régulier  dont  l'angle  fût  une  partie  aliquote 
de  quatre  droits,  et  en  même  temps  de  correspondre  au  périmètre 
minimum  j)0ur  une  surface  donnée,  Pappus  aborde  en  général  la 
théorie  des  figures  planes  isopérimètres  au  point  de  vue  de  leur 
surface.  Or  nous  possédons  sur  le  même  sujet  un  autre  écrit  qui, 
inséré  dans  le  premier  Livre  du  Commentaire  de  Théon  d'Alexan- 
drie sur  la  Syntaxe  de  Plolêmée,  est  mis  sous  le  nom  d'un  Zéno- 
dore  qui  vivait  probablement  peu  de  temps  après  Archimède  (*). 
La  comparaison  nous  montre  que  Pappus  s'est  borné  à  donner  une 
rédaction  un  peu  différente  de  l'œuvre  de  Zénodore  et  n'a  apporté 
aucun  changement  essentiel  à  une  théorie  déjà  complète.  Toute- 
fois, il  a  ajouté  la  comparaison  des  segments  de  cercle  dont  Tare 
est  égal,  et  démontré  que  le  plus  grand  est  le  demi-cercle. 

Dans  la  seconde  Partie  du  Livre  V,  Pappus,  avant  de  passer  à 
l'exposé  des   théories   analogues   relatives  à  la  comparaison  des 


«/i  Ilultscb,  p.  1189  de  rédition  de  Pappus.  Le  conimcDlaire  attribué  à  Théon 
rsl  au  reste,  eu  assez  grande  partie,  dû  à  Pappus;  on  a  encore  un  autre  petit 
travail  anon\nie  sur  les  isopérimètres,  publié  par  Hultsch  (Pappus,  p.  ii56-ii65) 
et  provenant  d'un  Recueil  de  commentaires  sur  Ptolémée:  mais,  cette  fois,  on 
f?:  f'îuîit  en  présenc^  d'un  re:nauicmcnt  de  l'œuvre  de  Pappus. 
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solides  a^ant  même  surface,  croîl  intéressant  d'éniimérer  les 
treize  polyèdres  semi-réguliers  découverts  par  Archîmède  et  qui 
jouissent  de  cette  propriété  que  leurs  faces  sont  des  polygones 
réguliers  de  différentes  natures.  Il  indique,  pour  chacun  de  ces 
polyèdres,  la  composition  des  faces,  le  nombre  des  sommets  cl 
celui  des  arêtes;  puis,  abandonnant  ce  sujet  ('),  il  démontre  qu'à 
surface  égale  ta  sphère  est  supérieure  en  volume  soit  à  un  po- 
lyèdre régulier  quelconque,  soit  à  un  cône  ou  à  un  cylindre.  Zéno- 
dore  avait  déjà  également  traité  les  mêmes  propositions;  il  les 
avait  même  étendues  à  tout  solide  engendré  par  la  révolution  d'un 
polygone  rectiligne  quelconque. 

Pappusomet  cette  dernière  démonstration,  tandis  qu'il  reprend 
longuement  la  démonstration  des  théorèmes  d'Archimède  sur  la 
mesure  du  volume  et  de  la  surface  de  la  sphère,  du  cône  et  du 
cylindre.  La  marche  qu'il  suit  se  rapproche  d'ailleurs  sensible- 
ment de  celle  qu'on  observe  d'ordinaire  aujourd'hui  pour  la 
même  théorie  en  Géométrie  élémentaire;  il  y  a  là  évidemment,  au 
point  de  vue  de  la  forme,  un  progrès  réalisé  depuis  Archimède, 
mais  comme  fond  il  n'y  a  rien  de  nouveau. 

Même  en  admettant  que  cette  nouvelle  exposition  appartienne 
exclusivement  à  Pappus,  on  voit  qu'au  moins,  dans  tout  son 
livre  V,  il  travaille  plutôt  à  exposer  ce  quî  est  déjà  connu  et  à 
améliorer  les  théories  dues  aux  anciens  mathématiciens  qu'à 
poursuivre  des  travaux  originaux.  L'ensemble  de  la  Collection 
malhémalique  porte  en  général  le  même  caractère,  et  il  est  certain 
qu'on  attribue  à  Pappus  beaucoup  de  propositions  qui  ne  lui 
appartiennent  pas  plus  que  ia  plupart  des  théorèmes  développés 
dans  nos  livres  d'enseignement  n'appartiennent  aux  auteurs  de  ces 
Ouvrages  (*). 

6.  Si  l'on  cherche  dans  le  recueil  de  Pappus  d'autres  théories 
rentrant  dans  le  cadre  des  Eléments,  il  ne  faut  pas  s'écarter  des 
Livres  III  et  IV  (*). 


(')  On  Mit  que  la  curieuse  Ihioric  des  polyèdres  JArchimcde  a  t\.6  restituée 
par  Kepler  {llarmonia  muadi,  p.  fii-GS;  1619). 
(■)  Il  faut  cepeodaDl  excepter  le  Ihéorème  connu  sous  le  nom  de  Guldin,  i\ae 

véritable  titre  da  gloire. 
(■)  On  lail  que  k'  Livre  I  Hl  p 
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Dans  le  premier  de  ces  deux  Livres,  on  peut  signaler  les  propo- 
sitions 28  à  4'^y  qui  paraissent  empruntées  à  un  Ouvrage  intitulé 
Paradoxes  et  composé  par  son  Erycinos  dont  Tépoque  est  inconnue, 
mais  qui  vivait  probablement  bien  longtemps  avant  Pappus. 

Il  s'agit,  dans  ces  Paradoxes,  de  construire  à  l'intérieur  d'un 
triangle  (ou  plus  généralement  d'un  polygone)  un  autre  triangle 
(polygone)  ayant  pour  base  une  partie  de  l'un  des  côtés  et  tel  que 
la  somme  des  autres  côtés  du  triangle  (polygone)  intérieur  soit  à 
celle  des  autres  de  l'extérieur  dans  un  rapport  donné  (égale  ou 
plus  grande).  Ou  bien  encore  il  s'agit  de  construire  un  triangle 
ou  un  parallélogramme  de  surface  plus  petite  qu'une  figure  simi- 
laire, mais  ayant  chacun  de  ses  côtés  plus  grand  suivant  une  rela- 
tion donnée.  Les  solutions  données  sont  assez  élégantes,  et  malgré 
le  peu  d'intérêt  que  présentent  ces  problèmes  en  eux-mêmes,  la 
première  série  pourrait  encore  aujourd'hui  offrir  quelques  exer- 
cices utiles. 

I^  première  proposition  de  ce  qui  nous  reste  du  Livre  IV^  nous 
offre  une  intéressante  généralisation  du  théorème  sur  le  carré  de 
l'hypoténuse. 

Soit  un  triangle  quelconque  ABC:  sur  les  côtés  AB,  BC  on  con- 
struit deux  parallélogrammes  quelconques  ABED,  BCFH.  On 
prolonge  les  droites  DE,  FH  jusqu'à  leur  rencontre  en  G,  on  joint 
GB.  Pour  construire  sur  la  base  AC  du  triangle  un  parallélo- 
gramme dont  la  surface  soit  égale  à  la  somme  de  celles  des  deux 
premiers,  il  suffit  de  mener  par  A,  G  des  parallèles  à  GB  jusqu'à 
leur  rencontre  en  L,  M  avec  les  côtés  des  parallélogrammes  DE, 
FH  et  de  joindre  L,  M. 

Nous  pouvons  certainement  regretter  le  début  du  Livre  IV,  si 
court  qu'il  paraisse  avoir  été,  car  il  devait  être  consacré  à  des 
théorèmes  analogues. 

Les  dix-sept  propositions  de  Pappus  qui  suivent  appartiennent 
encore  au  même  ordre  d'idées  que  les  E lémcnts ;  mais  elles  pa- 
raissent empruntées,  comme  fond,  soit  aux  Livres  des  contacts 
d'Apollonius  (Pappus  traite  notamment  le  problème  de  mener  un 
cercle  tangent  à  trois  cercles  qui  se  touchent  entre  eux),  soit  à  des 


VI    est  relatif   à    l'Astronomii»,    VU    à   l'Analyse   ç:ôométriqnr.    VITl    à    In    Mêra 
niquo. 
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travaux  sur  la  figure  do  rà'pSr^Asv  (tranchet)  invenlé  par  Archi- 
mède  (*  ). 

Soient  deux  demi-cercles  A  et  B se  touchant  extérieurement  à  une 
extrémité  de  leurs  diamètres;  soit  un  troisième  demi-cercle  C, 
ayant  son  centre  sur  le  même  diamètre  et  les  enveloppant  en  les  tou- 
chant. Dans  Tespace  compris  entre  A,  B  et  C,  on  inscrit  un  cercle 
Doi  dans  l'espace  entre  C,  Dq  et  A  (supposé  plus  grand  qucB),  un 
second  cercle  D|  ;  entre  G|,  D|  et  A,  un  troisième  D2  et  ainsi  de 
suite:  soient  d^^  d^^  d^*,  ...  les  distances  des  centres  de  Do,  D|, 
Dj,  ...  au  diamètre  sur  lequel  sont  construits  les  demi-cercles  A, 
B,  C;  si  D„  représente  le  diamètre  du  cercle  correspondant,  on 
aura 

(la  ~  in  -.-  1)0,,. 

7.  On  sait  du  reste  qu'en  dehors  des  écrits  qui  nous  restent 
d'Archimède  et  d'Apollonius,  c'est  uniquement  dans  la  Collée- 
tion  de  Pappus  qu'il  faut  étudier  la  Géométrie  supérieure  des 
anciens;  on  sait  aussi  que  cette  Géométrie  se  divisait  en  deux 
branches  bien  distinctes  :  l'une,  suivant  les  voies  nouvelles  ouvertes 
par  le  génie  du  Syracusain,  s'élevait  à  l'invention  de  courbes  et 
de  surfaces  et  abordait  les  problèmes  des  quadratures  et  des  tan- 
gentes; l'autre,  ne  dépassant  ni  le  domaine  déjà  exploré  avant 
Euclide,  ni  le  cadre  général  de  ses  travaux,  développait  de  plus 
près  les  germes  contenus  dans  les  Eléments  en  approfondissant 
la  Géométrie  de  la  droite  et  du  cercle  et  en  étudiant  les  propriétés 
des  coniques. 

C'est  sur  ce  terrain,  dans  le  tszs;  avaXuc[JL£Vo;,  comme  l'appelle 
Pappus,  que  TefFort  de  la  Géométrie  ancienne  a  été  le  mieux  suivi 
et  a  produit  les  résultats  les  plus  complets;  mais  nous  devons 
réserver  pour  une  étude  ultérieure  l'histoire  de  ces  travaux  et 
revenir  au  Commentaire  de  Proclus  sur  le  premier  Livre  d'Euclide. 
Bornons-nous  donc,  pour  le  moment,  à  résumer  les  conclusions 
qui  ressorlent  de  ce  Chapitre. 


(*)  Dans  l'écrit  arabe,  les  Lemmes  attribues  à  Archimèdc,  les  icrames  1,4,  5 
et  6,  se  retrouvent  chez  Pappus.  Celui-ci  dit  seulement  que  la  prop3sition  qu'il 
déYeloppe  est  ancienne  et  se  trouve  dans  divers  Ouvrages;  pcut-élre  l'Ouvrapc 
original  d'Archimèdc  était-il  déjà  perdu,  et  Pappus  n'r>lnit-il  pas  suffisamnienl 
assuré  de  la  valeur  de  la  tradition  relative  à  Tà'pîir.Aov. 
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On  semble  avoir  eu  pleinement  conscience,  dès  Tanliquilé,  des 
lacunes  frappantes  que  présente  le  cadre  étroit  des  Eléments, 
Pour  combler  ces  lacunes,  les  modernesy  ont,  d'une  part,  fait  entrer 
la  matière  des  Livres  d'Archimède  :  de  la  mesure  du  cercle;  de 
la  sphère  et  du  cylindre;  d'un  autre  côté,  ils  y  ont  réuni  les  élé- 
ments de  la  spliérique  des  anciens.  La  Collection  de  Pappus 
témoigne  déjà  de  quelques  tentatives  faites  dans  ce  sens. 

Mais  ces  tentatives  n'ont  pas  abouti  à  une  réforme  de  l'ensei- 
gnement qui  eût  nécessité  une  refonte  complète  des  derniers 
Livres  d'Euclide.  Les  autres  lacunes  de  détail  qu'on  pourrait 
signaler  dans  les  Eléments  se  trouvèrent  d'ailleurs  comblées  dans 
les  Ouvrages  consacrés  à  l'analjse  géométrique.  L'œuvre  d'Eu- 
clide ne  reçut  donc,  comme  adjonction,  pendant  toute  l'antiquité, 
que  quelques  travaux  relatifs  aux  polyèdres  réguliers.  Mais  ceux 
qui  furent  choisis  pour  cette  adjonction  n'ont  guère  dû,  ce  semble, 
cette  faveur  qu'à  leur  brièveté,  et  d'autres  ont  été  négligés  qui 
sans  doute  valaient  mieux.  Enfin,  quoique  l'un  de  ces  écrits  soit 
des  derniers  jours  de  l'antiquité,  on  ne  voit  guère  qu'aucun  travail 
sérieux  de  Géométrie  élémentaire  ait  été  fait  après  la  période 
alexandrine,  et  à  partir  de  l'établissement  de  Tempire  romain. 


COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES.  «j; 

COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

Paul  TANNERY.  —  Notice  sur  les  deux  Lettres  arithmétiques  de  Ni- 
colas RiiABDAS  ( texte  grec  et  traduction).  —  Extrait  dos  Notices  et  extraits 
dos  Manuscrits  de  la  Bibliothèque  Nationale,  etc.,  t.  XXXII,  I"  Partie.  — 
Paris,  Klincksieck,  1886;  in-4°»  ^36  pages. 

Celte  publication  renferme  les  Opuscules  arithmétiques,  jus- 
qu'alors inédits,  d'un  mathématicien  bvzanlin  de  la  première 
moitié  du  xiv"  siècle  dont  M.  Paul  Tannery  a,  le  premier,  fait  con- 
naître les  manuscrits  dans  un  article  publié  ici  même,  en  sep- 
tembre 1884  :  Manuel  Moschopoidos  et  Nicolas  lihabdas.  Nous 
pouvons  donc  renvo^'er  nos  lecteurs  à  cette  étude;  elle  fait  suffi- 
samment ressortir  Tintérét  spécial  qui  s'attache  à  ces  documents. 

Le  texte  grec  est  accompagné  d'une  traduction  française  très 
soignée  et  suivie  d'index  détaillés.  Enfin  il  est  précédé  d'une  No- 
lice  qui,  en  dehors  des  renseignements  attendus  parles  érudits 
auxquels  celle  publication  est  spécialement  destinée,  présente  un 
précis  très  neuf  de  ce  que  l'on  sait  sur  ITiisloire  du  calcul  chez 
les  Grecs. 


M  EL  A  N(.  ES. 

HÉRON   SUR    EUCLIDE; 
Pab  m.  p.  TANNEKY. 

1.   Après  avoir  indiqué  les  additions  que  reeut,  dans  Tanliquilé, 
le  cadre  des  Eléments  d'Eiiclide,  nous  avons  à  rechercher  quels 
t-ravaux  furent  tentés  ou  accomplis  à  rinlérieiir  de  ce  cadre  même. 
Alais  désormais  le  champ  de  noire  élude  se  restreint  singulière- 
^nenl,  car  des  deux  seuls  documents  grecs  auxquels  nous  puissions 
mxcourir,  Tun,  le  Commentaire  de  ProcUts,  se  borne  au  premier 
IJvre  des  Éléments,  l'autre,  les  Définitions  des  termes  de  Géo- 
métrie^ allribuées  à  Héron,  ne  touche  ni  les  tlH'orèmes,  ni  leurs 
démonstrations. 

Huit,  des  Sciences  mallièm.,  .»"  scrie,  l.  \I.   (  Miii   if^S;.) 
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Il  f'.xiéif:  ce|>^ndanl.  dao>  on  manuscrit  arabe,  sur  les  six 
premier:*  IJvres,  une  suite  de  scolies  qui  portent  le  nom  de 
Héron.  Celle  troisième  source  n'a  pas  été  utilisée  jusqu^à  présent, 
et«  en  attendant  la  traduction  que  prépare  mon  excellent  ami 
Léon  Rodet.  je  ne  puis  moi-même  en  faire  qu*un  usage  restreint. 
Il  m*e5l  cependant  loisible  d'entrer  dans  des  détails  suffisants  pour 
en  faire  reconnaître  l'importance  et  pour  indiquer  les  principales 
conclusions  qu'on  peut  tirer  de  son  étude. 

Je  dois  dire  d'abord  comment  j'ai  été  amené  à  y  recourir.  Une 
«rrave  question,  et  des  plus  difficiles  à  élucider  complètement,  se 
pose  à  propos  d'Euclide.  A  partir  de  quel  moment  les  Éléments 
sont-ib  devenus  classiques  pour  renseignement  de  la  Géométrie 
dans  l'antiquité?  Quand,  par  suite,  a-t-on  commencé  à  les  com- 
menter comme  un  Ouvrage  classique? 

Dans  des  essais  spéciaux  (')  où  j'ai  déjà  abordé  celte  question, 
j'ai  cherché  à  montrer  que  Tadoption  universelle  des  Eléments  ne 
parait  pas  avoir  eu  lieu  immédiatement  ni  s'être  effectuée  sans 
certaines  tentatives  de  modifications,  dont  une  au  moins  a  réussi; 
carie  titre  de  notions  communes  (xcivai  Iwcai),  donné  aux  axiomes, 
est  bien  certainement  une  expression  stoïcienne,  et  Ton  peut 
croire  qu'il  n'a  pas  seulement  été  substitué  à  un  autre,  mais  bien 
mis  en  tète  d'une  lisle  de  propositions  admises  par  Euclide  sans 
démonstration,  mais  que  lui-même  n'avait  pas  cru  utile  de  réunir 
ainsi  qu'elles  Tout  été  après  lui. 

Dans  un  travail  dont  le  caractère  ne  peut  être  exactement  défini, 
Apollonius,  procédant  également  suivant  les  idées  de  l'Ecole  du 
Portique,  proposa  une  série  de  définitions  dans  lesquelles  il  insista 
sur  Tori^^ine  concrète  des  notions  géométriques.  II  indiqua  égale- 
ment diverses  autres  modifications  de  détail  relatives,  soit  aux 
axiomes,  soit  aux  propositions. 

Quant  à  Héron  d'Alexandrie,  M.  Cantor  avait  déjà  soutenu 
l'opinion  qu'il  était  assez  improbable  qu'un  auteur  paraissant 
aussi  ori*nnal  se  fut  astreint  à  commenter  les  Eléments,  A  la 
vérité,  de  son  temps,  TOuvrage  était  probablement  devenu  partout 


(M  l*ul>lic*  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  : 
Ouetuues  f moments  d'Apollonius  de  Perge,  iHHi.  —  Sur  les  fragments  de  He- 
i\m  d'  \U\randrie  conservés  par  Proclus,  1882.  —  f.es  axiomes  d'Euclide,  iSs3. 
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classique;  c'est  bien  en  effet  celui  que  vise  Tépicurien  Zenon,  de 
Sidon,  dans  son  Ouvrage  contre  la  certitude  géométrique,  que 
réfuta  Posidonius  (Procius,  199,  etc.).  Mais  on  semble  toutefois 
encore  loin  de  Tâge  réel  des  commentateurs. 

J'ai  donc  essayé  de  montrer  que  les  citations  de  Héron  dans 
Proclus  ne  suffisaient  point  pour  conclure  à  Texistence  d'un  Com- 
mentaire de  Héron  surEuclide;  qu'elles  pouvaient  avoir  été  em- 
pruntées par  Porphvre  ou  Pappus  au  grand  Ouvrage  de  Héron 
sur  la  Géométrie  pratique.  J'admettais  implicitement  la  même 
origine  pour  les  scolies  arabesque  je  trouvais  mentionnés,  d'après 
Fabricius,  dans  un  manuscrit  oriental  delà  Bibliothèque  de  l'Uni- 
versité de  Lejde  :  «  EiicUdis  Pythagorœi  Elementorum  libri  VI, 
cum  commentariis  Saidi  ben  Alasoud  et  cum  scholiis  Ileronis 
ad  quaedam  problemata.  >> 

Toutefois,  en  présence  des  objections  adressées  par  Heiberg  ù 
mes  conclusions,  j  ai  jugé  utile  de  vérifier  ce  que  pouvaient  être 
en  réalité  ces  scolies  de  Héron,  et  je  me  hâte  de  dire  que  cette 
vérification  m'a  conduit  à  reconnaître  le  mal-fondé  de  la  thèse  que 
je  soutenais  après  M.  Cantor.  Héron  a  efl'ectivement  écrit  un 
Commentaire  sur  Euclide,  et  même  ce  Commentaire,  auquel  Por- 
phyre et  Pappus  ont  fait  dans  la  suite  de  nombreux  emprunts,  est 
loin  d'être  de  nature  à  rehausser  l'idée  que  nous  nous  faisons  de 
l'ingénieur  alexandrin. 

2.  Le  curateur  de  la  Bibliothèque  de  l'Université  de  Leyde  et  le 
conservateur  du  legs  warnérien  ont  bien  voulu  mettre  à  ma  dis- 
position, avec  la  plus  gracieuse  libéralité,  le  manuscrit  dont  j'ai 
parlé,  pendant  tout  le  temps  nécessaire  pour  prendre  copie  des 
Commentaires  sur  Euclide. 

Ce  manuscrit,  le  TVarnerianus  39U,  numéroté  1088  dans  le 
Catalogue  de  1716,  paraît  deux  fois  dans  le  Catalogue  de  i84<'). 
d'une  part  sous  le  n**  965  pour  la  première  Partie  qui  contient  les 
Éléments  d'Euclide,  de  l'autre  sous  le  n"  988  pour  la  seconde 
Partie,  les  Sphériques  de  Ménélas.  Le  Catalogue  moderne  ne  ren- 
ferme plus  d'ailleurs  la  mention  de  Héron,  mais  donne,  en  latin, 
la  Notice  suivante  pour  le  n"  96o. 

«  Eléments  d'Euclide,  d'après  la  version  d'el-Hajjàj-ben-Yusuf- 
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Malar  (*),  avec  un  Commentaire  dont  l'auteur  est  Abul-Abhas-el- 
Fadl-ben-IIatim-an-Nirizi,  géomètre  et  astronome  assez  connu  du 
iii*^  siècle  de  Thégire.  Ce  manuscrit  contient  en  outre  des  gloses 
sur  ce  Commentaire,  de  Srid-ben-Masoud-l)en-A.lkass-Hillali,  qui 
paraît  avoir  vécu  au  v*^  siècle.  Le  copiste  (  Abou-Saïd-Mohammed- 
al-Baihaki-al-Barzuhi)  s'est  arrêté  au  commencement  du  Livre  VIL 
La  souscription  atteste  que  le  Livre  \l  a  été  terminé  en  53^ 
(ii44/3  de  notre  ère).  Nous  avons  donc  ici  un  manuscrit  ancien, 
du  reste  correctement  étrit  et,  autant  qu'on  le  sache,  unique,  m 

On  ne  connaît  pas  en  efVet  d'autre  exemplaire  de  la  version  de 
Hajjâj,  la  plus  ancienne  traduction  d'Kuclide  en  arabe,  qui  a  été 
faite  sous  le  khalifat  d'Haroun-al-Rescbid  et  corrigée  par  Hajjâj 
lui-même  sous  celui  d'Almamoun.  On  croit  toutefois  que  les 
Livres  XI  à  Xlll  (des  solides)  de  cette  version  sont  contenus  dans 
le  manuscrit  81  de  Copenhague,  qui  a  été  examiné,  ainsi  que  celui 
de  Lejde,  par  Klamroth  [Ueber  dcn  arabischen  Euklid  (^)]; 
mais  le  savant  orientaliste  n'a  pas  porté  son  attention  sur  le  travail 
d'el-Fadl,  qui,  comme  le  dit  la  Préface,  a  été  extrait  par  lui  des 
commentaires  des  géomètres  anciens. 

Or,  c'est  dans  cette  compilation  que  revient  assez  fréquemment 
le  nom  de  Héron,  comme  celui  de  l'un  des  principaux  auteurs 
qui  ont  servi  à  la  former.  L'authenticité  des  extraits  ainsi  attribués 
a  Héron  peut  d'ailleurs  être  démontrée  facilement,  si  on  les  rap- 
proche du  commentaire  de  Prochis. 

Je  me  bornerai  à  faire  ce  rapprochement  sur  deux  points,  que 
je  choisirai  d'ailleurs  de  manière  à  indiquer  suffisamment  le  ca- 
ractère du  travail  de  Héron  v\  à  montrer  en  même  temps  que 
nombre  de  démonstrations,  données  par  Proclussans  aucune  réfé- 
rence, dérivent  en  réalité  <lr  rVIcxandrin. 

3.  On  sait  (pie  la  première  pro|)()sili()n  d'Euclide  consiste  à 
construire  im  triangle   équilati'ral  >ur   une  droite  donnée  comme 


(')  Ce  rcn-^oigncinciil  est  lin*  do  la  Pn'fjrr.  L'-  (r(»nlispirc  allrihiic  an  conlrairc 
à  Iqlias-lH'n-Hnnein  la  Ira<liicUoii  du  Livre  «  dlvuclidc  le  pylliajîoricicn  >>. 

(^)  Zeilsclu'ift  <ler  deiitschcn  innri^riilfrifth'sthi'n  Grscllitrhnft.  l.  \\\V. 
|i.  2-;o-3'2(>;  i«Hi. 
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base.  Comme,  dans  ses  postulats  de  conslniction,  il  ne  se  donne 
pas  la  liberté  de  prendre  à  partir  d'un  point  donné  une  longueur 
donnée,  sa  première  proposition  lui  sert  à  résoudre  immédiatement 
cette  seconde  question. 

Or,  dans  Proclus  (p.  218-219),  nous  voyons  résoudre  les  pro- 
blèmes de  construire,  sur  une  base  donnée,  comme  première  pro- 
position, soit  un  triangle  isoscèle,  soit  un  triangle  scalène. 

Pour  Tisoscèle,  il  prolonge  la  ligne  AB  dans  les  deux  sens,  et,  en 
décrivant  des  points  A  et  H  des  cercles  (A)  et(B),  il  peut  prendre, 
sur  chacun  de  ces  prolongements,  des  longueurs  AG,  BD  égales 
à  AB.  Dès  lors,  en  gardant  les  mêmes  centres,  mais  en  prenant 
pour  ravon  AD  =  BC,  il  obtient  par  Tintersection  de  deux  nou- 
veaux cercles  (C)  et  (D)  le  sommet  d'un  triangle  isoscèle  ayant 
AB  pour  base  ('  ). 

Pour  le  triangle  scalène,  il  lui  suffit,  après  avoir  décrit  les 
cercles  (A),  (B),  de  prendre  conmie  sommet  un  point  quelconque 
intérieur  à  (A)  et  extérieur  à  (B). 

«  Tout  cela  est  rebattu  »,  ajoute  Proclus,  preuve  bien  claire 
qu'il  emprunte  les  solutions  qu'il  vient  de  reproduire.  Voyons 
maintenant  ce  que  nous  donne  le  commentaire  arabe  sur  la  propo- 
sition I  d'Euclide. 

Héron.  —  «  Si  l'on  nous  demande  pourquoi  Euclide  s'est  pro- 
posé tout  d'abord  de  construire  sur  une  ligne  donnée  un  triangle 
équilatéral,  sans  se  préoccuper  de  commencer  par  un  triangle 
isoscèle,  je  répondrai  qu'il  n'a  pas  agi  ainsi  par  impuissance,  mais 
parce  que  la  facilité  et  la  brièveté  de  la  construction  du  triangle 
équilatéral  convenaient  mieux  à  un  début.  Mais,  quand  on  peut 
faire  l'une  de  ces  constructioîis,  on  peut  faire  l'autre,  et  l'une  peut 
être  substituée  à  l'autre. 


(*)  Je  n'iasi'^lc  pas  sur  la  singularilc  de  celle  soiiili<jn.  Il  faul  se  reiuIrc  compte 
(lu  but  proposé,  ({ui  est  évidciiiinenl,  non  pas  de  construire  un  triangle  isoscèle 
en  général,  mais  de  substituer,  pour  la  solution  du  problème  II,  à  rr(|uilatérai 
d'Euclide  un  isoscèle  construit  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées.  Toutefois, 
avec  les  mêmes  postulats  de  construction  et  sans  s'appuyer  sur  aucuii  théorème, 
il  est  possible  de  construire,  sur  une  base  donnée,  un  i>oscèie  ({uclcontiue.  O' 
problème  se  trouve  résidu  dans  un  sc(die  '^wc  inédit  (  Ms  de  la  nibliotliéquc  na- 
tii»nale,  fond*^  ^rec  IVi'l,  fol.  f<)«)  v.   . 
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)>Jlr'Vaisau  reste  cnseijj^ner  lu  conslruclion  d'un  triangle  isoscèlc 
•»iir  une  droite  donnée.  D'abord  supposons  la  ligure.  »  Suit  idenli- 
.••qucment  la  construction  de  Proclus,  qui  parait  seulement  avoir  un 
,  '..;  ^eu  abrégé  la  démonstration. 

«  Je  vais  maintenant  montrer  comment  on  peut,  sur  une  droite 
,    - .         donnée,  construire  un  triangle  scalène.  Je  considérerai  trois  cas  : 

»  1*'"  cas.  —  La  droite  donnée  est  plus  grande  que  l'un  des 
cotés  et  plus  petite  que  Taulre.  »  Suit  la  construction  de  Proclus. 

tt  2'-  cas.  —  La  droite  donnée  est  plus  petite  que  chacun  des 
deux  autres  côtés. 

»  3"  cas.  —  La  droite  donnée  est  plus  grande  que  chacun  des 
deux  autres  côtés.  » 

Pour  ces  deux  derniers  cas,  que  Proclus  avait  évidemment  sous 
les  yeux,  mais  qu'il  a  négligés.  Héron  procède  toujours  de  la 
même  façon;  pour  le  dernier,  il  se  contente  d'ailleurs  de  prendre 
le  sommet  du  scalrne  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles 
(A),  (B),  sans  se  préoccuper  de  la  possibilité  que  le  triangle  soit 
alors  isoscèle;  pour  le  cas  précédent,  il  choisit  un  point  sur  la  cir- 
conférence du  cercle  (D)  et  à  rextérleur  du  cercle  (A).  Je  crois 
inutile  de  reproduire  les  démonstrations,  qui  n'ont  aucun  intérêt. 

4.  J'emprunterai  le  second  exemple  au  commentaire  sur  la 
proposition  1,  47  (théorème  sur  le  carré  de  riiypolénuse).  Proclus 
(p.  4^9)  nous  dit  :  «  La  démonstration  du  Maître  étant  très 
claire,  je  pense  qu'il  faut  n\  rien  ajouter  de  superflu,  mais  se 
contenter  du  texte,  car  ceux  (jui  ont  voulu  y  laire  des  additions, 
comme  Pappus  après  Héron  (:•  T.zp\  llpwva  v.x\  lla7:zsv),  ont  été 
forcés  de  prendre  comme  Icmnics  des  pro|)ositions  démontrées 
dans  le  Livre  NI,  sans  aucun  résultat  utile  pour  la  matière 
traitée.   » 

La  clef  de  ce  passage  nous  est  donnée  par  le  manuscrit  de  Le\de; 
l'addition  faite  par  Héron  consiste  à  prouver  (jue  les  trois  lignes 
auxiliaires  employées  dans  la  démonstration  euclidienne  se  coupent 
en  un  même  poinl. 

Or  il  est  clair  que  la  preuve  naturelle  doit  s'appuyer  sur  la 
théorie  de  la  similitude,  c'est-à-dire  sur  le  Livre  VI.  Héron  a 
réalisé  le  tour   de   force,    un    peu   puéril,    de  se    passer   de    cette 
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théorie;  mais,  pour  cela,  il  a  été  obligé,  coninie  le  dit  Proclus, 
d'établir  quelques  lemmes  préalables,  qui  découlent  immédiate- 
ment du  principe  de  la  similitude,  tandis  qu'il  les  démontre  à 
l'aide  d'artifices  analogues  à  ceux,  dont  Euclide  s'est  servi  dans 
son  Livre  I,  pour  éviter  d'avoir  recours  à  ce  principe. 

Ainsi  le  premier  de  ces  lemmes  est  le  suivant  : 

«  I.  Si,  dans  un  triangle  AHC,  on  mène  DE  parallèle  à  la  base 
BC,  que  l'on  prenne  le  milieu  F  de  BC  et  qu'on  le  joigne  au 
sommet  A,  la  droite  AF  coupera  DE  en  un  point  G  qui  en  sera 
le  milieu. 

»  En  effet,  menons  par  A,  IIR  parallèle  à  BC,  par  D  et  E, 
IIDL  et  KEM  parallèles  à  AGF,  joignons  enfin  DF  et  EF.  Les 
triangles  ABF,  AGF  sont  équivalents,  comme  avant  des  bases 
égales,  et  leur  sommet  F  commun.  Les  triangles  BDF  et  FEG 
sont  aussi  équivalents  comme  ayant  des  bases  égales  BF  =  EC, 
et  étant  compris  entre  les  mêmes  parallèles  BC,  DE.  Retranchons 
membre  à  membre,  il  y  aura  érpiivalence  entre  les  triangles  ADF 
et  AEF,  dont  la  base  commune  AF  est  également  la  base  des  pa- 
rallélogrammes AL,  AM.  Ces  parallélogrammes,  d'après  le  raison- 
nement d'Euclide  (1,  4')»  seront  donc  équivalents  :  donc,  etc.  » 

(]e  premier  lemme  sert  à  démontrer  le  second,  qui  se  rapporte 
au  cas  où  la  parallèle  à  la  base,  au  lieu  de  couper  le  triangle, 
coupe  les  prolongements  des  côtés  et  de  la  médiane  au  delà  du 
sommet  A.  La  démonstration  se  fait  en  construisant  une  parallèle 
symétrique  du  côté  de  la  base;  cette  construction  s'effectue  en 
reportant  sur  les  côtés,  à  partir  du  sommet,  les  longueurs  des 
segments  interceptés  sur  leurs  prolongements;  on  démontre  faci- 
lement le  parallélisme  à  la  base  de  la  droite  qui  joint  les  points 
ainsi  obtenus,  et  l'on  applique  le  lemme  L 

Mais  préalablement  Héron  (à  moins  que  ce  ne  soit  le  commen- 
tateur arabe)  se  croit  obligé  à  la  démonstration  bien  inutile  de  ce 
fait  que,  si  l'un  des  points  symétriques  par  rapport  à  A  des  inter- 
sections des  côtés  prolongés  avec  la  parallèle  tombe  d'un  côté  de 
la  base,  l'autre  tombera  du  même  côté. 

«  Si,  dit-il,  on  mène  entre  deu\  parallèles  AB,  CD  trois 
droites  AD,  BC,  EF,  se  coupant  en  un  même  point  G,  je  dis  que, 
si  CF  =  FD,  on  aura  AE  =  EB. 

)»    Pour  le  démontrer,  je  dis  d'abord  que,  suivant  (jue  l'on  aura 


io4  PIIEMIF.RE  FAUTIE. 

AG  plus  grand  que,  égal  à  ou  plus  petit  que  GD,  on  aura  de 
même  BG  plus  grand  que,  égal  à  ou  plus  petit  que  GC.  Ainsi 
supposons  AG  >>  GD,  je  dis  que  BG  sera  >>  GC;  car  il  ne  peut 
être  ni  égal  ni  plus  petit. 

Si,  en  eflfet,  on  avait  BG  =  GC,  prenant,  sur  GD,  GM  =  AG, 
les  côtés  AG,  GB  du  triangle  AGB  seraient  respectivement  égaux 
aux  cotés  MG,  GC  du  triangle  MGC,  et  Tangle  compris 

AGI5  =  CGM  (  prop.  i5). 

Dès  lors,  d'après  (4  \  les  triangles  sont  égaux  :  donc  les  angles  GCM 
et  ABG  seront  égaux;  donc  (*')  CM  sera  parallèle  à  AB;  donc 
(3o)  elle  sera  parallèle  à  CD;  or  ces  droites  se  coupent,  ce  qui  est 
absurde.  On  ne  peut  donc  avoir  BG  =  GC. 

«  Si  maintenant  on  avait  BG  <i  GC,  prenant,  sur  GC,  GK  =  BG 
et  joignant  KM,  on  démonlrera  de  même  que  KM  est  parallèle  à 
AB,  donc  à  CD,  ce  qui  est  absurde.     ' 

De  même,  si  Ton  a  AG  =  GD,  on  démontrera  que  BG  ne 
peut  être  ni  plus  grand  ni  plus  petit  que  GC,  qu'il  lui  est  donc 
égal.  De  même,  si  AG  <;  GD,  on  prouvera  que  BG  <Z  GC.  » 

Suit  la  démonstration  proprement  dite  du  lemme  énoncé. 

Le  troisième  lemme  est  plus  intéressant,  et  c'est  lui  qui  con- 
stitue en  fait  le  nerf  de  la  ilémonstralion  pour  la  proposition  à 
prouver. 

Ce  lemme  est  la  réciproque  d'Euclide,  I,  43.  H  s'agit  de  prouver 
que,  si  un  parallélogramme  AB  est  découpé  en  quatre  autres 
ADCiK,  DF,  FGCB,  CE,  en  sorte  que  DF  et  CE  soient  équivalents, 
le  sommet  commun  G  sera  sur  la  diagonale  AB  ly/V-  '  )• 

Pour  le  prouver,  lliTon  prolonge  AG  jusqu'à  la  rencontre  en 
Il  avec  FC,  et  joint  IUk  [1  s'agit  do  prouver  que  IIB  est  dans  le 
prolongement  de  Ail. 

Les  autres  liirues  de  la  lii^ure  étant  tracées,  h  les  aires  DF,  EC 
étant  égales,  les  triangles  DGF,  ECXi  seront  équivalents.  Ajoutant 
à  chacun  le  triangle  GCF,  les  triangles  DCF,  ECF  seront  équi- ' 
valent  s.  Comme  ils  ont  même  base  CF.  d'après  (  4'*  **  C^'  "^^^^  P^~ 
rallèle  à  DE.  Mais,  d'après  ^vM  •  V^9  '  ^^  •  :>6  »,  les  triangles  AEK, 
DKG  seront  éi:au\  :  donc  EK  i=  KD:  «loue,  d'après  le  lemme  IL 
Cil  =  IIF.  Mais  i  Ki  »  BF  =  ce.  et  le<  an-le<  l\¥\\  =  HCG.  Donc 
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(4)  les  triangles  sont  égaux,  BIl  =  HG  et  les  angles  BIIF  =  CHG. 
Ajoutant  de  part  et  d'autre  l'angle  GHF,  la  somme  des  angles 
CHG  +  GHF  =  BHF  -h  GHF.  Mais  la  première  somme  est  égale 
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à  deux  droits,  donc  aussi  la  seconde.  Ainsi,  du  point  H  de  la 
droite  CF,  on  a  mené,  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  HA  et 
HBqui  font  avec  elle  et  d'un  même  côté  des  angles  dont  la  somme 
est  de  deux  droits.  Donc  HA  et  HB  sont  en  ligne  droite  ». 

c.   Q.   F.   n. 

Nous  arrivons  enfin  à  la  proposition  qu'il  s'agit  de  démontrer. 
«  Soit  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  {^fig^  2);  construisons 

Fig.  2. 


sur  BC  le  carré  CD,  sur  AB  le  carré  ABEF,  sur  AC  le  carré  ACGH. 
Menons,  par  A,  AKL  perpendiculaire  sur  BC,  joignons  EC,  qui 
coupe  AL  en  M,  joignons  MB  et  MG;  je  dis  que  ces  deux  droites 
sont  sur  le  prolongement  l'une  de  Tautre. 

n  Prolongeons  EB  et  GC  jusqu'à  leur  rencontre  en  N,  et  leurs 
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parallèles  GlI,  EK  jusqu'à  leur  rencontre  en  O;  menons  par  M 
PMQ  parallèle  à  EO,  et  SMR  parallèle  à  FC;  joignons  OA,  HF. 

»  Comme  II A  =  AC,  que  FA  =  AB  et  que  les  angles  FAH  =  BAC, 
les  triangles  sont  égaux-,  donc  BC  =  IIF  et  les  angles  x\BC  =  IIFA. 
Maïs,  comme  AK  est  perpendiculaire  à  la  base  du  triangle  rec- 
tangle, les  angles  ABC  =  CAK,  et,  d'autre  part,  les  diagonales  FH, 
AOsecoupanten  YjCtFYélantégal  à  YA,  les  angles  HFA=:OAF. 
Donc  les  angles  OAF  =  CAK.  Ajoutons  OAC  de  part  et  d'autre; 
OAC  4-  OAF  =  MAC  -H  CAO.  Mais  (i3)  la  première  somme  est 
de  deux  droits;  donc  aussi  la  seconde;  donc  OAM  est  une  ligne 
droite. 

»  Or  elle  est  la  diagonale  du  parallélogramme  OM;  dès  lors, 
d'après  (43),  les  aires  AS  ==  AQ.  Ajoutons  de  part  et  d'autre  Taire 
AM,  les  aires  MH  =  MF.  Mais,  dans  le  parallélogramme  FN 
coupé  par  la  diagonale  EMC,  les  aires  MF  =  MN.  11  y  a  donc  éga- 
lité entre  les  aires  MN,  Mil.  Dès  lors,  d'après  le  lemme  III,  BM 
et  MG  sont  en  ligne  droite.  »  c.  q.  f.  d. 

5.  Sur  la  proposition  48  et  dernière  du  premier  Livre  (réci- 
proque du  théorème  sur  le  carré  de  l'Inpolcnuse),  nous  retrouvons 
encore  dans  le  Commentaire  ai'abe,  sous  le  nom  de  Héron,  la 
démonstration  anonyme  donnée  pnr  Proclus;  les  lettres  (*),  diffé- 
rentes de  celles  d'Euclide,  se  correspondent  exactement,  comme, 
au  reste,  pour  le  Comnieutaire  sur  la  proposition  1.  Seulement, 
dans  cette  démonstration  par  l'absurde,  la  seconde  hypothèse, 
développée  par  Proclus  comme  la  première,  ne  l'est  pas  dans  le 
texte  arabe,  où  îl  est  seulement  Indiqué  qu'elle  se  traiterait  de 
même. 

Ces  extraits  suflîsent  pour  le  but  que  je  m'étais  proposé.  Il  est 
clair  que,  si  intéressants  que  puissent  être  historiquement  les 
scolies  arabes  qui  portent  le  nom  de  Héron,  ou  ne  peut  guère 
leur  attribuer  une  valeur  scientifique  considérable.  Dans  les  autres 
Livres  pour  lesquels  le  Commentaire  de  Proclus  est  perdu,  il  n'y 
a  guère  de  remarquable  (^)  que  l'idée  de  démonlrer  sans  ligures 


(*)  Dans  les  extraits   qui   procrèdcnt,  j'ai   subsliluc  au\  lettres  grecipies  le>  vo- 
inuiiies  de  inèiiie  rang,  en  ne  comptant  pas  J  codinie  lettre. 

(')  J'observe,  à  litre  de   ruriosité,  t\iic.  dans  le  Livre  111.  Héron  inler>orlissait 
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les  propositions  du  Livre  H,  à  parlir  de  la  seconde,  comme  con- 
séquences analytiques  de  la  première,  à  savoir 

a{b  -r-  c  -^  ci)  =  ab  -^  ac  -^  ad. 

En  tout  cas,  une  question  assez  grave  doit  se  poser  :  Est-il  pro- 
bable que  Je  Commentaire  de  Héron  ait  encore  subsisté  intégrale- 
ment chez  les  Arabes,  et  soit  tombé  entre  les  mains  du  Nirizi, 
vers  Tan  900  de  notre  ère? 

Je  n'hésite  pas  à  répondre  non  ;  tout  d'abord,  il  est  certain  que 
nous  sommes  loin  d'avoir  en  entier  ce  f^lommentaire.  Ainsi,  dans  le 
texte  arabe,  rien  absolument  ne  correspond  à  telle  citation 
expresse  de  Proclus  (ex.  p.  3o5).  A  en  juger  par  ce  qui  nous 
reste,  le  Commentaire  de  Héron  paraît  avoir  été  très  complet  et 
très  détaillé;  mais  il  n'a  été  utilisé  que  d'une  façon  très  inégale  et 
tout  à  fait  insuffisante  pour  donner  une  idée  exacte  de  son 
étendue. 

En  second  lieu,  rien  ne  nous  prouve  que  le  Nirizi  ait  traduit  du 
grec  les  extraits  qu'il  nous  a  conservés;  il  cite  des  comgnentateurs 
arabes  qui  l'avaient  précédé,  par  exemple  Al-Kindi.  Ces  extraits 
peuvent  donc  avoir  été  faits  par  l'un  de  ces  commentateurs. 

Enfin  ils  peuvent  avoir  été  transmis  aux  Arabes  dans  un  Com- 
mentaire grec  d'une  époque  bien  postérieure  à  Héron.  A  la  vérité, 
le  Nirizi  ne  paraît  aucunement  connaître  ni  Porphyre,  ni  Pappus, 
ni  Proclus.  Il  sait  toutefois  que  le postulatum  des  parallèles  a  été 
l'objet  de  tentatives  de  démonstration  de  la  part  de  Ptolémée  et 
de  Diodore  (*).  D'autre  part,  son  Commentaire  sur  les  définitions 
et  les  axiomes  du  premier  Livre  est  emprunté  à  un  auteur  grec 
dont  le  nom  ne  peut  être  transcrit  que  sous  la  forme  Siniplicius('), 

Est-ce  le  fécond  commentateur  du  vi"  siècle?  A  côté  d'Aristote, 
aura-t-il,  lui  aussi,  entrepris  Euclide,   et  son  œuvre  se  sera-t-elle 


l'ordre  des  propositions  5  et  6,  le  cas  de  taiigcnce  de  deux  cercles  lui  paraissant 
devoir  précéder  le  cas  d'inlersection. 

(»)  Nous  n'en  savions  rien  pour  ce  dernier,  qui  est  probabicnicnl  le  mathéma- 
ticien alexandrin  vivant  vers  la  (in  du  1*'  siècle  avant  notre  ère. 

(*)  Le  Commentaire  sur  les  définitions  est  mallieureuseinent  perdu  en  prestjue 
totalité,  par  suite  d'une  lacune  d'un  feuillet  dans  le  manuscrit.  Sur  les  axiomes, 
Héron  n'apparaît  «juo  pour  une  courte  remar(|ue  d'un  Jiiiaclcrc  tout  à  fait  gé- 
néral. 
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conservée  en  Perse,  grâce  à  ses  relations  dans  ce  pays,  lundis  (|ue 
toute  autre  trace  en  a  disparu  pour  nous?  On  ne  peut  à  cet  rgard 
formuler  que  des  conjectures.  Mais,  si  c'est  bien  lui  et  s'il  a  eu  le 
commentaire  de  Héron  à  sa  disposition,  on  ne  peut  douter,  d'après 
ses  habitudes,  qu'il  n'en  ait  fait  de  fréquents  extraits  dont  il  aura 
soigneusement  indiqué  la  source. 

En  tous  cas,  l'existence  du  travail  de  ce  Simpliciits  est  bien 
constatée,  et  le  plus  probable,  quant  à  la  transmission  des  scolies 
de  Héron  aux  Arabes,  me  paraît  être  qu'elle  se  sera  faite  par  cet 
intermédiaire.  Mais,  comme  il  est  difficile  d'assigner  à  cet  auteur 
une  date  tant  soit  peu  reculée,  même  si  l'on  ne  voulait  pas  l'iden- 
tifier avec  le  philosophe  du  vi*'  siècle  de  notre  ère,  plusieurs  diflfi- 
cultés  surgissent. 

Avait-il  lui-même  le  Commentaire  de  Héron  entre  les  mains?  On 
doit  le  penser;  car,  s'il  en  avait,  comme  Proclus,  emprunté  les 
extraits  à  Porphyre  et  à  Pappus,  il  aurait  sans  doute  utilisé  égale- 
ment ces  derniers  auteurs  auxquels  on  ne  peut  certainement  refuser 
un  certain  degré  d'originalité  (*),  et  l'on  devrait  retrouver  leurs 
traces  dans  les  scolies  arabes.  Au  contraire,  s'il  avait  retrouvé 
l'Ouvrage  de  Héron,  on  comprend  qu'il  ait  pu  négliger  les  com- 
mentateurs postérieurs. 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  le  travail  de  Héron  sur 
Kuclide  devait  encore  exister  au  temps  de  Proclus;  ce  dernier 
aurait  donc  pu  l'utiliser  dircclemenl.  Mais  cela  n'entraîne  nulle- 
ment comme  conséquence  qu'il  l'ait  réellement  utilisé  de  la  sorte, 
et  je  ne  vois  aucun  motif  de  rétracter  l'opinion  contraire  que  j'ai 
émise  en  discutant  la  question  des  sources  de  Proclus. 


(')  Comme   au   contraire   Proclus  n'est    nullement  original,  on  peut    très  i)iea 
admettre  (jue  Simplicius   n'ait  pas  tenu  compte  «le  son  Uavail. 
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SUR  LES  FONCTIONS  A  ESPACES  LACUNAIRES; 
Par  m.  K.  GOUHSAT. 

Dans  une  Note  insérée  au  l.  XCIV  des  Comptes  rendus,  p.  716, 
j'ai  énoncé  un  ihéoréme  très  général  permellant  fie  former  des 
loiiclions  uniformes  monogènes,  n'existant  qu'à  l'intérieur  ou  à 
Tcxlérieur  de  certaines  régions  du  plan,  limitées  par  des  courbes 
de  forme  quelconque.  Ce  n'est  qu'après  la  publication  de  cette 
Note  (jue  j'ai  eu  connaissance  d'un  travail  de  M.  Poincaré  paru 
quelques  mois  auparavant  dans  les  Acta  Societ.ntis  Fennicœ 
(t.  Xni),  où  le  savant  géomètre  démontre  un  tliéorème  absolu- 
ment identique.  Comme  la  démonstration  qu(;  je  donne  n'est  pas 
tout  à  fait  la  même,  au  moins  dans  la  forme,  que  celle  de  M.  Poin- 
caré, comme,  d'autre  part,  l'exaclitude  du  théorèîue  a  été  con- 
testée (*),  je  ne  crois  pas  inutile  de  reproduire  ici  celte  démon- 
stration dans  tous  ses  détails. 

Considérons  deux  séries  à  termes  quelconques  : 

(  !A  )  Cj  j  Cj,         •  •  •  t         ^vj         •  •  •  ) 

dont  la  seconde  est  absolument   convergente.   Le    théorème  en 
question  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Soit  C  nne  circonférence  de  ravon  R  et  de  centre  Xq,  ne  conte- 
nant à  son  intérieur  aucun  point  rr,  et  passant  par  un  seul  de  ces 
points;  la  série 


V=:«> 


(  3  )  > 

Jmà  (l^j  —  ./ 


V 
V  =  ! 


convergente  à  Tintérieur  de  C,  représente  dans  ce  domaine  une 
fonction  analvtique  de  la  variable  x  qui  peut  être  développée  en 
série  suivant  les  puissances  croissantes  et  positives  de  j: —  Xq,  Le 
cercle  de  convergence  de  cette  série  est  précisément  le  cercle  C. 


(•)   Voir  une  Comiiiiiniratiori  do  M.  Lonli  dans  les  Comjftes  rendus  de  la  So- 
ciété royale  des  Sciences  de  /io/iênie,  1")  luinhic  iSS(). 


i  lO 
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On  peut,  sans  restreindre  la  «généralité,  supposer  .r„=r(>.  En 
cITet,  si  Ton  pose  .r  =  jro4-  -c,  la  série  précédente  devient 


V-! 


n., 


OÙ  Cv  =  Cv ^^>  à^=^ay,  —  :ro;  le  point  Oy,  étant  extérieur 

cercle  C  de  centre  .To,  le  module  de  la  quantité 


au 


a. 


Cly  J^Q 


reste  inférieur  à  une  certaine  limite  M  et  la  série 


s-- 

V-.I 

est  absolument  convergente  comme  la  série  (ri).  On  peut  supposer 
de  plus  que  c'est  le  point  a^  qui  est  sur  la  circonférence  C.  Soit, 
par  conséquent, 

|«il=H,         |a,|>H,         e>i; 
posons 


/v(^)=   - 


CJy  «  lly 


«v —  X 


-4-00 


I  


a. 


''<.-^)=2/v(^)- 


V— I 


Attribuons  à  .r  une  valeur  de  module  /•  inférieur  à  H,  toutes  les 
fonctions  /v(«^)  pourront  élre  développées  en  séries  convergentes 
et  F(*ï^)  sera  la  somme  du  tableau  à  double  entrée  ci-dessous,  sup- 
posé évalué  par  lignes  borizontales, 


Ci-i-Ci—   -h  Cl'—  -i- 


•// 


«1 


T 


a 


-^ci-t;  -^ 


a 


a 


V{T^-^ 


C2-t-  C^ ~ 


-Ci 


.r« 


a 


II 


X 


n 


r.j 


c- 


Cj 


fl^J 


a 


n 
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Si  l'on  remplace  chaque  terme  par  sou  module,  on  a  encore  un 
liihleau  conver<^ent  donl  la  somme  est  moindre  que 

par  suite,  nous  pouvons  Taire  la   somme  du  premier  tableau  par 
rolounes  verticales,  et  nous  obtenons 

<  î  )  V{  X)  =  Ao  -+-  A]  .r  -4- .  . .  -h  \„x"  ^- .  .  . , 

-+-ao  -4-  co 

OÙ  A,, = y  ^v,  A,, =y  ^ . 

V  =  I  V  =:  l 

Nous  vovons  déjà  que  F(x)  est  une  fonction  monogène  bolo- 
nior])lie  à  l'intérieur  du  cercle  C.  Je  dis  maintenant  que  la  série  (4) 
est  divergente  si  le  module  de  x  est  supérieur  à  R.  En  effet, 
puisque  la  série  (?.)  est  absolument  convergente,  nous  pourrons 
trouver  un  nombre  entier  positif />,  tel  que  l'on  ait 

(5)  2  l'^'K^I^'l: 

V=p-4-l 

le  nombre  p  étant  choisi  de  cette  façon,  la  fonclion  V{x)  peut  se 
décomposer  en  deux  parties 


où  Ton  a 


V=/> 


^'x{^)  =  ^M^)^ 


V-    t 

-f-ao 


F,^^)=,_f:i_^  2  M"" 


La  fonction  rationnelle  Fi(-r)  n'a  que  des  pôles  de  module 
supérieur  à  R;  elle  sera  donc  développabic  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x  et  convergente  dans  un  cercle 
de  rayon  R'>>  R.  Quant  à  F.j(x),  on  aura 

(G)  Vi{x).—  Bo-H  BiJ--   . .  .-t-  y^nx"-^ 

ou  B„  =  —  +    '—  +  â'-  -f-  •  •  •  • 


112  PKËMIÈUE   PARTIE. 

Le  coefficient  B„  peut  s'écrire 


B 


mais  on  a  par  hypothèse    —    <  i  el  le  module  de  la  somme 


2  «■  (£)■ 

sera,  d'après  la  condition  (3),  inférieur  à  -  |  c<  |;  de  sorte  que  l'on  a 
la  double  inégalité 

i|c.|<|B„a?|<||c,|, 


et  de  cette  double  inégalité  il  résulte  immédiatement  que  la 
série  (6)  est  divergente  si  |^|=|«<  |,  car  le  module  du  terme  gé- 
néral peut  s'écrire 

|B«aî|x 


En  ajoutant  à  la  série  (6),  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R, 
une  série  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  R'  >  R,  telle  que 
celle  qui  représente  F<(j7),  il  est  clair  que  la  série  obtenue,  qui 
représente  F(j?),  admet  encore  le  cercle  de  rayon  R  pour  cercle  de 
convergence.  c.  q.  f.  d. 

De  ce  théorème  on  déduit  aisément  un  procédé  général  pour 
former  des  fonctions  uniformes  monogènes,  admettant  des  cou- 
pures ou  des  espaces  lacunaires  en  nombre  quelconque.  La 
série  (2)  étant  seulement  assujettie  à  la  condition  d'être  absolu- 
ment convergente,  supposons  que  les  points  ai  soient  distribués  sur 
un  certain  nombre  de  courbes  C,  C\  . . . ,  de  façon  que  sur  tout  arc 
Jini  de  l'une  de  ces  courbes  il  y  ail  toujours  une  infînité  de  ces 
points.  La  série  (3)  représente  une  fonction  holomorphe  F(x) 
dans  le  domaine  de  tout  point  Xq  non  situé  sur  les  courbes  C, 
(7,  ....  Dans  le  voisinage  d'un  point  Xo,  celte  fonction  F{x) 
peut  élre  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  positives  de  x  —  Xqj  P(.r  —  Xq),  Je  dis  que  le  cercle  de 
convergence  de  celle  série  ne  peut  contenir  à  son  intérieur  aucune 
portion  des  contours  C,  C^' Supposons,  par  exemple,  que  ce 
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cercle  découpe  sur  le  contour  C  un  certain  arc  sur  lequel  il 
existe,  par  hypothèse,  une  infinité  de  points  a,.  Nous  pourrons 
prendre  sur  cet  arc  un  point  a>i,  et  sur  la  normale  en  ce  point  un 
point  x'^  tel  que  le  cercle  décrit  du  point  x'^  comme  centre  et 
passant  par  le  point  a^  soit  tout  entier  à  Tintérieur  du  cercle  dé- 
crit du  point  Xq  comme  centre  et  laisse  tous  les  autres  points  «/  à 
l'extérieur.  Mais  alors  la  fonction  F(x)  pourrait  être  développée 
suivant  les  puissances  de  x  —  x'^  dans  un  cercle  de  rayon  plus 
grand,  ce  qui  est  contraire  au  théorème  précédent. 

Si  les  contours  C,  C",  . . .  sont  des  arcs  de  courbes  non  fermés, 
tels  que  des  segments  de  droite,  la  série  (3)  définit  une  fonction 
uniforme  monogène  existant  dans  tout  le  plan,  sauf  le  long  de  ces 
arcs  de  courbes,  qu'elle  admet  comme  lignes  singulières  essen- 
tielles. Si  les  points  a  sont  distribués  sur  une  courbe  fermée  C<, 
ne  se  coupant  pas  elle-même,  la  série  (3)  définit,  au  contraire, 
deux  fonctions  distinctes  dont  Tune  n'existe  qu'à  l'intérieur  de  la 
courbe  C|  et  admet  comme  espace  lacunaire  la  portion  du  plan 
extérieure  à  cette  courbe,  tandis  que  l'autre  n'existe  qu'à  l'extérieur 
de  C|.  On  pourrait  multiplier  les  exemples  et  faire  de  nouvelles 
hypothèses  sur  la  distribution  des  points  a,  par  exemple  en  les 
supposant  condensés  dans  une  aire  et  non  plus  seulement  sur  une 
courbe.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  l'exemple  donné  par  M.  Poincaré 
et  cité  dans  le  Cours  de  M.  Hermite  (3*^  édition,  p.  i5G). 

C'est  à  cette  catégorie  de  fonctions  que  se  rattache  l'exemple 
donné  récemment  par  M.  Stieltjes  (Bulletin,  février  1887,  p.  /\6). 
M.  Slielljes  prend  une  suite  indéfinie  de  quantités 


^ly       ^tf        •  •  •  )       ^ 


rt? 


dont  le  module  est  égal  à  Tunité  et  qui  sont  distribuées  de  telle 
sorte  sur  la  circonférence  de  rayon  un  ayant  pour  centre  l'origine 
que  sur  un  arc  fini  de  cette  circonférence  il  y  a  toujours  une  infi- 
nité de  ces  points.  La  série  considérée 

1 

peut  s'écrire 

V  J_  f^  —  ^^n-^  ^r,\  V^  _l_         ^  _I_         a„ 

^  /i»  V       «/i—  -       /  ~      ^  ri*      Zà  n*  an—  z  ' 
1  1  1 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  -2"  svric,  i.  XI.  (Mai  1887.)  8 
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c'est  précisément  la  série  (3)  où  Ton  a  fait 


^-^i 


Voici  encore  un  exemple  analogue.  Soient  a  un  nombre  incom- 
mensurable, V  un  nombre  entier  positif;  posons 

Tous  les  points  ûy  ont  un  module  égal  à  Tunité  et  sont  distincts. 
De  plus,  d'après  la  théorie  des  fractions  continues,  on  peut  trouver 
deux  nombres  entiers  v  et  [jl,  tels  que  la  différence  27r(va  —  p.)  soit 
moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  e,  aussi  petit  qu'on  le 
voudra.  Il  existe  donc  des  puissances  de  a  dont  Targument  est 
aussi  voisin  de  zéro  qu'on  le  veut  et,  par  suite,  sur  un  arc  fini  de 
la  circonférence,  il  y   aura  toujours  une  infinité    de  points  a. 

Prenons  ensuite  Cv=  -^>  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  fonc- 
tion 


■+-• 


admet  comme  espace  lacunaire  toute  la  portion  du  plan  extérieure 
au  cercle  mod^=  i.  En  développant  F(^)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x,  nous  trouvons 

(8)  F(x)  =  i+-— —  +  -——  + 


2  a  —  I        2  a«  —  I  2  a"  —  i 


Si  Ton  supposait  le  module  de  a  égal  à  l'unité,  et  son  argument 
commensurable  avec  t:,  celte  fonction  F(^)  se  réduirait  à  une 
fonction  rationnelle. 


.    .•.«Mkl^MflL.M  .      .  A.-  lAJ 
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PRINCIPES  D'UN  CALCUL  ALGÉBRIQUE  QUI  CONTIENT  COMME  ESPÈCES 
PARTICULIÈRES  LE  CALCUL  DES  QUANTITÉS  IMAGINAIRES  ET  DES  QUA- 
TERNIONS; 

(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hcnnile)  (*)• 

Par  m.  LIPSCHITZ. 

....  Quant  à  la  notion  de  l'Algèbre,  je  suis  convaincu  de  la 
justesse  de  l'énoncé  que  l'objet  de  cette  science  est  défini  par  les 
résultats  d'un  nombre  limité  d*opérations,  addition,  soustraction, 
multiplication  et  division,  ces  opérations  faites  sur  des  quantités 
réelles.  Sous  ce  point  de  vue,  l'introduction  du  radical  propre 
aux  quantités  imaginaires  paraît  fondée  sur  le  fait  algébrique  que 
le  produit  de  deux  sommes  de  deux  carrés  s'exprime  également 
par  une  somme  de  deux  carrés.  De  même  les  règles  du  calcul  des 
quaternions  introduit  par  Hamillon  découlent  de  la  représenta- 
tion, proposée  par  Euler,  du  produit  de  deux  sommes  de  quatre 
carrés  comme  une  somme  de  quatre  carrés.  Or  mon  attention 
s'est  fixée  sur  la  circonstance  que  la  composition  de  deux  sommes 
de  quatre  carrés  s'est  présentée  dans  votre  premier  Mémoire  sur 
les  formes  quadratiques,  publié  dans  le  tome  47  du  Journal  de 
CrellCy  à  l'occasion  de  la  transformation  de  la  somme  de  trois 
carrés  en  elle-même.  Partant,  la  méthode  que  vous  avez  trouvée, 
vous-même  et  M.  Cayley,  pour  la  transformation  de  la  somme  de 
n  carrés  en  elle-même,  m'a  conduit  à  découvrir  les  règles  d'un 
nouveau  genre  de  calcul  algébrique,  où  le  calcul  usuel  des  quan- 
tités imaginaires  et  le  calcul  des  quaternions  sont  contenus  comme 
les  deux  premiers  cas.  Si  vous  voulez  suivre  l'explication  que  je 
vais  vous  en  faire  maintenant,  vous  verrez  la  différence  qui  existe, 
entre  ma  méthode  et  l'extension  du  calcul  des  quaternions  donnée 
par  Ilamilton  dans  les  tomes  VII,  VIII,  IX  du  Pliilosophical 
Magazine.  Je  me  réserve  de  comparer  mes  recherches  au  travail 
de  M.  Frùbenius,  ])ul>lic  dans  le  tome  LXX.XIV  du  Journal  de 
feu  notre  ami  Borchardl. 


('  )  Celle  ComniunicalioQ,  insiTcc  aux  Comptes  rendus,  t.  XCI,  en  oclol)re  1880, 
est  reproduite  ici  d'après  le  drsir  de  l'aulcur  ;  clic  doit  rire  rupprochce  de  l'analyse 
que  M.  Lipscliitz  a  bien  voulu  nous  donner  dans  le  lomo  prceédent,  p.  i(i3,  de 
5on  important  Ouvrage  Sur  les  sommes  de  earres.  G.  D. 
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Soienl  données  —  —  c|uanlilés  réelles  quelconques  A^A»  où  a 

et  h  parcourent  les  valeurs  i,  2,  ...,  n  el  où  A^^  4- A^^  =  o.  On 
en  forme,  avec  les  variables  réelles  jt^,  ...,  Xn  ^t  >'i,  ...,>*//  les 
n  équations 

d'où  suit  Téquation 

Alors  le  déternninant  AX  du  svstènne  des  coefficients  à  gauche  et  à 
droite  a  la  propriété  d'être  égal  à  la  somme  de  Tunité  el  de  2"  ~*  —  1 
déterminants  gauches  impairs,  partant  de  a"""*  carrés,  dont  les 
racines  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  des  \ah*  Suivant  une 
proposition  donnée  par  Jacobi  dans  le  tome  2  du  Journal  de 
Crelle,  je  désignerai  chaque  racine  en  affectant  la  lettre  X  d'indices 
d'un  seul  terme  pris  dans  Tordre  correspondant,  par  exemple 

Â1J34  =  Aiî  A34  -f-  Au  A^î  -4-  An  Aj3. 

Donc  la  fonction  \abcd...fy  pf^r  une  permutation  quelconque  des 
indices  différents,  se  change  en  elle-même  ou  dans  sa  valeur  néga- 
tive selon  que  la  permutation  est  réductible  à  un  nombre  pair  ou 
impair  de  changements  de  deux  indices.  Pour  la  valeur  n  =  2,  le 
système  des  coefficients  à  gauche  et  à  droite  est  construit  ainsi 
(jue  les  termes  de  la  première  et  de  la  seconde  ligne  verticale  ne 
diffèrent  entre  eux  (|uc  par  l'ordre  et  par  les  signes  zb  y  appliqués. 
Au  contraire,  pour  chaque  valeur  de  n  plus  grande  (|ue  2,  les 
/i  équations  formulées  permettent  d'en  déduire  2""'  —  n  équations 
nouvelles  qui,  jointes  aux  premières,  fournissent  un  système  dont 
les  coefficients,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  )v/4rr/. ../> 
ont  la  propriété  que  les  termes  des  li<j;nes  verticales  ne  diffèrent 
entre  eux  que  par  l'ordre  et  par  les  signes  ±:  ([ui  y  sont  appliqués. 

Comme  cha([ue  équation  nouvelle  sera  caractérisée  par  le  coef- 
ficient dont  X\  sera  alfecté,  distinguons  le  cas  du  coefficient 
'm23.../»  ^^  <li*  coefficient  Â23. y  En  appliquant  aux  équations  don- 
nées successivement,  pour  le  premier  cas  les  l'acleurs 

"S.  *  * 
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pour  le  second  cas  les  facteurs 

raddition  donne  respectivement  les  équations 

^lî3..,pJ^I-f-  ^3V.../i-7î  -T-.  .  .-4-  \iz,jp-\)^p  -+-  ^(/>-*-l)23...;î'2?p-t-I-T-.  .  .-+-A«  23...;?^rt 
=  — ^•IÎ3.../»Xl-+-^'3V...p>'2  ~.  .  . 

"^  ^^23...(p-l)^/*  — >(p-»-l)J3.../^>'/*4-l— .  •  •  — ^^«,Î3.../|J/I» 

=  ^^"...7^1  -^  ^3*...7l7l  -^  •  •  . 

-^  ^11.  .(7-1)^7  —  ^•(7^ni2...7/7-^I  —  ...  —  ^n,Iî...7>'/|. 

De  celles-ci  suivent  toutes  les  équations  désirées,  si  Ton  substitue 
pour  23 . .  ./>  et  pour  aS . . .  y  toutes  les  combinaisons  de  nombres, 
qui  diffèrent  entre  eux  et  de  l'unité.  Maintenant  on  voit  facilement 
que  la  somme  des  termes  à  gauche  du  système  complet  de 
2"~*  équations,  élevés  au  carré,  devient  égale  au  produit  du  déter- 
minant A);  et  de  la  somme  xj  -|-  x]  -|-. .  ,-\-  x^;  la  somme  semblable 
à  droite  devient  de  même  égale  au  produit  de  AX  et  de  la  somme 
y]  -hyl  -h. .  ''^yJt')  ^'^^  ^"^^  encore  Péquation  de  transformation 
de  la  somme  de  n  carrés  en  elle-même.  Voici  les  faits  d'Algèbre 
qui  servent  de  base  à  ce  que  je  vais  exposer. 

J'introduis  une  série  de  symboles,  qui  seront  appliques  aux 
quantités  réelles  comme  facteurs,  et  je  suppose  que  le  signe 
négatif  d'une  quantité  réelle  puisse  être  attribué  an  symbole  res- 
pectif. En  y  joignant  H-  i  et  —  i,  je  dénote  le  nombre  2"  de  sym- 
boles comme  il  suit, 

où  les  indices  d'un  symbole  diffèrent  entre  eux,  et  où,  par  une 
permutation  quelconque  des  indices,  le  symbole  se  change  en  lui- 
même  ou  dans  le  même  symbole  pris  négativement,  selon  que  la 
permutation  est  réductible  à  un  nombre  pair  ou  impair  de  chan- 
gements de  deux  indices.  Après  avoir  multiplié  les  2""'  équations 
du  système  formulé  auparavant  par  les  symboles 

■  •  • 

dont  les  indices  correspondent  aux  indices  des  facteurs  de  x^^  je 
les  ajoute  ensemble  el  j'observe  que  la   conslitulion   des  exprès- 
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sions  permet  de  représenter  la  somme  à  gauche  comme  un  produit 
symbolique,  dont  le  premier  facteur  a  la  forme 

et  le  second  facteur  la  forme 

où  le  résultat  de  la  multiplication  de  deux,  symboles  dépend  de 
l'arrangement  des  facteurs  et  s'exprime  linéairement  à  l'aide  des 
symboles  introduits  par  un  système  de  règles  déterminées.  Pareil- 
lement on  pourra  représenter  la  somme  à  droite  comme  un  pro- 
duit dont  le  premier  facteur  a  la  forme 

et  le  second  facteur  la  forme 

OÙ  les  règles  de  la  multiplication  des  symboles  seront  aussi  déter- 
minées. Le  premier  système  de  règles  est  le  suivant  : 

hi  ht  =^h     hiik...p  hi  =  —  hk...py     hk,..p  «12  =  'U3v...p,     hk,..qA  ht  =  *t8...7> 
le  second  système,  celui-ci  : 

•        •  •■  •  •  •  ••  • 

Les  deux  systèmes  présentent  les  mêmes  règles  pour  la  multi- 
plication de  deux  symboles  à  deux  indices  : 


•         • 


De  plus,  le  premier  système  indique  le  résultat  de  la  multipli- 
cation d'une  série  quelconque  de  symboles  à  deux  indices,  pourvu 
qu'en  les  associant  on  marche  de  gauche  à  droite;  le  second  sys- 
tème indique  le  résultat  de  la  multiplication  de  la  même  série  de 
symboles,  pourvu  qu'eu  les  associant  on  marclie  de  droite  à 
gauche,  et  les  deux  résultats  coïncident.  C'est  pourquoi  il  est 
permis  d'exprimer  chaque  symbole,  par  exemple  iabcdcft  comme 
le  produit  des  svmboles  à  deux  indices,  l'ordre  des  indices  restant 
le  même  : 

•  •  •         « 

^ahcdcf   ~    ^ab^ctt^cf' 
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Ed  oulre,  pour  la  multiplicatioD  de  deux  symboles  quelconques, 
on  aura  la  règle 

iabcdef  ^a'b'c'd't'f  =  iab  Icd  ief  ^a'b'  h'd'  ie'f'i 

par  laquelle  se  trouve  remplie  la  loi  associative  de  Hamilton. 

Après  avoir  réduit  la  multiplication  des  symboles  quelconques 
à  la  multiplication  des  symboles  à  deux  indices,  il  mVst  venu 
ridée  que  Ton  peut  aller  plus  loin  et  représenter  chaque  symbole 
à  deux  indices  comme  le  produit  de  deux  signes  primitifs.  Par 
là  on  réussit  à  exprimer  les  a""*  symboles  à  l'aide  de  n  signes 
primitifs  A*i,  A'2,  . . .,  A^^. 

A  cet  effet,  je  suppose  les  équations 

lab  =  ^'a^t'i  ^ba  =  '^b'^a' 

Alors  se  présentent  nécessairement  les  règles 

^b^a  ~~  —  ^tz  ^bj  ^a  ^b^a  ^b  ~~  —  ï  >  ^'a  ^b^b  ^c  ~^  —  ^a  ^c  '•> 

de  plus,  on  a 

^abcd  ^  "a ^b ^c ^di  •  •  .  • 

Maintenant  la  multiplication  des  symboles  s'exécute  par  la  mul- 
tiplication des  signes  primitifs,  et  pour  celle-là  il  y  a  seulement 
ces  deux  règles,  que  la  transposition  de  deux  signes  primitifs  voi- 
sins différents  entraîne  l'apposition  du  facteur  —  1,  et  que  deux 
signes  primitifs  voisins  égaux  doivent  être  chassés  et  remplacés 
par  le  facteur  —  1 . 

Les  signes  primitifs  forment  une  série  continuelle  qui  passe  de 
/i  =  2  à  une  valeur  de  n  quelconque.  Pour  n  =  2,  le  symbole  i 
est  scindé  en  deux,  et  Ton  a  les  quatre  unités 

-f-i,    —I,        i  =  kiki,       —  t  =  XjAi. 
Pour  n  =  3,  on  a  les  huit  unités  du  calcul  des  quaternions 
4-1,  i  =  kikt,  J=ktk3y  A=X3A-,, 

Pour  /i  =  4)  il  y  a  les  seize  unités 

-4-1,  *lî  =  ^'l^î«  •••»  'lî3i   =  A|  Aj  A3/4, 

—  I,        — 'ij  =  mA"3.        ...,        — 'nii  =  ^îA"!  A'jAi. 
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Passons  à  notre  équation  pour  le  cas  général  et  posons 

\j  =  I  -f-  n"j  A*2  Au  -h  .  .  .  -f-  A"i  A'j  .  .  .  A/i'M2...p  -f"  ■  .  .  "H  A"2  A*3  ...  f^'r/ ^^Î3...q  "t- .  .  ,  , 
X    =  Xl  -h  ^1  kfXt  -h  .  .  .  -+-  kl  /Cn^/ii 

Ll   =   I    A.'l  Aj  Au  .  .  . Al  A'j  .  .  .  rCpAi^^^^p    -h.  .  .-!-  A'j  A*3  .  .  .  fîfjkf^^^^q  -+-..., 

Partant,  nous  avons  l'équation 

L\  =  YLi. 

Maintenant  la  composition  de  deux  transformations  de  la 
somme  a:J  -f- . . . -h  :r J  en  elle-même  peut  être  représentée  par  une 

multiplication.    Soient   données  — quantités  réelles   [jl^^,  à 

Taide  desquelles  on  formera  une  transformation  de  la  somme 
y^^  H-. .  .-f- J''  dans  la  somme  z\  -h. . .-{-  zj^.  Supposons  que  par  la 
substitution  de  [x  à  ).,  de  y  h  x^  de  z  k  y  y  on  ait  M  pour  L,  M  i 
pour  L|,  Y  pour  X,  Z  pour  Y;  il  vient  l'équation 

MY  =ZM,. 

Après  avoir  multiplié  l'équation  précédente  par  le  facteur  M, 
en  conséquence  de  la  loi  associative,  on  tire  de  l'équation  en  ques- 
tion 

MLX  ^ZM,Li. 

Dans  notre  système,  à  une  expression  L  correspond  l'expression 
conjuguée 

où  l'ordre  des  signes  primitifs  est  l'inverse.  Alors  le  produit  LL' 
devient  égal  au  déterminant  Aa,  qui  est  une  somme  de  2""*  carrés. 
En  dénotant  par  M'  l'expression  conjuguée  à  l'expression  M,  au 
produit  LM  est  conjugué  le  produit  M'L',  et  le  produit  LMiVrL'  a 
la  valeur  réelle  Aâ  Au. 

Si  je  ne  me  suis  pas  trompé,  Tintroduction  des  signes  primitifs 
contribue  à  éclaircir  la  théorie  des  quantités  imaginaires  et  des 
quaternions,  parce  qu'elle  est  tirée  de  l'algèbre  des  quantités 
réelles  sans  aucun  tâtonnement. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

KNESER  (A.)*  —  Irreduktibilitàt  uxd  Monodromiegruppe  algebraischer 
Gleichungen.  Inaugural-Dissertation.  47  p.  in-S".  Berlin,  Hermann,  1884. 

Soit  y  une  fonction  algébrique  des  variables  x^^  x^^  . . .,  x„t 
définie  par  une  équation  entière  en  y^  a:,,  x^^  ...,  Xm  et  du 
degré  /i  en  ^;  partons  d'un  système  de  valeurs  des  variables  x  ou 
d'un  point,  tel  que  les  n  valeurs  correspondantes  de  y  soient  finies 
et  distinctes,  et  supposons  que  le  point  (X|,  x^f  - . . ,  Xn)  décrive 
d*unj  manière  continue  une  courbe  fermée  qui  ne  passe  par  aucun 
point  pour  lequel  quelques  valeurs  de  y  soient  égales  ou  infinies; 
les  n  valeurs  de  y  varieront  d'une  manière  continue  en  restant 
finies  et  distinctes,  et,  quand  on  sera  revenu  au  point  de  départ, 
se  trouveront,  en  général,  rangées  dans  un  autre  ordre  5  la  courbe 
fermée  que  l'on  a  ainsi  parcourue  définit  relativement  aux  n  valeurs 
.>'i9  J^29  •  •  "i  yn  une  substitution;  toutes  les  substitutions  que  l'on 
peut  obtenir  ainsi  forment  manifestement  un  groupe,  dont  on  voit 
facilement  qu'il  ne  dépend  pas  du  point  de  départ.  Ce  groupe  est 
ce  que  l'on  appelle  le  groupe  de  monodroniie  de  l'équation  qui 
définit  y  comme  fonction  des  x, 

La  première  Partie  du  travail  de  M.  Kneser  se  rapporte  à  la  dé- 
termination de  ce  groupe,  d'après  l'équation.  Dans  la  seconde 
Partie,  l'auteur  applique  les  résultats  qu'il  a  obtenus  à  un  intéres- 
sant problème  de  Géométrie  :  la  construction  des  points  d'inter- 
section d'une  droite  et  d'une  courbe  algébrique  du  n*^"'*  ordre 
dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  /i'^™"  degré;  la  courbe 
peut-elle  être  telle  que  l'équation  qui  détermine  les  points  d'inter- 
section avec  une  droite  arbitraire  du  plan  ait  une  afiection 
(^Affekt)  particulière?  par  exemple,  existe-t-il  des  courbes  du 
quatrième  degré  telles  que  leur  intersection  avec  une  droite  quel- 
conque puisse  être  construite  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas? 
Cela  revient  à  demander  en  général  si  V affection  d'une  équation 
particulière /(or,  J')=  o,  où  y  est  l'inconnue,  peut  se  conserver 
quand  on  remplace  x  el  y  par  des  fonctions  linéaires  quelconques 
de  Ç,  Tj  et  que  l'on  regarde  ensuite  r^  comme  Tinconnue.  La  ré- 
ponse à  cette  question  est  contenue  dans  le  théorrme  suivant. 
Bull,  des  Sciences  mathem,,  3"  série,  t.  \I.  (  Juin  1887.;  «, 
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Soil 

une  équation  où  U,  V,  .  . .  sont  des  indéterminées,  où  les  expo- 
sants a,  p,  y,  ...  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  l'unité, 
où  enfin  le  premier  membre  a  au  moins  trois  termes.  Une  telle 
équation  est  toujours  une  équation  générale,  c'est-à-dire  telle 
que  la  résolvante  de  Galois  ne  se  décompose  pas,  tant  qu'on 
n'adjoint  aucune  fonction  algébrique  des  quantités  U,  V,  .... 
C'est  la  généralisation  d'un  résultat  bien  connu  d'Abel,  à  savoir 
l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  x'^-{-\Jx-\-\-=o,  U  et  V 
étant  des  indéterminées.  J.  T. 


MELAN(.ES. 

ÉTUDE  SUR  LES  TRAVAUX  THERMODYNAMIQUES 
DE  M.  J.  WILLARD  GIBBS   ('); 

l'AR  M.  W  DUIIKM. 

En  187;),  M.  Gibbs  publia,  Sur  V équilibre  des  substances 
hétérogènes,  un  Mémoire  qui  inaugurait  en  Thermodynamique 
une  méthode  nouvelle.  De  même  que  Lagrange  avait  fondé  toute 
la  Statique  sur  le  seul  principe  des  vitesses  virtuelles,  M.  Gibbs 
faisait  reposer  l'étude  tout  entière  des  équilibres  étudiés  en 
Thermodynamique  sur  un  principe  analogue  au  principe  des 
vitesses  virtuelles  et  comprenant  ce  dernier  comme  cas  particulier. 
La    Mécanique    et    la    Thermodynamique    se    trouvaient    par   là 


(  '  )  On  thc  cquilibrium  0/  heterogeneous  substances,  I"  Partie  [  Transactions 
of  tlie  Connecticut  Académie  0/  Arts  and  Sciences.  Vol.  III,  Part  I,  p.  loS- 
■>\H  (1875-187G);  II-  Part,  ibid..  Vol.  III,  Pari  II,  p.  343-52',  (1.S77-1878)].  Extrait 
(lu  niùmc  {American  Journal  of  Sciences  and  Arts,  Vol.  \VI,  p.  ',^1;  1)^78). 
On  tlie  density  o/vapours  (  American  Journal  of  Sciences  and  Arts,  Vol.  XVI  II  : 
1879).  Grapliical  methods  in  tlie  tlierniodynamics  of  Jluids  {Transact.  of  the 
Connecticut  Academy  of  Arts  and  Sciences,  Vol.  Il,  Pari  II,  p.  3io;  1873).  J 
method  of  geometrical  représentation  of  the  thernwdrnaniics  propcrties  of 
substances  IfV  nicans  of  surfaces  (ibic/.,  \t.   '.\x-^  :   ^^'■^}- 
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réunies  d\in<î  iaron  plus  élroile  que  par  le  passé;  loule  une 
partie  des  sciences  physiques  était  amenée  à  un  plus  haut  degré 
d'unité.  En  même  temps,  entre  les  mains  mêmes  de  M.  Gibbs,  la 
nouvelle  théorie  affirmait  sa  fécondité  en  réalisant  des  progrès 
considérables  dans  Tétude  de  la  dissociation  d'une  part,  dans 
Têtude  de  la  pile  vohaïque  d'autre  part. 

Depuis  l'époque  déjà  lointaine  de  leur  publication,  les  idées  de 
M.  Gibbs  ont  provoqué  de  nombreuses  recherches,  les  unes, 
comme  celles  de  M.  H.  von  Helmholtz,  destinées  à  les  confirmer; 
les  autres,  au  contraire,  ayant  pour  objet  de  critiquer  soit  les 
principes  mêmes  de  la  nouvelle  théorie,  soit  quelques-unes  de  ses 
applications.  Aussi,  bien  des  esprits  sont-ils  en  suspens  sur  la 
valeur  de  la  théorie  de  M.  Gibbs;  les  mathématiciens  regrettent 
que  les  principes  de  la  Thermodynamique  soient  en  général  ex- 
posés avec  assez  peu  de  précision  pour  qu'une  même  proposition 
puisse  être  regardée  par  les  uns  comme  une  conséquence,  par  les 
autres  comme  une  négation  de  ces  principes^  les  expérimentateurs 
n'accordent  qu'une  faible  confiance  aux  conséquences  d'une 
théorie  dont  les  principes  sont  ainsi  discutés  et  se  refusent  à  lui 
demander  l'explication  des  phénomènes  qu'ils  observent  ou  la 
prévision  des  faits  qu'elle  pourrait  leur  faire  découvrir. 

Dans  ces  conditions,  il  ne  semblera  peut-être  pas  inutile  de 
reprendre  dans  leurs  fondements  les  principes  mêmes  de  cette 
théorie  discutée;  cette  lâche,  il  est  vrai,  ne  laisse  pas  que  d'être 
ardue,  car  il  s'agit  de  reprendre  sur  nouveaux  frais  l'exposé  même 
du  second  principe  de  la  Thermodynamique;  mais  n'est-il  pas 
utile  de  soumettre  à  une  discussion  rigoureuse  les  principes  des 
diverses  branches  de  la  Physique,  si  l'on  veut  que  cette  science 
s'approche  de  plus  en  plus  de  la  précision  des  Sciences  mathéma- 
tiques? 

Nous  allons  donc,  en  premier  lieu,  montrer  comment  les  pre- 
miers principes  de  la  Thermodynamique  conduisent  à  la  méthode 
nouvelle  de  M.  Gibbs;  en  second  lieu,  nous  exposerons  l'histo- 
rique des  tentatives  qui  avaient  été  essayées  auparavant  dans  le 
même  sens,  et  des  applications  qui  depuis  ont  élc*  faites  de  cette 
méthode. 
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PREMIERE  PARTIE. 

EXAMEN   DU   DEUXIÈME   PRINCIPE   DE  LA   THERMODYNAMIQUE. 

1.  Le  principe  de  V équivalence  de  la  chaleur  et  du  travaîL 
—  La  méthode  de  M.  Gibbs  est  une  conséquence  logique  des 
idées  de  M.  Clausius  sur  le  principe  de  Carnot;  M.  Gibbs  a  loi- 
même  indiqué  cette  filiation  et  nous  avons  cherché  ailleurs  à  la 
préciser;  mais  plusieurs  physiciens  ont  élevé  des  doutes  sur  les 
idées  mêmes  de  M.  Clausius,  ou  plutôt  sur  celles  de  ces  idées  qui 
servent  de  point  de  départ  aux  travaux  de  M.  Gibbs.  Comme  il 
est  impossible  de  savoir  ce  que  vaut  un  édifice  avant  de  s'être 
assuré  de  la  solidité  de  ses  fondements,'  force  nous  est  de  nous 
arrêter  à  la  discussion  même  des  théories  de  M.  Clausius  en  les 
reprenant  dès  leur  point  de  départ. 

Ln  Thermodynamique  repose  sur  deux  principes  :  le  principe 
(II*  ré<|uivalence  de  la  chaleur  et  du  travail  et  le  principe  de  Carnot. 
(  ;\îj*l  sur  le  second  principe  que  portent  les  discussions  qui  di- 
vintMit  aujourd'hui  quelques  physiciens.  Le  premier,  au  contraire, 
ne  présente  que  peu  de  difficultés;  nous  nous  contenterons  d'en 
rappeler  renoncé  et  d'en  déduire  une  conséquence  qui  nous  sera 
d'un  usage  indispensable  dans  la  suite  de  cette  étude. 

Nous  supposerons  tout  d'abord  qu'on  ait  défini  d'une  manière 
précise  le  sens  qu'il  convient  d'attribuer  à  ces  deux  termes  :  tem- 
pérature (*)  et  quantité  de  chaleur.  Ces  définitions  présentent 
plus  d'une  difliculté  intéressante  à  examiner;  mais  nous  ne  sau- 
rions en  aborder  ici  l'étude  sans  allonger  démesurément  cet 
aiiicle. 

Tout  système  que  l'on  étudie  en  Thermod\namique  est  défini 
par  la  température  2r  en  chacun  de  ses  points,  et  par  des  para- 
inèires  en  nombre  limité  ou  illimité  a,  j3,  ...,  de  telle  façon  que, 
pour  connaître  toute  la  série  des  modifications  que  le  système 
éprouve,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  connaître  la  température 
de  tJiaque  point  et  les  paramètres  a,  j3,  ...  en  fonction  du  temps. 


(')   J'crilrnds  iri  parler  d'une  température  lue  sur  un  Ihcrnnométre  arbitraire 
ri  non  «le  hi  température  aljsottte  i\oni  il  sera  question  plus  loin. 
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De  celle  définition,  il  résulte  que,  parmi  les  paramètres  a,  p,  . .. 
peuvent  se  trouver  les  coordonnées  de  divers  points  du  système, 
mais  non  les  vitesses  de  ces  points. 

Une  modification  infiniment  petite  du  système  considéré  est 
accompagnée  du  dégagement  d'une  quantité  de  chaleur  rfQ. 
En   même   temps,  la  demi-force  vive  du  système   augmente    de 

rf  7^ et  les  forces  extérieures  appliquées  au  système  effectuent 

un  certain  travail  rfS.  Le  premier  principe  de  la  Thermodyna- 
mique consiste  à  admettre  que  Ton  a 

(I)  dq-hAd^^  =  —  dV-^\d^, 

A  étant  une  constante,  Véquis^alent  calorifique  du  travail,  dont 
rinverse  se  nomme  Véquivalent  mécanique  de  la  chaleur,  et  U 
une  fonction  des  valeurs  de  3  en  chaque  point  du  système  et  de 
a,  p,  ....  Cette  fonction,  introduite  en  Thermodynamique  par 
M.  Clausius,  porte  aujourd'hui  le  nom  d'énergie  interne  que  lui 
a  donné  Sir  W.  Thomson. 

Aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  on  peut  écrire 

dfB  =  I,(Xda:  -hY  djr  -hZ  dz), 

X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  la  force  extérieure  qui  agit  au 
point  de  coordonnées  a:,  j>',  5,  et  dxj  dy^  dz  étant  les  composantes 
du  déplacement  de  ce  point.  Dès  lors,  de  l'égalité  (i)  on  peut  dé- 
duire la  conséquence  suivante  : 

Désignons  par  les  symboles  (o)  et  (i)  deux  états  infiniment  voi- 
sins d'un  système.  Imaginons  que  l'on  passe  de  l'état  (o)  à  l'état  (i) 
de  deux  manières  différentes,  s'effectuant  sous  l'action  des  mêmes 
forces  extérieures  et  amenant  la  même  variation  de  force  vive, 
chacun  de  ces  modes  de  passage  étant  constitué  par  un  nombre 
limité  de  modifications  infiniment  petites.  La  quantité  de  chaleur 
dégagée  est  la  même  dans  chacun  de  ces  deux  modes  de  passage. 

Nous  ne  montrerons  pas  ici  l'importance  de  cette  remarque 
pour  l'exposé  de  la  Thermodynamique.  Nous  aurons  du  reste 
l'occasion  d'en  faire  usage  au  cours  même  de  cette  étude.  Nous 
ferons  seulement  observer  qu'elle  explique  comment  Laplace  et 
Poisson,  tout  en  admettant  avec  tous  leurs  contemporains  Thy- 
pothèse  erronée  que  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  une  mo- 
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(Jificalioii  clrpenclait  seulcinciit  de  IVlat  initial  cl  de  Télal  final  du 
système,  ont  pu  obtenir  des  résultats  exacts  toutes  les  fois  qu*ils 
n^ont  appliqué  cette  hypothèse  qu^à  des  transformations  infiniment 
petites. 

Telles  sont  les  quelques  notions  relatives  au  principe  de  l'équi- 
valence de  la  chaleur  et  du  travail  qu'il  nous  était  nécessaire  de 
rappeler.  Passons  maintenant  à  Teiamen  du  second  principe,  qui 
doit  nous  arrêter  plus  longtemps. 

2.  Le  poslulatum  de  AI.  Clausius.  —  M.  Clausius  a  fait  re- 
poser la  proposition  de  Sadi  Carnot  sur  un  postulatum  fort  simple, 
auquel  on  parvient  en  généralisant  les  notions  les  plus  vulgaires 
sur  la  conductibilité. 

Imaginons  une  barre  métallique  dont  les  parois  sont  environnées 
d'une  substance  non  conductrice  qui  ne  permet  aucun  échange 
de  chaleur  entre  les  parois  de  la  barre  et  le  milieu  extérieur.  L'une 
des  extrémités  de  la  barre  est  à  une  basse  température  3,  l'autre 
extrémité  est  soumise  à  l'action  d'une  source  de  chaleur  qui  la 
porte  à  une  température  ^  supérieure  à  2r.  Au  bout  d'un  certain 
lemps,  un  régime  permanent  s'établit;  la  température  en  chaque 
point  de  la  barre,  Tétat  de  chaque  élément  de  volume  de  la 
barre  demeurent  alors  invariables.  Si  donc,  à  partir  du  moment 
où  ce  régime  pemianenl  est  t'*labli,  on  observe  la  barre  pendant 
un  ciTlain  lemps,  pendant  ce  temps,  son  énergie  interne  n'aura 
pas  varié,  les  forces  extérieures  qui  la  sollicitent  n'auront  effectué 
aucun  travail,  sa  force  \ive  sera  demeurée  égale  à  o;  en  même 
temps,  la  barre  aura  absorbé  de  la  chaleur  à  son  extrémité  chaude 
et  dégagé  de  la  chaleur  à  son  extrémité  froide. 

Telle  est  l'observation  tout  à  fait  simple  que  M.  Clausius  (M  a 
gé'néraliséc  de  manière  à  en  (aire  le  |)0stulalun)  fondamental  que 
voici. 

Supposons  (ju'un  système  éprouve  une  modification  soumise 
aux  (]ualre  restrictions  suivantes  : 

r^  LT'uergie  interne  du  svslènie  a  la  même  valeur  au  commen- 
cement de  la  modification  et  à  lii  lin. 


(')  li.  C'.i.Ar>ir.s.  /*()<.;:,'<'// (/o///'\v  Annnlrn  t/cr  Ph  ]  sik  uncl  Chemici.  LXM\ 
iSi.t.    Mcnioi/vs  >(//   /(i  l' lia* rit'  nuctiKh/uc  de  la  chaleur.  Trarl.  l'olic,  t.  I,  p.  V|. 
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2"  La  force  vive  du  système  a  la  même  valeur  au  commencement 
(le  la  modificalion  et  ù  la  fin. 

3**  Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  produisent 
durant  la  modification  autant  de  travail  positif  que  de  travail 
négatif. 

4'*  Les  échanges  de  chaleur  entre  le  système  et  le  milieu  exté- 
rieur ont  lieu  exclusivement  soit  pendant  que  tous  les  points  du 
système  ont  une  même  température  2r,  soit  pendant  que  tous  les 
points  du  système  ont  une  même  température  S'  supérieure  à  S. 

Dans  ces  conditions,  il  est  impossible  que  le  système  ait  ab- 
sorbé de  la  chaleur  à  la  température  27  pour  en  dégager  à  la 
température  h' . 

Tel  est,  sous  sa  forme  la  plus  précise,  le  postulatuin  de  M.  Glau- 
sius.  Après  avoir  été  longtemps  discuté,  il  est  aujourd'hui  admis 
par  tous  les  physiciens.  Nous  nous  permettrons  d'y  introduire 
une  très  légère  modification,  qui,  presque  insensihle  en  apparence, 
suffira  en  réalité  à  éliminer  toutes  les  difficultés  qu'ont  pu  ren- 
contrer certaines  des  idées  de  M.  Clausius  ;  cette  modification 
aura  d^ailleurs  l'avantage  de  rapprocher  d'une  manière  plus  stricte 
l'énoncé  du  postulatum  du  phénomène  de  conductibilité  qui  en 
suggère  l'idée.  La  forme  nouvelle  que  nous  proposons  pour  le 
postulatum  de  M.  Clausius  est  la  suivante  : 

Dans  une  modijication  soumise  aux  restrictions  indiquées^ 
le  système  absorbe  nécessairement  à  la  température  ?j  plus  de 
chaleur  quHl  n^en  dégage  à  la  même  température,  et  dégage 
nécessairement  à  la  température^  plus  de  chaleur  qu'il  n^  en 
absorbe  à  la  même  température, 

3.  Le  cycle  de  Carnot  et  le  postulatum  de  Sir  U\  Thomson. 
—  On  dit  qu'un  système  parcourt  un  cycle  fermé  lorsqu'il  subit 
une  série  de  modifications  (|ui  le  ramènent  à  son  état  initial  avec 
sa  force  vive  initiale. 

Un  cycle  fermé  porte  le  nom  de  cycle  de  Carnot  lorsqu'il  vé- 
rifie la  restriction  suivante  : 

Durant  le  parcours  du  cycle,  il  n'y  a  échange  de  chaleur  entre 
le  système  et  le  milieu  que  lorsque  tous  les  points  du  système  sont 
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à  une  même  lempéralure  2r,  ou  bien  lorsque  tous  les  points  du 
système  sont  à  une  même  température  S' supérieure  à  2r. 

Une  machine  à  vapeur  dans  laquelle  tous  les  points  de  la  chau- 
dière seraient  à  la  même  lempéralure  3',  tandis  que  tous  les  points 
du  condenseur  seraient  à  la  même  température  2r  inférieure  à  S', 
dans  laquelle  en  outre  le  cylindre  serait  imperméable  à  la  cha- 
leur, offrirait  l'image  d'un  système  parcourant  un  cycle  de  Carnot. 

Un  système  qui  parcourt  un  cycle  de  Carnot  de  telle  façon  que 
durant  le  parcours  du  cycle  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  ce 
système  effecluent  un  travail  négatif  offre  Timage  du  moteur  à 
feu  le  plus  simple  qu'on  puisse  imaginer. 

Généralisant  ce  que  Texpérience  nous  apprend  des  moteurs  à 
feu  les  plus  usités,  Sir  W.  Thomson  (*)  a  énoncé  le  postulatum 
suivant  : 

LorsqiC un  système  décrit  un  cycle  de  Carnot  durant  lequel 
les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système  effectuent  un 
tras'ail  total  négatif  y  il  est  impossible  que  le  système  absorbe 
à  la  température  2r  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  dégage  à  la 
même  température. 

Nous  ferons  subir  à  ce  postulatum  de  Sir  W.  Thomson  une  très 
légère  modification,  analogue  à  celle  que  nous  avons  fait  subir  au 
postulatum  de  M.  Glausius,  et  nous  dirons  : 

Lorsqu'un  système  décrit  un  cycle  de  Carnot  durant  lequel 
les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système  effectuent  un 
travail  total  négatifs  le  système  dégage  à  la  température  2r 
plus  de  chaleur  qu'il  n'en  absorbe  à  la  même  température. 

Sir  W.  Thomson  avait  proposé  le  postulatum  dont  nous  venons 
de  rappeler  Ténoncé  pour  remplacer,  à  titre  de  proposition  équi- 
valente, le  postulatum  de  M.  Glausius.  Nous  allons,  dans  l'exposé 
suivant,  employer  simultanément  ces  deux  postulata. 

4.  Le  théorème  de  Carnot  et  la  température  absolue.  —  Pro- 


(')  w.  Thomsox,  Transactions  of  tlic  Royal  Society  of  Edinburgh,  t.  XX, 
p.  355;  i85i. 
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posons-nous  tout  d'abord  de  classer  tous  les  cycles  de  Carnot  dont 
l'existence  est  compatible  avec  le  premier  principe  de  la  Thermo- 
dynamique et  avec  les  deux  postulata  que  nous  avons  énoncés. 

Nous  désignerons  par  Q  la  quantité  totale  de  chaleur  échangée 
entre  le  système  et  le  milieu  extérieur  pendant  que  tous  les  points 
du  système  ont  la  température  3,  par  Q'  la  quantité  totale  de 
chaleur  échangée  entre  le  système  et  le  milieu  extérieur  pendant 
que  tous  les  points  du  système  ont  la  température  2r',  et  nous 
compterons  ces  deux  quantités  Q  et  Q'  positivement  lorsqu'elles 
représenteront  de  la  chaleur  dégagée  par  le  système,  négativement 
lorsqu'elles  représenteront  de  la  chaleur  absorbée  par  le  système. 

Nous  désignerons  par  (B  le  travail  effectué,  durant  le  parcours 
du  cycle,  par  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système. 

Nous  aurons  alors,  en  vertu  du  premier  principe, 

(2)  G  =  E(Qh-Q'). 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

1°  Si  le  travail  externe  est  nul,  les  deux  quantités  Q  et  Q'  sont 
de  signes  contraires  et  égales  en  valeur  absolue. 

2**  Si  le  travail  externe  est  positif,  il  y  a  au  moins  l'une  des 
quantités  Q  et  Q'  qui  est  positive,  et,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  elle  est 
la  plus  grande  en  valeur  absolue. 

3**  Si  le  travail  externe  est  négatif,  il  y  a  au  moins  l'une  des 
quantités  Q  et  Q'  qui  est  négative,  et,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  elle 
est  la  plus  grande  en  valeur  absolue. 

D'autre  part,  les  deux  postulata  de  M.  Clausius  et  de  Sir  W. 
Thomson  conduisent  à  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  le  travail  extérieur  est  nul  ou  négatif,  la  quantité  Q 
est  nécessairement  positive. 

De  ces  propositions,  il  est  facile  de  conclure  que  tous  les  cycles 
de  Carnot  réalisables  peuvent  se  classer  de  la  manière  suivante  : 

I®  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  est  nul;  Q  est 
positif,  Q'  est  négatif  et  égal  à  Q  en  valeur  absolue. 

2**  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  est  négatif;  Q 
est  positif,  Q'  est  négatif  et  supérieur  à  Q  en  valeur  absolue. 
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3"  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  est  positif;  trois 
cas  peuvent  alors  se  présenter  : 

a.  Q  est  positif,  Q'  est  négatif  et  inférieur  à  Q  en  valeur  ab- 
solue. 

6.  Q  est  négatif,  Q'  est  positif  et  supérieur  à  Q  en  valeur  ab- 
solue. 

c.  Q  et  Q'  sont  positifs. 

Proposons-nous  maintenant  de  comparer  les  valeurs  que  prend, 
<lans  ces  différentes  classes  de  cycles,  le  rapport 

Q'  -^  ^> 


?=-- 


—  * 


et  de  démontrer  que,  pour  les  cycles  décrits  entre  les  tempé- 
ratures 2f  et  2r'  qui  correspondent  à  un  travail  externe  positif 
ou  nul,  le  rapport  p  est  plus  grand  que  pour  les  cycles  décrits 
entre  les  mêmes  températures  qui  correspondent  à  un  travail 
externe  négatif. 

Ce  théorème  est  évident,  sauf  pour  les  cycles  à  travail  externe 
positif,  dans  lesquels  Q  est  négatif  et  Q'  positif;  en  effet,  pour  tous 
les  autres  cycles  à  travail  externe  positif,  le  rapport  p  est  positif; 
il  est  nul  pour  les  cycles  à  travail  externe  nul,  tandis  qn'il  est 
négatif  pour  les  cycles  h.  travail  externe  négatif. 

Comparons  donc  un  cycle  décrit  entre  les  tempéralurcs  .^  et  :^' 
pour  lequel  le  travail  externe  est  positif,  la  quantité  Q  négative  et 
la  quantité  Q'  positive,  à  un  cycle  décrit  entre  les  températures  2? 
et  S'  pour  lequel  le  travail  externe  est  négatif,  la  quantité  Q  po- 
sitive et  la  quantité  Q'  négative. 

Désignons  par  Cs|,  Qi,  Q',  les  valeurs  des  quantités  G,  Q,  Q' 
pour  le  premier  cycle  ^  par  ^o^  Q2Î  Q2  les  valeurs  des  quantités 
{^,  Q,  Q'  pour  le  second  cycle;  il  s'agit  de  démontrer  que  Ton  a 

///•  et  m>  dési<nianl  deux  nombres  entiers,  soit  —  un  nombre  com- 
mensurabic  supérieur  ou  ('irai  à  7-^-^  (M. 


(')  La  notation  |  t' .  |  si^inifir  valeur  nhsoftic  do  C 
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Considérons  un  système  forme  de  m2  systèmes  identiques  à 
celui  qui  décrivait  le  premier  cycle  et  de  m^  systèmes  identiques 
à  celui  qui  décrivait  le  second  cycle.  Aux  m^  premiers  systèmes 
faisons  décrire  le  premier  cycle;  aux.  nix  seconds  systèmes,  faisons 
décrire  le  second  cycle.  Le  système  total  décrira  un  cycle  de 
Carnot  en  lequel  les  échanges  de  chaleur  auront  encore  lieu  aux 
températures  2»  et  2?'.  Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures 
durant  le  parcours  de  ce  cycle  aura  pour  valeur 

/?ij(îi  -T-  i7i\  CTi- 

D'après  la  manière  dont  /?2,  et  m^  ont  été  choisis,  il  est  négatif, 
à  moins  que  le  rapport  r-J—\  ^^  ^^'^  commensurable  et  que  — i  ne 

soit  égal  à  ce  rapport;  dans  ce  cas,  le  travail  externe  en  question 

serait  nul.  Dans  tous  les  cas,  diaprés  les  postulata  fondamentaux, 

le  cycle  en  question  doit  dégager  de  la  chaleur  à  la  température  &; 

on  doit  donc  avoir 

mjQi  ->r-  niiQt  >  o. 

De  cette  inégalité,  nous  déduisons 
Posons 

£  sera  ou  zéro  ou  une  quantité  positive  que  l'on  peut  rendre  aussi 
petite  que  l'on  veut.  L'inégalité  précédente  deviendra 

Qt  ^       IQil 

Cette  inégalité  ne  peut  tendre  vers  l'égalité  lorsque  t  tend  vers 
O.  On  doit  donc  avoir 

^:1  -^  £? 
ou  bien,  en  verlu  des  égalités. 
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que  donne  le  premier  principe  de  la  Thermodynamique, 

Qi  -t-  Q'i  ^  Qi  +  Q'. 
Qi      ^      Q.     ' 

C'est  précisément  rinégalité  qu'on  voulait  démontrer. 

En  résumé,  si  l'on  considère  tous  les  cycles  de  Carnot  pour 
lesquels  les  échanges  de  chaleur  ont  lieu  aux  mêmes  tempéra- 
tures 2r  et  2r',  2r'  étant  supérieur  à  2r,  pour  tous  ceux  de  ces 
cycles  qui  correspondent  à  un  travail  négatif  des  forces  exté- 
rieures, le  rapport  p  =      r^      ci  une  valeur  inférieure  à  une 

certaine  quantité  négative  A;  pour   tous   ceux  qui  corres- 
pondent à  un  travail  positif  ou  nul  des  forces  extérieures  y  le 

rapport  p  =  ^  ^  a   une  valeur  supérieure  a   une  certaine 

quantité  négative  A';  A'  est  supérieur  ou  égal  à  A. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que 

A'=  A. 

Pour  parvenir  à  cette  importante  proposition,  il  nous  est  néces- 
saire d'introduire  la  notion  de  transform,ation  réversible.  Cette 
notion,  Tune  des  plus  importantes  de  la  Thermodynamique,  est 
en  même  temps  Tune  des  moins  faciles  à  préciser.  11  nous  sera  donc 
nécessaire  de  nous  y  arrêter  quelque  temps. 

Imaginons  un  système  ayant  la  même  température  en  tous  ses 
points,  soumis  à  l'action  de  certaines  forces  extérieures  et  assujetti 
à  certaines  liaisons  qui  s'expriment  par  des  égalités  ou  des  inéga- 
lités entre  les  divers  paramètres  définissant  l'état  du  système.  Nous 
dirons  qu'un  semblable  système  est  en  équilibre  dans  un  certain 
étal,  si,  placé  sans  force  vive  dans  cet  état,  il  y  demeure  éternelle- 
ment. 

Soient  (i)  et  (a)  deux  états  d'équilibre  d'un  même  système. 
Imaginons  que  l'on  puisse  disposer  en  série  linéaire  une  infinité 
d'états  d'équilibre  du  même  système  partant  de  l'état  (i)  et  abou- 
tissant à  l'état  (2),  de  telle  manière  que  les  conditions  suivantes 
soient  vérifiées  : 

i"  Les  paramètres  qui  définissent  l'état  du  système  subissent 
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des  variations  conliDues  et  compatibles  avec  les  liaisons  lorsqu'on 
passe  d'un  état  à  ]'état  voisin. 

a**  l^es  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système  varient 
d'une  manière  continue  en  grandeur  et  en  direction. 

3°  Les  égalités  ou  inégalités  qui  expriment  les  liaisons  du  système 
subissent  des  variations  continues  de  forme. 

Une  semblable  série  2  sera  dite  série  continue  d^ étals  d'équi- 
libre. 

Si  Ton  modifie  les  forces  extérieures  qui  agissaient  sur  le  système 
dans  l'état  d'équilibre  (i),  et  les  liaisons  auxquelles  il  était  soumis 
dans  cet  état,  ou  même  si  on  le  place  simplement  dans  cet  état 
sans  que  sa  force  vive  soit  nulle,  le  système  pourra  ne  plus 
demeurer  éternellement  dans  cet  état.  Il  pourra  éprouver  des  mo- 
difications. 

Supposons  que  l'on  puisse  disposer  des  vitesses  initiales  infini- 
ment petites  (*)  des  divers  points,  des  forces  extérieures,  des 
liaisons  de  manière  à  former  une  infinité  de  modes  de  passage  de 
l'état  (i)  sans  force  vive,  à  l'état  (2)  sans  force  vive.  Chacun  de 
ces  modes  de  passage  est  constitué  par  une  série  linéaire  et  con- 
tinue d'états.  Soient  S,  S',  ...  ces  séries,  dont  le  nombre  est  sup- 
posé illimité. 

Supposons  que  Ton  puisse  de  même  former  une  infinité  de 
modes  de  passage  de  l'état  (2)  à  l'état  (i)  analogues  aux  précédents, 
correspondant  à  une  infinité  de  séries  linéaires  et  continues  5,  5',... 
d'états  du  système. 

Imaginons  maintenant  que  parmi  les  séries  S,  S',  . . .  on  puisse 
au  moins  d'une  manière  en  choisir  une  infinité  qui,  avec  la  série  2, 
puissent  se  disposer  en  une  suite  linéaire  de  séries,  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

On  peut  établir  une  correspondance  univoque  entre  un  état  de 
chacune  de  ces  séries  et  un  état  de  chacune  des  autres  et  de  la 
série  2. 

L'ensemble  des  étais  correspondant  à  un  même  état  de  la 
série  S  forme  lui-même  une  série  linéaire  et  continue  d'étals 
aboutissant  à  l'état  de  la  série  S,  et  dont  la  force  vive  tend  vers  o. 


(»)  Lorsque  les  vitesses  initiales  sont  infiniment  petites,  la  forme  vive  initiale 
est  infiniment  petite  du  second  ordre.  On  peut  donc  la  regarder  comme  nulle. 
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Imaginons  que  li's  si'-rio*  s,  .v'.  . . .  jouissenl  d  une  propriélé 
Hnatoguo   à   celle  qui-   iirtus  venons  df   supposer  aux  séries  S, 

S', 

Nous  exprimerons  briôieincnl  toutes  les  propricti'-s  que  nous 
venons  d'attribuer  ù  h)  série  ï!  en  disant  qu'e//e  constitue  une 
modljicnlion  ré\arsiblf  permettant  df  passer  soit  de  l'état  (i)fi 
l'état  (a),  soit  de  f'tlat  m)  <\  l'élut  (i). 

Nous  dirons  (ju'iine  modîlîo.ilion  réversible  S  est  isothermique 
lorsqu'on  peu!,  parmi  les  séries  S,  S',  S",  ,  . .  d'une  part,  parmi  les 
séries  s,  j',  ...  d'autre  part,  former  deux  suites  continues  de  mo- 
difications isotlicrmiques  ayant  pour  limite  commune,  de  la  ma- 
nière que  nous  avons  indiquée,  la  suite  ï).  Il  est  évident  que  sem- 
blable suite  2  esl  formée  par  des  états  d'équilibre  qui  correspondent 
tous  à  une  même  température  du  système. 

Nous  dirons  qu'une  modification  i réversible  esl  rtrf/flftn/(ç«e  (' ) 
lorsqu'elle  esl  de  même  la  lluiilc  commune  de  deux  suites  de  mo- 
difications adiabatiques  de  sens  contraire.  Prenons  deux  états 
voisins  d'une  suite  rcvorsibie  ï,  ces  deux  états  correspondront  à  . 
ilr>  valeurs  U  et  U  -i-  <fU  do  l'énergie  interne  du  syslème;  si  l'on 
irBnsportait  le  système  de  l'un  de  ces  étals  à  l'autre,  les  forces 
rvlcrieiires  elTeclucraient  un  \.ra\a.\\  virtuel  diî .  On  appellera  en 
iirnéral  quantité  de  chaleur  déf^agée  dans  le  passage  réversible 
ih  l'un  de  ces  étals  à  l'autre  la  quantité 
,/Q  =  \<tC.  —  /ll. 

:' f.'ie  quantité  ne  représente  pas  plus  un  véritable  dégage- 
V.  •«,■  i»V  ehaleur  qiiUinc  modtjlcaiion  réversible  nr  représente 
i-x  fi-rilahle  modijication.  Elle  i-st  seulement  la  limite  de  la 
:«nuii!ftf  J""*"''*'''^'"'  dégagée  dans  l'une  des  modificalions  S  ou  s 
ui  "Uh  iK»ur  limite  la  suite  2  pendant  que  l'onfrancbil  l'intervalle 
«B.  iiy-x  <ta's  T"'  ""t  pour  correspondants  les  deux  états  consî- 
.«rts.  if  U  suite  S. 

►  jin-^>  1j  délinilioii  que  n»)us  venons  ile  donner,  dans  le  cas 
.11»    Mojilioation  adiabalique  réversil>lo.  on  n 
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Ces  défini  lions  posées,  revenons  aux  propriétés  du  c^cle  de 
Carnot. 

Deux  températures  2r  et  2r',  cette  dernière  plus  élevée  que  la 
première,  étant  données,  imaginons  que  Ton  puisse  toujours 
trouver  quatre  Modifications  réversibles  d'un  certain  système,  ces 
modifications  jouissant  des  propriétés  suivantes. 

La  première  est  une  modification  réversible  isothermique  S;;, 
correspondant  à  la  température  S»',  et  conduisant  le  système  d'un 
état  (i)  à  un  autre  état  (2). 

La  deuxième  est  une  modification  réversible  et  adiabatique  Sîî 
conduisant  le  système  de  l'état  (a),  où  il  a  la  température  2f',  à 
l'état  (3)  où  sa  température  est  S. 

I^a  troisième  est  une  modification  réversible  isothermique  S* 
conduisant  le  système  de  l'état  (3)  à  un  certain  état  (4)  de  même 
température  S. 

La  quatrième  est  une  modification  réversible  adiabatique  S|  ra- 
menant le  système  de  l'état  (4)  »  l'état  (i). 

Nous  aurons  ainsi  constitué  un  cycle  de  Carnot  rés'ersihle 
décrit  entre  les  températures  2?  et  Sr*. 

D'après  la  définition  des  transformations  réversibles,  il  existe 
une  infinité  de  manières  de  passer  de  l'état  (i)  à  l'état  (2),  parmi 
lesquelles  se  trouvent  une  infinité  de  modifications  isothermiques 
SJ,  S'J,  . . .  formant  une  série  linéaire  qui  a  pour  limite  la  suite  S';. 
Il  existe  de  même  une  infinité  de  manières  de  passer  de  l'état  (2) 
à  l'état  (i),  parmi  lesquelles  se  trouvent  une  infinité  de  modifica- 
tions isothermiques  S^,  S'*,  .  . . ,  formant  une  série  linéaire  qui  a 
pour  limite  la  suite  S^.  On  peut  sur  les  trois  autres  modifications 
réversibles  S',  S],  Sj  répéter  des  considérations  analogues. 

Prenons  une  des  modifications  isothermiques  S';,  une  des  modi- 
fications adiabatiques  SiJ,  une  des  modifications  isothermiques  SJ, 
une  des  modifications  adiabatiques  SJ.  Nous  aurons  un  cycle  de 
Carnot  passant  par  les  quatre  états  (i),  (2),  (3),  (4),  ol  décrit, 
entre  les  températures  S»  et  S^,  dans  le  sens  (i),  (2),  (3),  (4). 
On  peut  évidemment  former  une  infinité  de  semblables  cycles;  on 
peut,  d'une  infinité  de  manières  différentes,  former  [)arnii  ces  cvcles 
une  série  linéaire  de  cvcles  avant  pour  limite  le  cvclo  réversible. 
Soit  C(i ,  2,3,4)  ""C  semblable  série  de  cycles  de  Carnol. 

On  peut  de  même,  avec  les  modifications  SJ,  S',  S!;,  S.',,  former 
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une  Infinité  de  séries  linéaires  de  cycles  de  Carnot,  décrits  entre 
les  températures  Set  S',  passant  par  les  états  (i),  (2),(3),  (4)  dans 
l'ordre  (4),  (3),  (2),  (1),  se  transformant  d'une  manière  continue 
les  uns  dans  les  autres  et  ayant  pour  limite  le  cycle  réversible. 
Soit  C(4,  3,  2,  1)  une  semblable  série  de  cycles  de  Carnot. 

Le  travail  virtuel  qu'effectueraient  les  forces  extérieures  si 
l'on  faisait  décrire  au  système  le  cycle  réversible  change  de  signe 
sans  changer  de  grandeur  absolue,  suivant  que  l'on  suppose  le  cycle 
décrit  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Supposons-le  positif,  pour 
fixer  les  idées,  lorsque  le  cycle  est  décrit  dans  le  sens  (i),  (2),  (3), 
(4),  et  désignons-le  par0. 

Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  dans  le  parcours  de 
l'un  des  cycles  de  la  série  C(i,  2,  3,  4)  tend  vers  0  lorsque  ce 
cycle  tend  vers  le  cycle  réversible.  On  peut  donc,  en  prenant  seule- 
ment ceux  de  ces  cycles  qui  sont  assez  voisins  du  cycle  réversible, 
être  certain  que  pour  tous  le  travail  externe  est  positif. 

Le  travail  effectué  par  les  forces  extérieures  dans  le  parcours 
de  l'un  des  cycles  de  la  série  C(4j  3,  2,  i)  tend  vers  —  0  lorsque 
ce  cycle  tend  vers  le  cycle  réversible.  On  peut  donc,  en  prenant 
seulement  ceux  de  ces  cycles  qui  sont  assez  voisins  du  cycle  ré- 
versible, être  certain  que  pour  tous  le  travail  externe  est  négatif. 

Dès  lors,  pour  tous  les  cycles  de  la  série  C(i ,  2,  3,  4),  on  a 

cl,  pour  tous  les  cycles  de  la  série  C(4>  3,  2,  1),  on  a 

.      Q  +  Q' 


avec 


<A, 


A'>A. 


Mais,  si  Ton  envisage  la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la 
série  C(i ,  >>.,  3,  4)>  on  voit  qu'elle  a  pour  limite  la  valeur  de  p  pour 
Uî  cycle  réversible  décrit  dans  le  sens  (i),  (2),  (3),  (4);  si  Ton  en- 
visage la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la  série  C(4»  3,  2,  1), 
on  vf)it  qu'elle  a  pour  limite  la  valeur  de  p  pour  le  cycle  réver- 
sible décrit  dans  le  sens  (4),  (3),  (2),  (i).  Si  Ton  se  reporte  à  la 
définition  de  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  le  parcours  d'une 
niodificalion  réversible,  on  voit  que  Q  et  (V  changent  de  signe  sans 
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changer  de  valeur  absolue  lorsqu'on  change  le  sens  de  parcours  du 
cycle  réversible.  Par  conséquent,  pour  le  cycle  réversible,  la 
quantité  p  a  une  valeur  indépendante  du  sens  de  parcours  du 
cycle. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la 
série  C(i,  2,  3, 4)  et  la  valeur  de  p  pour  tous  les  cycles  de  la 
série  C(4,  3,  a,  i)  ont  une  commune  limite.  Par  conséquent,  on  a, 
comme  nous  l'avions  annoncé, 

A'=  A. 

La  valeur  commune  des  deux  quantités  A  et  A'  est  la  valeur  de 
la  quantité  p  pour  un  cycle  réversible  quelconque  décrit  entre  les 
températures  2r  et  S'.  Cette  quantité  est  nécessairement  une  fonc- 
tion des  deux  seules  températures  2r  et  2r'.  Si  nous  la  désignons 
par/(2r,  2r'),  nous  arrivons  au  résultat  suivant  : 

Il  existe  une  fonction  /(S,  S')  des  deux  températures  2r  et  2r', 
négative  lorsque^'  est  supérieur  à^,  telle  que,  pour  tout  cycle 
de  Carnot  décrit  entre  les  températures  2?  et  2r'  et  correspon- 
dant à  un  travail  externe  positif  ou  nul,  on  ait 


et  que  pour  tout  cycle  de  Carnot  décrit  entre  les  températures 
2fet^  et  correspondant  à  un  travail  externe  négatif  ,  on  ait 

Posons 

La  quantité  <{'(2r',  2^)  sera  négative  et  supérieure  à  i  en  valeur 
absolue  si  2r'  est  supérieur  à  S,  On  aura  alors,  pour  la  première 
classe  de  cycles  de  Carnot, 

et  pour  la  seconde 
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Il  nous  reste  maintenant,  pour  achever  la  dëmonstration  du 
ihéorème  de  Carnot,  à  montrer  que 

2r,  2r',  S"  étant  trois  températures  quelconques. 

Il  suffit,  pour  établir  cette  proposition,  d'observer  qu*au  moyen 
d'un  cycle  de  Carnot  réversible  fonctionnant  entre  les  températures 
2?  et  2?'  mettant  en  jeu  à  ces  deux  températures  des  quantités  de 
chaleur  Q  et  Q'  et  d'un  cycle  de  Carnot  réversible  fonctionnant 
entre  les  températures  2»'  et  S"  et  mettant  en  jeu  à  ces  deux  tem- 
pératures des  quantités  de  chaleur  Q'  et  Q",  on  peut  former  un 
cycle  de  Carnot  réversible  fonctionnant  entre  les  températures  3 
et  Xj"  et  mettanten  jeu  à  ces  températures  des  quantités  de  chaleur 
Q  et  Q".  La  déduction  est  trop  facile  pour  que  nous  nous  y  attar- 
dions. 

De  l'égalité  (5)  il  résulte  que,  si  l'on  désigne  par  F(&)  une 
fonction  de  Sr,  toujours  positive  et  croissant  en  même  temps  que 
2r,  on  pourra  poser 

F(3r') 


(6)  tK^',3r)  =  - 


F{?j) 


La  fonction  F(2r)  n'est  évidemment  déterminée  qu'à  un  facteur 
positif  constant  près.  On  peut  la  désigner  sous  le  nom  de  tempé- 
rature absolue  ('  ). 

Moyennant  cette  égalité  (6)  et  les  inégalités  (3)  et  (4),  on  arrive 
à  la  proposition  suivante  : 

Tous  les  cycles  de  Carnot  décrits  entre  les  températures  2r 
et  ^\  S'  étant  supérieur  à  S»,  se  partagent  en  deux  classes. 

La  première  classe  est  formée  des  cycles  correspondant  à  un 
tra^'a il  positif  ou  nul  effectué  par  les  forces  extérieures.  Pour 

tous  ces  cycles,  on  a 

Q'  ^    _  F(27') 


(•)  On  remarquera  que  la  Icmpéralure  absolue  se  présenle  ici  par  une  défini- 
lion  analogue  à  celle  qu'a  donnée  M.  G.  Lippmann  (G.  Lippmann,  Journal  de 
Physique  théorique  et  appliquée,  2*  scorie,  t.  III,  p.  52  et  277;  i884-  Cours  de 
Therniodynam iqur.  \   i  S8f>  ) . 
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La  seconde  classe  est  formée  de  cycles  correspondant  à  un 
traçait  négatif  effectué  par  les  forces  extérieures.  Pour  tous 
ces  cycles,  on  a 

Ces  deux  énoncés  peuvent  être  réunis  en  un  seul.  Si  Ton  se 
reporte  à  la  classification  des  cycles  de  Carnot  qui  a  été  faite  au 
commencement  de  ce  paragraphe,  on  voit  que,  pour  tous  les 
cycles  de  Carnot  possibles,  on  a 

Telle  est  l'inégalité  à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  de  Théo- 
rème de  Carnot, 

5.  Uentropie,  —  Considérons  deux  états  quelconques  d'un 
même  système  :  désignons-les  par  (1)  et  (2)  et  supposons  que, 
dans  chacun  de  ces  deux  états,  le  système  ait  la  même  tempé- 
rature en  tous  ses  points,  cette  température  n'étant  pas  forcé- 
ment la  même  dans  l'état  (i)  et  dans  l'état  (2).  Nous  supposerons 
en  même  temps,  une  fois  pour  toutes,  qu'il  en  est  de  même  de 
tous  les  états  que  nous  pourrons  avoir  à  considérer. 

Supposons  que  l'on  puisse  d'une  infinité  de  manières  passer  de 
l'état  (i)  à  l'état  (2).  Chacun  de  ces  modes  de  passage  est  con- 
stitué par  une  série  linéaire  S'f*  d'états  du  système,  le  système 
étant,  dans  chacun  de  ces  états,  soumis  à  l'action  de  certaines 
forces  extérieures,  gêné  par  certaines  liaisons  et  doué  d'une 
certaine  force  vive.  Supposons  en  outre  que  l'on  ne  considère 
parmi  les  séries  SJ  que  celles  qui  vérifient  la  condition  suivante  : 
Le  système  étant  pris  sans  force  vive  initiale  dans  l'un  quel- 
conque des  états  qui  constituent  SJ  peut,  en  restant  soumis  à 
l'action  des  mêmes  forces  extérieures,  passer  en  l'un  quel- 
conque des  états  qui  viennent  après  lui  dans  la  série  S^;  et, 
par  l'adjonction  de  certaines  liaisons  convenablement  choisies, 
on  peut  s'arranger  de  telle  sorte  que  sa  force  vive,  nulle  dans 
le  premier  état,  soit  encore  nulle  dans  le  second.  C'est  là  une 
restriction  fondamentale  que  nous  supposerons  toujours  remplie 
dans  la  suite. 
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Supposons  de  même  que  Ton  puisse  d'une  infinité  de  manières 
passer  de  l'état  (2)  à  l'état  (1),  chacun  de  ces  modes  de  passage 
étant  constitué  par  une  série  linéaire  SJ  d'états  du  système,  véri- 
fiant des  restrictions  analogues  à  celles  qui  ont  été  imposées  aux 
séries  SJ. 

Les  états  par  lesquels  passe  le  système,  soit  lorsqu'il  va  de  l'état 
(1)  à  l'état  (2),  soit  lorsqu'il  va  de  l'état  (2)  à  l'état  (1),  ne  sont  pas 
en  général  des  états  d'équilibre  pour  ce  système  soumis  aux  forces 
extérieures  qui  agissent  réellement  sur  lui  lorsqu'il  passe  par 
chacun  de  ces  états.  Mais  nous  admettrons  que,  pour  chacun  de 
ces  états,  on  puisse  imaginer  des  forces  extérieures  et  des  liaisons 
telles  que  ces  états  deviennent  pour  le  système  des  états  d'équi- 
libre. Il  sera  possible  alors  de  supposer  qu'il  existe  des  modifi- 
cations réversibles  conduisant  de  l'un  quelconque  de  ces  états  à 
l'un  quelconque  des  autres. 

Pour  simplifier  les  démonstrations  qui  suivent,  nous  suppo- 
serons que,  dans  chacune  des  séries  SJ  et  dans  chacune  des  séries 
S^,  le  système  ne  passe  jamais  plus  d'une  fois  par  un  même  état. 
Nous  pourrions  aisément  montrer  plus  tard  que  les  résultats  ob- 
tenus ne  dépendent  pas  de  celte  hypothèse  simplificatrice. 

Nous  supposerons  ensuite  que,  étant  donnée  une  série  S*  quel- 
conque et  une  série  SJ  quelconque,  on  puisse  établir  une  corres- 
|)ondance  univoque  des  étals  qui  composent  l'une  des  séries  avec 
les  états  qui  composent  l'autre  série,  cette  correspondance  véri- 
fiant les  conditions  suivantes  : 

i"  A  deux  étals  infiniment  voisins  de  la  série  S]  correspondent 
deux  états  infiniment  voisins  de  la  série  SJ. 

2"  Si,  dans  la  série  SJ,  l'état  A  précède  l'état  B,  dans  la  série 
S^,  l'état  A'  qui  correspond  à  A  suit  l'état  B^  qui  correspond  à  B. 

3"  Deux  états  correspondants  étant  donnés,  on  peut  passer  de 
l'un  à  l'autre  par  une  modification  adiabatique  réversible. 

Telles  sont  les  restrictions  fort  nombreuses  que  nous  suppo- 
serons réalisées  par  les  modifications  que  nous  étudierons.  Ce 
n'est  qu'après  s'être  assuré  qu'elles  sont  remplies  dans  un  cas  par- 
ticulier que  nous  aurons  le  droit  d'appliquer  à  ce  cas  les  théo- 
rèmes c|ue  nous  allons  démontrer.  A  ceux  que  leur  grand  nombre 
efi'rayerait,  nous  dirons  que  ce  grand  nombre  des  restrictions  aux- 
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quelles  sont  soumis  les  théorèmes  de  la  Thermod^^naraiquc  rend 
d'autant  plus  nécessaire  l'énoncé  précis  de  ces  restrictions,  car 
chacune  de  ces  restrictions  se  transforme  en  une  source  d'erreurs 
lorsqu'on  la  dissimule,  comme  on  le  fait  ordinairement,  sous  le 
voile  d'une  fausse  évidence. 

Soient  A  et   B  deux   états   infiniment  voisins  de  la  série  S^. 
Lorsque  le  système  passe  de  l'état  A  à  l'état  B,  il  dégage  une 

quantité  de  chaleur  rfQ.  Sa  demi-force  vive  croît  de  rf^    —  •  Soii 

Sr  la  température  du  système  dans  l'état  A.  Formons  le  quotient 

et  désignons  par 

la  somme  des  quotients  analogues  pour  tous  les  éléments  de  Y» 
série  SJ» 

Soient  de  même  A'  et  B'  deux  états  infiniment  voisins  de  la 
série  SJ.  Lorsque  le  système  passe  de  l'état  B'  à  l'état  A',  il  dégage 

une  quantité  de  chaleur  rfQ.  Sa  force  vive  croît  de  d^^ Soit 

Sf'  la  température  du  système  à  l'état  A'.  Formons  le  quotient 

et  désignons  par 


^**")         ■'-X,"W)(''^'"^''2?)- 


la  somme  des  quotients  analogues  pour  tous  les  éléments  de  la 
série  SJ. 

Nous  allons  démontrer  que  l'on  a  toujours 

(9)  J;-hJ1>o. 

Comme  on  peut  toujours  supposer  que  les  deux  éléments  AB, 
A'B'  sont  deux  éléments  correspondants  des  séries  SJ  et  Sj,  il 
suffira  de  démontrer  que,  pour  deux  tels  éléments  correspondants, 
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température  2r  qu'en  l'état  A,  ou  bien  en  la  série  AA'  un  état  A2 
infiniment  voisin  de  A,  en  lequel  le  système  a  la  même  tempé- 
rature (2r  -f-  rf2r)  qu'en  l'état  B.  Pour  fixer  les  idées,  nous  sup- 
poserons que  ce  soit  le  premier  cas  qui  se  présente. 

De  même  il  existe  ou  bien  en  la  série  AA'  un  état  A'^  infiniment 
voisin  de  l'état  A',  dans  lequel  le  système  a  la  même  température 
(2r'-i-  cfô')  qu'en  Télat  B',  ou  bien  en  la  série  BB'  un  état  B'^  in- 
finiment voisin  de  l'état  B'  en  lequel  le  système  a  la  même  tem- 
pérature 2r'  qu'en  l'état  A'.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 
que  ce  soit  le  premier  cas  qui  se  présente. 

Ici  se  présente  une  nouvelle  hypothèse  admise  implicitement 
dans  tous  les  traités  de  Thermodynamique  et  qui,  cependant, 
demanderait  à  être  vérifiée  dans  chaque  cas  particulier.  Celte 
hypothèse  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante. 

Laissant  le  système  soumis  à  Taclion  des  forces  extérieures  qui 
le  sollicitent  durant  la  transformation  AB  ou  A|  B|,  il  est  possible 
de  trouver  des  liaisons,  telles  qu'elles  obligent  ce  système,  partant 
sans  force  vive  de  l'état  A  à  arriver  également  sans  force  vive  à 
l'état  B2  par  une  transformation  iso thermique  infiniment  petite 
AjB2  accomplie  à  la  température  ^\  puis  de  trouver  d'autres 
liaisons  telles  que  le  système,  partant  sans  force  vive  initiale  de 
l'état  B2,  arrive  également  sans  force  vive  à  l'état  B  par  une  trans- 
formation adiabatique  infiniment  petite  BoBi. 

Si  une  semblable  hypothèse  est  vérifiée,  il  résulte  de  la  re- 
marque que  nous  avons  faite  au  n"  1  à  la  suite  du  premier  principe 
de  la  Thermodynamique,  que  Tensemble  des  deux  modifications 
infiniment  petites  A,B2  et  B2B,  dégage  la  même  quantité  de 
chaleur  que  la  modification  infiniment  petite  Ai  B|  ;  et,  comme  la 
modification  B2B1  est  adiabatique,  que  les  deux  modifications 
A|B|  et  A|  B2  donnent  lieu  au  même  dégagement  de  chaleur  <:/Qi- 

De  même,  si  une  hypothèse  analogue  est  vérifiée  pour  les  états 
B',  A'  et  Aj,  la  modification  B'^A',  donnera  lieu  au  même  dégage- 
ment de  chaleur  rfQ',  qu'une  modification  isothermique  B'^A!^, 
effectuée  à  la  température  (&'  +  <^^')î  ^^  amenant  le  système  pris 
sans  force  vive  initiale  à  l'état  B',  en  Félat  A!,  sans  force  vive 
finale. 

L'état  B2  étant  pris  en  la  modification  adiabatique  réversible  BB', 
la  modification  B2B'  est  elle-même  adiabatique  et  réversible.  Par 
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conséquent,  on  peut  (l'une  infinité  de  manières  prendre  le  système 
sans  force  vive  en  Tétat  Bj  et  le  faire  parvenir  en  Tétat  B'  sans 
force  vive  par  une  modification  adiabatique^  désignons  par  B2B', 
une  semblable  modification. 

De  même,  désignons  par  Â'^Âi  une  des  modifications  adiaba- 
tiques  par  lesquelles  on  peut  prendre  le  système  sans  force  vive 
en  l'état  Aj  et  l'amener  sans  force  vive  en  l'état  A. 

La  suite  des  quatre  modifications  A, B2,  BjB',,  B'^A^,  AjA| 
constitue  un  cycle  de  Carnot  décrit  par  le  système.  Si  alors  nous 
appliquons  à  ce  cycle  l'inégalité  (7),  vraie  pour  tous  les  cycles  de 
Carnot,  nous  aurons 


ou  simplement 

Cette  inégalité  est  précisément  l'inégalité  (12)  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

Nous  avons  vu  que  l'incgalilé  (12)  est  équivalente  à  l'inégalité 
(10),  et  que  celle-ci  entraîne  l'inégalité  (9).  Nous  aurons  donc, 
en  vertu  des  égalités  (8)  et  (8  Ois), 

1) 


(•3) 


)  l  m>(->--^^l~) 


l   FÏ^,("'0-"2^)>- 


Tninslormons  Irgùrcnient  celle  inégalité 


Le  symbole 


pour  une  Iransformalion  telle  que  S!  qui  |)art  de  Télat  (2)  pour 
aboutir  à  Tctat  (i),  n'aurait  pour  nous  justju'ici  aucun  sons.  Con- 
venons de  lui  allribuer  le  nionic  sens  (ju'à 
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L'inégalité  (i 3)  deviendra 

(1) 


(i3ow)  { 


et  pourra  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
LêU  somme 

est  plus  grande  pour  toute  transformation  par  laquelle  le  sys- 
tème passe  de  l'état  (i)  à  l'état  (2)  que  pour  toute  transfor- 
mation par  laquelle  le  système  passe  de  l'état  (2)  à  Vétat  (i). 

Supposons  maintenant  que  de  Fétat  (i)  à  l'état  (2)  il  existe  une 
transformation  réversible  S,  limite  commune  d'une  infinité  de 
transformations  S^  et  d'une  infinité  de  transformations  S^.  Il  nous 
sera  bien  facile,  alors  de  démontrer  la  proposition  suivante,  qui 
est  la  proposition  fondamentale  de  cette  partie  de  la  Thermody- 
namique : 

//  existe  une  quantité  F(i,  2)  dépendant  uniquement  de 
l'état  du  système  en  (1)  et  de  l'état  du  système  e/i  (2),  telle  que, 
pour  toute  transformation  par  laquelle  le  système  passe  de  (i) 
en  (2),  on  ait 


ffkÂ'''-^^'^ 


—  )-F(i,2)>o. 


et  que  pour  toute  transformation  par  laquelle  le  système  passe 
de  (2)  en  (i)  on  ait 


rF(F)(''^-^^''2?)-''(''^^<"' 


(!) 

Cette  quantité  F(i,  2)  est  la  valeur  de  l'intégrale 


i 
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pour  une  quelconque  des  transformalions  réversibles  qui  relient 
les  états  (i)  et  <  2). 

Par  des  coDsidératioDs  trop  faciles  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'y 
Insister  ici,  on  arrivera  à  la  proposition  suivante  : 

Il  existe  une  fonction  S  des  paramètres  qui  définissent  Tétatdu 
système,  telle  que,  si  l'on  désigne  par  S|  et  S2  les  valeurs  de  S 
relatives  aux  états  (1)  et  (2  ),  on  ait 

Fd,  1)  =  S|  —  Sj. 

• 

C'est  cette  fonction  S,  parfaitement  définie  d'après  ce  qui 
précède,  à  une  constante  additive  près,  que  M.  Clausius  a  proposé 
de  nommer  Ventropie  du  système.  Cette  dénomination  est  au- 
jourd'hui adoptée  par  tous  les  physiciens.  Si  avec  M.  Clausius  on 
donne,  pour  une  modification  quelconque  qui  transporte  le 
système  de  l'état  (i)  à  l'état  (2),  le  nom  de  transformation  non 
compensée  à  la  quantité 


^''>  ""^Cvi^-A"'^-^''^'^)^^^-^- 


(1) 

la  proposition  précédente  devient  : 

Toute  modification  correspond  à  une  transformation  non 
compensée  positive, 

Toll(*  est  la  grande  loi  dont  la  Thermodynamique  est  redevable 
à  M.  (Clausius.  Après  l'avoir  ainsi  mise  en  évidence,  nous  n'aurons 
plus  (urun  mot  à  dire  pour  en  déduire  le  théorème  fondamental 
sur  l(*(|U(*l  reposent  les  travaux  de  M.  Gibbs. 

().  Le  tnnail  non  compense,  le  potentiel  thermodynamique 
et  le  throrème  de  M.  Gibbs.  —  La  loi  de  M.  Clausius  nous  donne 
l(î  nioyrn  de  délerniiner  les  états  d'équilibre  d'un  système.  Si 
toutrs  1rs  niodidcations  virtuelles  (|ue  l'on  pourrait  imaginer  à 
partir  d'un  élat  du  système  sont  telles  (|u'elles  enlraîneraient  une 
transforniiilion  non  compensée  nulle  ou  négative,  le  système  est 
;issuréMient  v.w  ('(juilibrc.  Mais  cette  proposition  conduit  surtout  à 
(\t'-,  résultats  inléressanls  lorsqu'on  l'applique  à  des  systèmes  dont 
U  irrni[)érature  ?j  est  maintenue  constante.  Dans  ce  cas,  donnons 
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le  nom  de  travail  non  compensé  au  produit 

(i5)  e  =  EF(3r)P. 

Nous  pourrons  énoncer  la  proposition  précédente  sous  la  forme 
que  voici  : 

Un  système  sera  sûrement  en  équilibre  dans  un  état  déter- 
miné si  toute  modification  virtuelle  imposée  au  système  à 
partir  de  cet  état  correspond  à  un  travail  non  compensé  nul  ou 
négatif. 

Ce  théorème  est  analogue,  par  son  énoncé,  au  principe  des 
vitesses  virtuelles,  tel  que  Gauss  l'a  formulé;  cette  analogie,  loin 
d'être  un  simple  accident,  tient  à  la  nature  même  des  choses,  car 
il  serait  facile  de  prouver  que,  si  l'on  introduit  dans  la  Thermo- 
dynamique les  hypothèses  restrictives  auxquelles  la  Mécanique 
assujettit  tous  les  systèmes  qu'elle  étudie,  cette  proposition 
redonne  l'énoncé  même  du  principe  des  vitesses  virtuelles;  malgré 
cette  importante  analogie,  la  proposition  précédente  serait  peut- 
être  de  peu  d'usage  si  le  travail  non  compensé  effectué  dans  une 
modification  isothermique  n'était  susceptible  d'une  expression 
remarquable  que  nous  allons  indiquer. 

Lorsque  la  température  est  maintenue  constante,  les  égalités 
(i4)et(i5)   nous  donnent 

e  =  E  f  fdq-r-X d^ ~)  -H  E F(3r)( S,  -  S, ). 

Mais  d'autre  part,  si  nous  désignons  par  G  le  travail  effectué  par 
les  forces  extérieures  dans  la  modification  considérée,  Tégalité  (1) 
nous  donne 


E  r  (dq-hXd^^\  =  E{\],--Vi 


)-^(^. 


On  a  donc,  en  résumé,  cette  expression 
(16)  e  =  E[Ui  — F(&)S,]  — E[U,-F(2r)Ss]-f-G. 

Cette  expression  est  surtout  remarquable  dans  le  cas  où  les 
forces  extérieures  admettent,  d'elles-mêmes  ou  en  vertu  des  liai- 
sons imposées  au  système,  ce  qu'on  nomme  en  Mécanique  un  po- 
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tentieL  Dans  ce  cas,  si  l'on  désigne  par  W  ce  potentiel,  et  par 
W|  et  Wa  ses  valeurs  dans  l'état  (i)  et  dans  l'état  (2),  on  a 

(17)  G  =  Wi-\V,. 

Dès  lors,  si  l'on  pose 

(18)  *  =  E[U-F(3r)S]-f-W, 

l'égalité  (16)  deviendra 

(19)  e  =  *i~*,. 

Le  travail  non  compensé  sera  déterminé  au  moyen  de  la  quan- 
tité <!>  comme  le  travail  externe  6  est  déterminé  au  moyen  du 
potentiel  W.  La  quantité  <!>  peut  donc  être  à  bon  droit  nommée 
\e potentiel  thermodynamique. 

Cette  dénomination  sera  mieux  justifiée  encore  si  l'on  observe 
la  forme  que  prend  alors  la  règle  indiquée  tout  à  l'heure  pour  la 
détermination  des  étals  d'équilibre  stable.  Cette  règle  pourra  en 
effet  s'énoncer  ainsi  : 

Un  état  d*un  système  sera  un  état  d*équilibre  stable  s^il 
correspond  à  un  minimum  du  potentiel  thermodynamique. 

Tel  est  le  théorème  fondamental  découvert  par  M.  Gibbs.  Il  est 
en  Thermodynamique  l'analogue  de  la  proposition  sur  la  stabilité 
de  l'équilibre  découverte  par  Lagrange  et  démontrée  parLejeune- 
Dirichlet.  C'est  assez  dire  qu'il  constitue  l'origine  de  l'un  des  plus 
grands  progrès  qui  aient  été  faits  en  cette  science,  soit  pour 
éclairer  ses  principes,  soit  pour  enricliir  le  nombre  de  ses  appli- 
cations. 

{A  suivre,) 
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SUR  LE  MAXIMUM  DU  PRODUIT  DE  PLUSIEURS  FACTEURS  POSITIFS 

DONT  LA  SOMME  EST  CONSTANTE; 

Par  m.  6.  DARBOUX. 

La  proposition  qui  fait  le  sujet  de  cet  article  appartient  aux  élé- 
ments de  l'Algèbre.  La  démonstration  qu'on  en  donne  habituelle- 
ment est  sujette  à  des  objections,  que  l'on  peut  sans  doute  négliger 
dans  un  enseignement  tout  à  fait  élémentaire;  la  suivante,  qui  est 
à  l'abri  de  ces  objections,  m'a  paru  mériter  d'être  publiée. 

Admettons  la  proposition  pour  le  cas  de  deux  facteurs  et  consi- 
dérons un  produit  de  quatre  facteurs 

ai,     aj,    «3,    a^. 

Si  ces  facteurs  ne  sont  pas  tous  égaux,  on  pourra  supposer  a^  diffé- 
rent de  «25  et  l'on  aura 

et,  par  conséquent, 

aid^a^a^  <.  | )   • 

V       2  a      / 

Le  produit  de  deux  facteurs 

(a,-f-a,)(a3-+-a4) 

ne  peut  être  diminué  si  l'on  remplace  chacun  des  facteurs  par  leur 
demi-somme;  on  aura  donc 

(a,-T-a,)ra3-+-av)<  f -^ ^— -j 

et,  par  conséquent, 

ai  a,  a3  av  <  ( \ 

G.    Q.   F.   D. 

Considérons  maintenant  un  produit  de  huit  facteurs 

P  =  <7,  fïj  rt-j  rt  V  ^'5  «6  a-  a^  ; 
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si  ces  facteurs  ne  sont  pas  tous  égaux,  le  résultat  que  nous  venons 
d'établir  relativement  au  produit  de  quatre  nous  donnera,  en  sup- 
posant ai  différent  de  a2, 

«1  a,  as  ûf  4  <  ï I   , 

a^a^a-ia^  _   y I    , 

et,  par  conséquent, 

p        /gi-4-qi-f-a.i-f-a»  as -^- ga -4- a? -^  Q»  V . 

si,  dans  le  produit  de  deux  facteurs 

«1  -+-  cti  H-  «3  -+-  «4  eis  -4-  fle  -•-  <5f 7  H-  «8 


•> 


on  remplace  chacun  des  deux  facteurs  par  leur  moyenne  arithmé- 
tique 


«1  -f-  aj-+-. .  .-f-  ag 

.- , 


on  ne  pourra  qu'augmenter  le  produit  et  l'on  aura,  par  consé- 
quent. 

T>  ^   /«!-+-. ..-^«8 


P<  /at-t-...-i-a8\». 


En  poursuivant  la  même  méthode  de  démonstration,  on  démon- 
trera évidemment  le  théorème  pour  un  nombre  de  facteurs  égal  à 
une  puissance  quelconque  de  a.  Il  reste  à  l'établir  pour  les  nombres 
qui  ne  sont  pas  des  puissances  de  a.  C'est  ce  que  l'on  fait  très  sim- 
plement de  la  manière  suivante. 

Soit,  par  exemple, 

Q  =  ajaj. .  .ail 

un  produit  de  onze  facteurs,  et  soit  m  la  moyenne  arithmétique  de 
ces  onze  facteurs.  Le  produit 

sera  un  produit  de  seize  facteurs  dont  cinq  seront  égaux  à  m;  et 
d'ailleurs  la  moyenne  arithmétique  de  ces  seize  facteurs  sera  encore 
égale  à  m.  On  aura  donc,  la  proposition  étant  démontrée  pour 


seize  facteurs. 


ou 
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Qm*<  m»« 

C.   Q.   F.   D. 
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C.  POSSÉ,  professeur  à  l'Université  de  Saint- Pélersbourg.  —  Sur  quelques 

APPLICATIONS  des    FRACTIONS  CONTINUES  ALGÉBRIQUES.    I    VOl   in-8%    lyS    p. 

Paris,  Ilermann,  1886. 

On  sait  que  les  polynômes  de  Legendre  ou  de  Jacobi  peuvent 
être  définis  en  partant  de  certains  développements  en  fractions 
continues  algébriques.  C'est  à  l'extension  de  cette  idée  et  à 
quelques  applications  des  polynômes  auxquels  cette  extension 
conduit  que  sont  consacrés  les  cinq  Chapitres  dont  se  compose 
cet  intéressant  Travail.  Plusieurs  des  sujets  abordés  par  l'auteur 
ont  été  déjà  étudiés  par  MM.  Tchébichef,  Markoffet  Stieltjes,  dans 
diverses  publications  dont  plusieurs,  malheureusement  écrites  en 
russe,  ne  sont  pas  à  la  portée  de  tous  les  lecteurs  français.  On 
lira  donc  avec  plaisir  ces  quelques  pages  où  M.  Possé  a  réuni, 
dans  une  analyse  simple,  élégante  et  générale,  le  résultat  de  ses 
propres  recherches  à  celles  de  ses  prédécesseurs. 

Le  premier  Chapitre  s'occupe  des  réduites  de  la  fraction  con- 
tinue qui  provient  du  développement  de  la  fonction  F(z)  définie 
par  l'intégrale 


où  l'on  suppose  toutes  les  quantités  réelles,  a<Cb,  tif{y)  positif. 
Dans  ces  conditions,  le  développement  est  de  la  forme 


F(^)  = 


a                  ''* 

^1- 

C3 

• 
•  > 

OÙ  les  c  sont  des  constantes  que  l'on  peut  prendre  arbitrairement, 
et  les  q  des  polynômes  du  premier  degré  en  5;  la  /i*^""  réduite 

étant  écrite  sous  la  forme  ^"^    ly  le  polynôme  ^n{^)  est  du  degré 

n.  Les  polynômes  cp;,(:;)  sont  la  clef  de  toutes  les  questions  traitées 
dans  le  Livre. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  3*  série,  t.  XI.  (Juillet  1887.)  11 
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Tout  d'abord,  elles  permettent  de  donner  la  valeur  de  Tintégralc 


OÙ  Ton  suppose  seulement  que  <ï^(j^)  est  un  polynôme  entier.  Si 
le  de*^ré  de  ce  polynôme  est  au  plus  égal  à  '>.n  —  i,  on  trouve 


i=/i 


(3)         r/(r)*(j^)^r=y  J444*(^/)' 

i  =  l 

OÙ  les  Zi  sont  les  racines  de  <Paï(^)« 

A  Téffard  des  quantités  ^^ .  ^^    Qui  fiffurent  dans  cette  formule, 

on  prouve  qu'elles  sont  toutes  positives  et  par  suite,  par  une 
application  du  théorème  de  Rolle,  toutes  les  racines  de  (J;;i(;;)sont 
réelles  et  séparées  par  celles  de  cp/i(5). 

Nous  passons  sur  quelques  généralisations  indiquées  par  l'auteur 
pour  ces  divers  théorèmes.  Les  intégrales  définies 


bi..        ^^r,..s^..  ^A/i.        ..X  /•/ ..X  -/-.  r^b 


iy-'a)f(y)cty        rib-y)f{y)dy        r{y-a){b-^y)f(y)dy 


Ç  (y-'a)f(y)c/y      r  (b-y)Ay)dy ^     r 
•fn         ^    y  •/,         ^  — y  Ja 


^—y 


donnent  lieu  à  des  développements  étroitement  liés  avec  le  précé- 
dent. En  appelant  U,,,  V„,  W„  les  polynômes  qui  figurent  en 
dénominateur  dans  les  réduites  d'ordre  n  de  ces  développements, 
on  trouve  d'abord  que  ces  polynômes  vérifient  les  équations 


r  {y-ci)f{y)\}„{y)^n^,{y)dy^o. 

•'a 

f  {b-y)f{y)\'n{y)K-x{y)dy  =  o, 


a 


f  (y- a)(h -y)f{y)\\n(y)K^i{y) dy  =  o, 

analogues  à  (2).  Il  en  résulte,  pour  les  racines  des  polynômes  U, 
Y,  W  des  propositions  analogues  à  celles  qui  se  sont  présentées  à 
propos  des  racines  des  polynômes  cp.  L'auteur  termine  ce  Chapitre 
en  donnant  les  expressions  des  polynômes  U/i,  V;,,  W,,  à  l'aide 
des  polynômes  ^. 
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Dans  le  second  Chapitre,  M.  Possé  traite  d'abord  la  question 
suivante  : 


((Trouver  le  polvnôme  ^{x)  =  x"  -h Pi^'^'*  4-. .  .  du  degré  /i, 
tel  que  Tintégrale 

soit  minimum   ». 


Si  Ton  dispose  des  constantes  C|,  Ca,  ...  de  telle  sorte  que  le 
coefficient  de  x"  dansç„(x)  soitTunité,  on  trouve 'P(j:)  =  o„(j:), 
et  alors 

h 


I 


d'après  la  formule  (i). 

De  même,  si  Ton  veut  que  l'intégrale 

f  /(a:)[*«(^)-û(jr)]«^^ 


^  a 


soit  un  minimum,  où  ^^  est  du  degré  n  etû(.r)  une  fonction 
donnée, /(j?)  étant  positive  entre  a  et  6,  on  trouve 

A=n  I    /{x)il{r')oji.{x)dx 
*  =  o        /    /{x)(^l{x)dx 

ce  qui  n'est  autre  que  la  formule  d'interpolation  donnée  par 
M.  Tchéhichef  (Journal  de  Liouvi lie,  2®  série,  t.  III),  M.  Possé 
cherche  ensuite  l'expression  précise  du  terme  complémentaire  qui 
représente  l'erreur  commise  en  remplaçant  û(x)  par4>„(.r);  il  sup- 
pose seulement  dans  cette  recherche  que  û(.r)  est  le  produit  de 
deux  fonctions  Q^  (x),  Q2{x),  développables  chacune  en  série  de  la 
forme 

L'analyse  de  l'auteur  a  déjà  été  publiée  par  lui  ici  même. 
En  supposant  que  l'on  adopte  pour  la  fonction  /(y)  l'expres- 
sion 

/(v)  =  (i-r)^-Ui-r)M, 
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el  que  l'on  prenne  a  =  —  i,  6  =  -f-i,  les  polynômes  'f/<(^)  ne 
sont  autres  que  les  polynômes  T,|(5)  de  Jacobi  {Journal  de  C  relie, 
t.  56). 

L'équalion  qui  peut  servir  de  définition  aux  polynômes  T,  à 
savoir 


—  1 


fournit  des  relations  de  récurrence  entre  les  fonctions  T  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  (a,  P),  (a  -h  i ,  |î  -h  i)  des  constantes  a,  j3 
et  permet  en  outre  de  démontrer  fort  simplement  que  le  polynôme 
T„  vérifie  Téquation  du  second  ordre  linéaire 

(4)     (i-.^t;^-i-[a-P-(a-+-?)z]^-+-/i(a-+-?  +  /i-i)7  =  o; 

M.  MarkoflT  était  parvenu  au  môme  résultat  par  la  même  analyse. 
M.  Possé  démontre  encore  la  formule 

i-\  T  {  \-  i—'Y(^-^^y-Hi  —  zy-^  ^.l[(r-^-;;)a4■/,-l(^_^),S4-.»-1J 
et  en  déduit  la  valeur  de  l'intégrale 

intégrale  qui  intervient  dans  le  développement  en  fraction  continue 
de 

■^Vi-H7)^-«(i-r)P-* 


s: 


dy, 


5-r 

ainsi  que  cela  résulte  de  l'équation  (i).  On  trouve  ainsi 

î^-^P-*-»"-»  r(/i -f- i)r(a -4- /i)ro -4- 71  ) 


i«  = 


(a-Hp-h/i  — i)...(a-hP-+-'2/t  —  2)(a-f-p-+-2/i)' 

les  quotients  incomplets  qn  sont  donnés  par  la  formule 

^    _^ (a-P)(a-4-?--'2) 

^'*  ""  (3t-i-p-f.2/i  —  2)(a  4-^  +  2/1  — 4)  ' 


"î^ailiir  #riirs 


rE:il 


iim^r 


1      r^toiiL  -rr' 


r**TUitr 


*ai 


-Al         - 


C-irî" 


^— --•*  ^t.-t 


i  « 


...  m»r-=s^-5- 


tS" 


u: 


«,:    .'*■ 


•      • 
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L'auleur  généralise  tout  d^ abord  la  question  en  se  proposant  le 
maximum  ou  le  minimum  de  Tintégrale 


/ 


OÙ  û(j')  est  donné. 

La  fonction  f(^y^  peut  être  continue  ou  discontinue,  et  ce  sont 
précisément  les  cas  compris  dans  celte  dernière  hypothèse  qui 
fournissent  la  solution.  La  fonction  /(y)  est  nulle  pour  toutes 
les  valeurs  de ^  comprises  entre  a  et  6,  sauf  pour  un  certain 
nombre  fini  des  valeurs  x^^  x^-i  ..-,  Xn  pour  lesquelles /(j^) 
devient  infini,  mais  de  sorte  que  Tintégralc 


/       ny)dy 


ait  une  limite  pour  £  nul.  La  distribution  de  ces  points  Xi  est  pré- 
cisément fournie  par  les  fonctions  Ç/i(^).  Nous  renvoyons,  pour 
les  détails,  à  Tintéressant  travail  de  M.  Possé.  M.  Markoff  avait 
déjà  résolu  ce  problème  par  une  méthode  un  peu  moins  simple 
dans  un  Mémoire  écrit  en  russe,  et  paru  en  i884  à  Saint-Péters- 
bourg. G.   KoEIVIGS. 
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ÉTUDE  SUR  LES  TRAVAUX  THERMODYNAMIQUES 
DE  M.  J.  WILLARD  6IBBS; 

(suite). 

Par  m.  p.  DUHEM. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

HISTORIQUE   ET   PRINCIPALES  APPLICATIONS   DE  LA   THÉORIE   DE  M.   GIBBS. 

1 .  Historique  de  la  théorie  de  Af.  Gibbs.  —  Nous  avons  vu 
comment  les  postulata  fondamentaux  de  la  Thermodynamique 
conduisaient  aux  idées  de  M.  Clausius  sur  le  principe  de  Carnot, 
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les  plus  importantes  peut-être  qui  aient  été  introduites  dans  la 
Philosophie  naturelle  pendant  la  seconde  moitié  de  notre  siècle. 
Nous  ne  retracerons  pas  ici  l'histoire  des  recherches  qui  ont  con- 
duit les  physiciens  des  travaux  de  Sadi  Carnot  à  ces  idées. 
M.  Clausius  lui-même  a  pris  la  peine  de  marquer  les  principaux 
points  de  cette  histoire  (*),  et  il  serait  téméraire  de  vouloir  riva- 
liser avec  lui  de  compétence  et  d'impartialité.  Nous  nous  borne- 
rons donc  à  suivre  la  voie  qui  a  conduit  des  idées  de  M.  Clausius 
à  la  belle  et  féconde  méthode  de  M.  Gibbs. 

C'est  aux  études  de  Mécanique  chimique  que  la  Thermodyna- 
mique doit  de  s'élre  engagée  dans  cette  voie.  La  découverte  des 
phénomènes  de  dissociation  par  H.  Sainte-Claire  Deville,  en  pro- 
voquant dans  le  domaine  de  la  Mécanique  chimique  de  nombreux 
et  importants  travaux,  a  révélé  l'existence  d'états  d'équilibre 
voisins  de  ceux  dont  la  Physique  trace  les  lois  en  étudiant  la  vapo- 
risation ou  la  fusion,  mais  rendus  plus  complexes  par  le  grand 
nombre  de  substances  entre  lesquelles  s'établit  un. semblable 
équilibre,  et  par  le  grand  nombre  de  variables  qui  peuvent  influer 
sur  l'état  de  ces  substances.  Il  était  difficile  d'appliquer  à  ces  phé- 
nomènes complexes  les  méthodes  synthétiques,  fondées  sur  l'em- 
ploi exclusif  des  cycles  fermés,  dont  l'usage  avait  conduit  à  de  si 
importantes  propositions  dans  l'étude  de  la  vaporisation  ou  de  la 
fusion. 

Ces  méthodes  cependant  n'étaient  pas  condamnées  à  l'impuis- 
sance devant  le  nouvel  ordre  de  phénomènes  qui  venait  d'être 
découvert;  M.  J.  Moutier  (2),  à  qui  l'on  doit  les  premières  appli- 
cations de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes  de  dissociation, 
avait  montré  que  les  raisonnements  synthétiques  pouvaient,  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique  chimique,  conduire  à  d'importantes 
conséquences;  appliquant  le  premier  à  des  cycles  isothermiques 
les  propositions  générales  de  M.  Clausius,  il  avait  donné  une  solu- 


(')  R.  Clausius,  Zur  Geschichte  der  mechanischen  Wàrmetheorie  {Poggen- 
dorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemiej  Bd.  CXLV,  p.  ^96;  1872).  Voir  aussi 
R.  Clausius,  Die  mechanische  Wàrmetheorie,  Zweile  Auflage,  t.  I,  Abs- 
chnilt  MIL 

(')  J.  MouTiER,  Sur  quelques  relations  entre  la  Physique  et  la  Chimie 
{Encyclopédie  chimique  de  Frcmy,  Introduction,  t.  II). 
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tion  aussi  complète  qu'élégaDte  du  problème  des  tensions  de 
vapeur  d'un  même  corps  sous  deux  étals  différents,  problème 
dont  Regnault  et  M.  J.  Thomson  avaient  seulement  Tun  entrevu 
et  Tautre  indiqué  la  solution. 

Mais  ces  applications  mêmes  restaient  limitées  à  ceux  des  phé- 
nomènes de  la  Mécanique  chimique  que  la  plus  étroite  analogie 
rapprochait  des  phénomènes  de  fusion  ou  de  vaporisation.  Les 
physiciens  se  bornaient  avec  peine  à  la  considération  des  cycles 
fermés,  qui  avait  à  plusieurs  reprises  fourni  des  démonstrations 
pleines  d'élégance,  mais  qui,  pour  chaque  nouvelle  recherche, 
exigeait  de  la  sagacité  du  théoricien  l'invention  d'un  cycle  appro- 
prié. Ils  sentaient  le  besoin  de  substituer  à  cette  considération 
des  méthodes  analytiques  conduisant  par  une  voie  sûre  et  uni- 
forme aux  équations  dont  dépend  la  solution  de  chaque  problème 
de  Thermodynamique. 

Une  méthode,  il  est  vrai,  ressortait  immédiatement  des  propo- 
sitions de  M.  Clausius.  Pour  toute  transformation  réversible  élé- 
mentaire, l'excès  de  la  chaleur  équivalente  au  travail  des  forces 
extérieures  sur  la  chaleur  dégagée  est  la  différentielle  totale  de 
l'énergie  interne;  le  quotient  de  la  quantité  de  chaleur  par  la  tem- 
pérature absolue  est,  au  signe  près,  la  différentielle  totale  de 
l'entropie;  par  conséquent,  exprimer  ces  deux  combinaisons  au 
moyen  des  variables  indépendantes  et  écrire  les  conditions  d'inté- 
grabililé  des  expressions  ainsi  obtenues,  c'est  un  moyen  assuré 
d'obtenir  les  conditions  d'équilibre  d'un  système.  Dès  i854,  dans 
le  Mémoire  mémo  où  il  étendait  le  second  principe  de  la  Thermo- 
dynamique à  tous  les  cycles  fermés,  M.  Clausius  (*)  faisait  usage 
de  cette  méthode.  En  i858,  M.  G.  Rirchhoff  (2)  en  montrait  la 
fécondité  par  de  magnifiques  applications  à  l'étude  des  change- 
ments d'état,  applications  au  premier  rang  desquelles  il  convient 
de  placer  la  découverte  de  la  relation  qui  existe  entre  la  chaleur  de 


(»)  R.  Clausius,  Sur  une  aucre  forme  du  second  principe  dz  la  théorie  mé- 
canique de  la  cfialeur  (  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Trad.  Folie,  t.  I, 
p.  ib\). 

(■)  G.  KiRCiioFF,  Ucber  einen  Satz  der  mechanischen  Wàrmetheorie  und 
einige  Anwendungen  desselben  {Poggendorff's  Annalen  der  Physik  und 
Chemie,  Ud.  Clll;  i858). 
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dilution  d'une  dissoltiliun  cl  la  tension  de  la  vapeur  que  ceCE 

solution  (-met.  EDllD,ea  iS63,  M.Clausiiis(')  écrivait  un Mémoifl 

spécialcniunt  destiné  h  montrer  roinnient  toutes  les  équations  ( 

U   Tliermod^namique    pouvaient    s'établir    par    cette    métbodi 

unique,  d^Oanl  par  U  les  elTorts  de  ceux  qui  chercheraient, 

ans  plus  lard,  à  s'emparer  de  cette  mt'thude  et  à  lui  imposer  leid 

L'exactitude  analytique  de  cette  méLliode  est  hors  de  uoniesl«4 
tion.  Mais,  maigri;  les  avantages  que  son  emploi  peut  présenM 
dans  certains  cas,  elle  ne  satisfait  pas  complètement  le  besoin  qu^ 
les  physiciens  ont  éprouvé  depuis  la  ci-éation  de  la  Thermody> 
namîque,  de  rapprocher  celle-ci  de  la  Mécanique  de  telle  (a<;m 
que  l'on  retrouvât  dans  les  méthodes  dont  ces  deux  sciences 
servent  l'analogie  qui  existe  entre  les  objets  iju'elles  étudient. 

Deux  siècles  d'elTorts,  couronnés  par  l'œuvre  de  La^rangc,  ont 
condensé  la  Statique  tout  entière  dans  le  seul  principe  des  vîlesHQ 
virtuelles,  complété,  pour  les  svstémes  qui  admettent  un  poLe9<3 
tiel,  par  le  critérium  de  stabilité  que  Lagriinge  a  énoncé  Cl  q 
Lejeunc-Dirtchlet  a  démontré.  Quelle  était  la  proposition  i 
devait  en  Thermodynamique  remplacer  le  principe  des  viiess< 
virluelles  et  le  théorème  sur  la  stabilité  de  l'équilibre?  Quelle  élaïâ 
la  fonction  qui  devait  jouer  le  râle  de  potentiel?  Tel  est  l'énotii 
de  la  question  que  les  physiciens  étalent  ameués  à  se  poser. 

Le  premier  qui  ait  posé  noLtemcnt  le  problème  et  qui  ait  leni 
d'en  donner  la  solution  est  M.  Bertbelot.  La  règle  qu'il  propogifl 
sous  le  nom  de  principe  du  travail  maximum,  était  énoncée  de  11 
manière  suivante  :  Toute  actinn  chimique,  accomplie  sans  l'iote 
venlion    d'une   énergie   élrangiire,    tend    vers    la    production   dvM 
système  qui  dégage  le  plus  de  chaleur.  Ce  principe  entraînait  ]> 
conséquence  suivante  :  de  deux  réactions  inverses  concevable 
dont  l'une  dégage  de  la  chaleur,  tandis  que  l'autre  en  <)l>sorbc, 
première  est  seule  possible. 

La  chaleur  dégagée  par  une  réaction  qui  ne  met  en  jeu  aucuàfl 
travail  extérieur  est  U  diminution  que  subit,  par  refl'et  de  cctbij 


(■)  R.  Cladsiu»,  Sur  diverse»  /ormes  da  rqualions  /ondameiitale»  doit 
théorie  mécanique  de  la  chaleur,  qui  sont  commodes  dam  l'applicatkk 
I  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  'l'i-ad,  l'ol.c,  .Mémoire  1\}. 
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modificalion,  rénergie  interne  du  système.  Par  conséquent, 
d'après  la  règle  posée  par  M.  Bertlielot,  la  possibilité  d'une  réac- 
tion suppose  que  cette  réaction  produit  une  diminution  d'énergie; 
la  stabilité  d'un  équilibre  chimique  est  donc  assurée,  si  cet  équi- 
libre correspond  à  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre 
l'énergie  du  système;  l'énergie  joue  dans  la  Statique  chimique  le 
rôle  que  le  potentiel  joue  dans  la  Statique  proprement  dite. 

La  règle  proposée  par  M.  Berthelot  est  d'une  application  facile: 
ses  conséquences  peuvent  être  immédiatement  soumises  au  con- 
trôle de  l'expérience  et,  dans  un  nombre  immense  de  cas,  elles 
présentent  avec  elle  l'accord  le  plus  satisfaisant;  mais  le  principe 
du  travail  maximum,  si  utile  dans  l'étude  des  réactions  chimiques 
énergiques,  souffre  de  nombreuses  exceptions  soit  parmi  les  chan- 
gements d'états  phj^siques,  soit  parmi  les  phénomènes  de  dissolu- 
tion ou  de  modification  allotropique  qui  soudent  la  Physique  à  la 
Chimie.  Aussi  la  plupart  des  chimistes  ont-ils  été  amenés  à  souhaiter 
qu'une  règle  fondée  sur  la  ïhermod^'namique  vînt  à  la  fois  rendre 
compte  des  concordances  nombreuses  qui  rendent  si  utile  le  prin- 
cipe du  travail  maximum  et  des  exceptions  qui  empêchent  de  lui 
accorder  une  absolue  généralité. 

M.  Hortsmann  (')  eut  le  premier  l'idée  de  chercher  dans  les 
idées  de  M.  Clausius  sur  le  principe  de  Carnot  la  solution  du  pro- 
blème de  la  Mécanique  chimique.  C'est  à  l'entropie  qu'est  dévolu, 
selon  M.  Hortsmann  le  rôle  que  la  Thermochimie  attribue  à  l'é- 
nergie interne. 

((  Clausius,  dit  M.  Hortsmann,  a  su  donner  à  certaines  idées 
de  W.  Thomson  une  forme  mathématique,  en  définissant  une 
grandeur,  l'entropie,  qui,  dans  tous  les  changements  de  la  nature, 
va  toujours  en  augmentant  et  qui,  au  contraire,  par  aucune  force 
naturelle  connue,  ne  peut  devenir  plus  petite.  Il  peut  y  avoir  seu- 
lement des  phénomènes  dans  lesquels  l'entropie  reste  constante  : 
tels  sont  les  mouvements  stationnaires  que  nous  attribuons  aux 
atomes  des  corps  de  température  constante. 

»  D'après  moi,  dans  les  phénomènes  de  dissociation,  la  cause 
de  la  limite  est  la  même;  elle  se  produit  quand  l'entropie  est 


('). Hortsmann,  Annalen  der  Chemie  und  Pkarmacie,  t.  CL\X,  20  nov.  1873. 
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devenue  aussi  grande  que  cela  est  possible,  avec  tous  les  change- 
ments qui  pourraient  survenir.  Le  problème  est  donc  résolu,  si 
Ton  sait  dans  quelles  circonstances  et  de  quelle  manière  l'entropie 
est  modifiée  dans  les  phénomènes  dont  il  s'agit.  )> 

Tel  est  le  point  de  départ  de  la  théorie  de  M.  Hortsmann.  Plus 
récemment,  dans  une  Note  communiquée  à  la  Royal  Institution^ 
le  5  mars  i8"5,  lord  Rajleigh  a  émis  des  idées  analogues;  selon 
lord  Rayleigh,  ce  n'est  point  le  signe  de  la  quantité  de  chaleur 
mise  en  jeu  qui  détermine  le  sens  des  réactions  chimiques;  une 
réaction  chimique  n'est  possible  que  si  elle  correspond  à  une  aug- 
mentation d'entropie. 

Cette  théorie  ne  saurait  être  admise  sans  restriction.  M.  Clausius 
a  démontré,  il  est  vrai,  que  l'on  ne  peut  faire  décroître  l'entropie 
d'un  système,  mais  cette  démonstration  est  subordonnée  à  une 
restriction  ;  elle  ne  s'applique  qu'à  un  système  qui  ne  peut  em- 
prunter ou  céder  de  la  chaleur,  de  la  force  vive  ou  du  travail  au 
milieu  ambiant.  Si  l'on  ne  tenait  pas  compte  de  cette  restriction, 
on  pourrait  déduire  du  théorème  dont  il  s'agit  des  conséquences 
erronées;  il  est  bien  certain,  par  exemple,  que  l'entropie  d'une 
masse  d'eau  diminue  lorsqu'on  vaporise  cette  eau  à  température 
constante.  Toutefois,  le  principe  énoncé  par  M.  Ilortsmann  peut, 
lorsqu'on  l'applique  dans  les  circonstances  pour  lesquelles  il  est 
démontre,  conduire  à  des  conséquences  conformes  à  l'expérience; 
c'est  ainsi  que  M.  Hortsmann  est  arrivé,  en  étudiant  la  dissociation 
du  carbamate  d'amnionia({ue,  à  énoncer  une  loi  importante  qui 
s'étend  à  tous  les  phénomènes  analogues  de  dissociation  (*). 

L'énergie  ne  peut  donc,  dans  la  Mécanique  chimique,  jouer  le 
rôle  de  potentiel;  l'entropie  ne  peut  jouer  le  rôle  de  fonction  des 
forces.  Les  physiciens  ont  été  conduits  à  rechercher,  parmi  les 
autres  quantités  qu'étudie  la  Thermodynamique,  une  fonction  qui 
put  servir  à  caractériser  les  équilibres. 

Dans  un  important  Mémoire  dont  quelques  extraits  parurent  en 


(')  La  ihcoric  aujourd'hui  condamnée  de  M.  Hortsmann  vient  d'ùlre  reprise 
sans  modification  essentielle,  du  moins  dans  ses  principes,  par  M.  Max  Planck, 
dans  un  Mémoire  intitulé  :  Uebcr  das  Princip  dcr  Vermehrung  der  Entropie 
{Wiedemann's  Annalen  der  Phvsik  und  Chcniic,  t.  \XX,  p.  562;  1S87). 
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1869  (*),  mais  qui  ne  fut  complètement  publié  qu'en  1876(2), 
M.  Massieu  était  parvenu  au  résultat  suivant  : 

Tous  les  coefficients  qui  déterminent  les  propriétés  mécaniques 
et  physiques  d'un  corps,  énergie  interne,  entropie,  chaleurs  spé- 
cifiques, coefficients  de  dilatation,  de  compressibilité,  etc.,  sont 
connus  lorsqu'on  connaît  une  certaine  fonction  des  paramètres  qui 
définissent  Tétat  du  corps.  M.  Massieu  donnait  à  cette  fonction  le 
nom  àe  fonction  caractéristique. 

La  fonction  caractéristique  change  selon  que  l'on  choisit  pour 
déterminer  l'état  du  corps  un  système  de  variables  indépendantes 
ou  un  autre.  M.  Massieu  a  considéré  en  particulier  deux  cas  :  celui 
où  l'on  prend  pour  variables  propres  à  déterminer  l'état  du  corps 
le  volume  et  la  température,  et  celui  où  l'on  prend  pour  variables 
la  pression  et  la  température. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  désigne  par  T  la  température  ab- 
solue, par  S  l'entropie  du  corps,  par  U  l'énergie  interne,  le  corps 
admet  pour  fonction  caractéristique  la  quantité 

n  =  TS  -  i:. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  garde  les  notations  précédentes,  et  si 
l'on  désigne  en  outre  par  A  l'équivalent  calorifique  du  travail,  par 
r  le  volume  du  corps,  et  par/?  la  pression  qu'il  supporte,  le  corps 
admet  pour  fonction  caractéristique  la  quantité 

ir  =  TS  —  i:  —  \pv, 

M.  Massieu  a  établi  les  diverses  propriétés  des  fonctions  II  et 
H'  et  a  montré  comment  toutes  les  équations  de  la  Thermodyna- 
mique pouvaient  s'écrire  de  manière  à  ne  plus  renfermer  que  ces 
fonctions  et  leurs  dérivées  partielles.  Par  là,  il  avançait  et  perfec- 
tionnait singulièrement  l'application  à  la  Thermodynamique  de 
méthodes  purement  analytiques;  il  mettait  en  évidence  de  nou- 
velles fonctions,  plus  importantes  que  l'énergie  interne  et  l'en- 


(')  F.  Massieu,  Sur  les  fonctions  caractéristiques  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l* Académie  des  Sciences,  t.  LX(X,  p.  858  et  1067;  1869). 

(')  F.  Massieu,  Mémoire  sur  /es  fonctions  caractéristiques  des  divers  fluides 
et  sur  la  théorie  des  vapeurs  {Mémoires  des  Savants  étrangers^  t.  XXII, 
année  187G;  Journal  de  Physique,  r^  série,  t.  M,  p.  jiO;  1877). 
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Iropie,  puisque  l'expression  de  ces  deux  dernières  peut  se  déduire 
de  la  connaissance  des  premières. 

Ce  sont  ces  nouvelles  fonctions  dont  Temploi,  grâce  à  M.  J. 
Willard  Gibbs,  allait  donner  à  la  Thermodynamique  une  nouvelle 
et  féconde  impulsion. 

Les  idées  qui  ont  conduit  M.  Gibbs  sont  tout  à  fait  analogues  à 
celles  auxquelles  M.  Hortsmann  avait  demandé  la  loi  des  équi- 
libres chimiques  ;  mais,  plus  heureux  que  son  devancier,  M.  Gibbs 
a  évité  les  erreurs  dans  lesquelles  il  était  tombé  et  est  parvenu 
enfin  au  théorème  fondamental  qu'il  s^agissait  d'obtenir. 

<(  L'^ énergie  de  l'univers  est  constante.  » 

«  L^entropie  de  r univers  tend  vers  un  maximum.  » 

Telles  sont  les  deux  propositions  de  M.  Clausius  que  M.  Gibbs, 
comme  M.  Hortsmann,  prend  pour  point  de  départ  de  ses  re- 
cherches et  pour  épigraphe  du  plus  important  de  ses  Mémoires. 
Ce  sont  ces  propositions  qui  le  conduisent  aux  conditions  d*équi- 
libre  d'un  système,  conditions  qu'il  énonce,  sans  démonstration, 
sous  deux  formes  équivalentes  que  voici  ('). 

Pour  r équilibre  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que,  dans  toutes  les  variations  possibles  de  l'état  du 
système  qui  n'altèrent  pas  son  énergie,  la  variation  qu  ^éprouve 
son  entropie  soit  nulle  ou  négative. 

Pour  Véquilibre  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que,  dans  toutes  les  variations  possibles  dUin  système 
isolé  qui  n'altèrent  pas  son  entropie  la  variation  de  son 
énergie  soit  nulle  ou  positive. 

La  première  de  ces  deux  conditions  n'est  autre  chose  que  la 
condition  d'équilibre  donnée  par  M.  Hortsmann,  mais  modifiée 
par  la  précaution  d'en  restreindre  l'application  aux  modifications 
dans  lesquelles  l'énergie  ne  varie  pas.  Toutefois,  au  sujet  môme  de 
l'exactitude  de  ces  énoncés,  une  réserve  doit  être  faite.  Les  con- 
ditions d'équilibre  énoncées  par  M.  Gibbs  sont  suffisantes,  elles 


(')  On  the  equilibriuni.  etc.   {Transactions  of  the  Connecticut  Academy, 
l.  III,  I"  Partie,  p.  io()). 


MÉLANGES.  167 

ne  sont  pas  nécessaires.  De  ce  que,  grâce  à  M.  Clausius,  nous 
connaissons  sur  toutes  les  modifications  possibles,  nous  déduisons 
bien  qu'il  ne  peut  se  produire  une  modification  correspondant  à 
une  somme  négative  de  transformations  non  compensées;  mais  de 
ce  qu'une  modification  produirait  une  somme  positive  de  trans- 
formations non  compensées,  nous  ne  pouvons  conclure  qu'elle  aura 
nécessairement  lieu.  M.  Gibbs  (*)  a  déjà  indiqué  quelques  consi- 
dérations qui  se  rattachent  à  ce  principe;  mais  c'est  à  M.  Mou- 
tier(*)  que  l'on  doit  de  l'avoir  nettement  affirmé  et  d'en  avoir 
montré  dans  plusieurs  cas  la  nécessité. 

J'ajouterai  que  les  conditions  d'équilibre  indiquées  par 
M.  Gibbs  nécessitent  une  autre  correction;  elles  ne  sont  exactes 
que  pour  des  modifications  qui  n'entraînent  ni  travail  externe  ni 
variation  de  température.  Moyennant  cette  restriction,  on  se  con- 
vaincra aisément  de  leur  exactitude  en  se  reportant  à  notre  équa- 
tion (16);  en  supposant  en  eflet  une  modification  isothermique 
infiniment  petite,  en  désignant  par  d%  le  travail  non  compensé  et 
par  dlô  le  travail  externe,  on  a 

r/e  =  E  <iU  —  ET  rfS  -h  rfC, 

et  cette  quantité  doit  être  positive.  Si  l'on  s'astreint  seulement  à 
considérer  des  modifications  pour  lesquelles  rfG  =  o,  on  voit 
que  ûfU  sera  positif  pour  toutes  celles  de  ces  modifications  qui 
rendront  rfS  égal  à  o  et  rfS  négatif  pour  toutes  celles  de  ces  mo- 
difications qui  rendront  d\i  égal  à  o.  Mais  ces  conclusions  ne  sont 
plus  établies  lorsque  la  modification  considérée  entraîne  un  travail 
externe  positif  ou  négatif. 

Les  restrictions  que  nous  venons  d'indiquer  doivent  aussi  s'ap- 
pliquer au  théorème  suivant,  énoncé  par  M.  Gibbs  comme  consé- 
quence des  conditions  d'équilibre  (')  : 

Si  la  température  d*un  système  est  maintenue  constante,  il 
faut  et  il  suffit j  pour  que  ce  système  soit  en  équilibre,  que  la 


(•)       GIBB8,       toc.       cit. y       p.       III. 

(■)  J.  MouTiKR,  Sur  quelques  relations  entre  la  Physique  et  la  Chimie  {Ency- 
clopédie chimique  de  Fremy ;  Introduction,  t.  II). 
(»)  G1BB8,  loc.  cit.,  p.  \\h. 
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fonction 

.7  =  E(U--TS), 
soit  minimum. 

Mais  la  première  seule  des  deux  restrictioDS  que  nous  avons 
indiquées  s^applique  à  cet  autre  théorème  de  M.  Gibbs  ('). 

Lorsque  la  température  et  la  pression  d'un  système  sont 
maintenues  uni/ormes  et  constantes,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant pour  l'équilibre  du  système  considéré  que  la  quantité 

*  =  E(U  — TS)-i-i>p, 

dans  laquelle  p  désigne  la  pression  et  v  le  volume  du  système, 
soit  minimum. 

Ces  deux  propositions  de  M.  Gibbs,  avec  les  restrictions  que 
nous  y  avons  introduites,  ne  sont  autre  chose  que  Ténoncé,  dans 
deux  cas  particuliers,  celui  où  les  forces  extérieures  n'effectuent 
aucun  travail,  et  celui  où  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  une 
pression  normale,  uniforme  et  constante,  du  théorème  général  que 
nous  avons  énoncé  au  n®6  de  la  première  Partie.  C'est  donc  à  bon 
droit  que  l'on  peut  donner  à  ce  théorème  le  nom  de  M.  Gibbs. 

Le  a  février  1882,  M.  Hermann  von  Helmholtz  communiquait  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  un  Mémoire  Sur  la  Thermo- 
dynamique des  phénomènes  chimiques  (^),  bientôt  suivi  de  deux 
autres  Mémoires  consacrés  aux  applications  de  la  théorie  dont  le 
premier  renfermait  l'exposé. 

Cette  théorie  ne  renfermait  rien  qui  ne  fût  déjà  dans  les  Ou- 
vrages de  M.  Massieu,  de  M.  Gibbs.  Il  nous  suffira  de  citer  à  cet 
égard,  le  témoignage  rendu  par  M.  Helmholtz  à  ses  prédécesseurs 
au  début  de  son  troisième  Mémoire. 

«  L'emploi  pour  représenter  l'énergie  et  l'entropie  d'un  système 
de  corps,  des  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  intégrale,  în- 


(')  Gibbs,  loc.  cit. y  p.  147. 

(')  H.  VON  Helmholtz,  Zm/-  Thermodynamik  chemischer  Vorgànge  lAbbandl. 
{Sitzwigsbericlite  der  Akademie  der  Wissensdiaflen  zu  Berlin,  t.  I,  p.  aS; 
188a).  II.  Abhandl.,  Untevsuchungcn  uber  Chlorzink-Kalomel  Elemente  (ibid», 
l.  II,  p.  825;  1882).  III.  Abhanril.,  Folgerungen  iiber  ga/vanisc/ic  Polarisation 
{ibid.,  l.  I.  p.  r/,;;  188.S). 
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troduit  en  Thermodynamique  une  grande  simplification.  Cette 
simplification  a  été  découverte  avant  moi,  dès  Tannée  1877  (*)» 
par  M.  Massieu  ;  il  en  a  développé  les  conséquences  d'une  manière 
complète,  du  moins  dans  le  cas  où  Tétat  du  corps  dépend  d'un 
seul  paramètre  autre  que  la  température,  mais  il  n'en  a  déduit 
aucune  conclusion  relative  aux  phénomènes  chimiques.  11  donne 
à  la  fonction  intégrale  qu'il  considère  le  nom  de  fonction  carac- 
téristique du  corps.  Cette  fonction,  qu'il  désigne  par  la  lettre  H, 
correspond  à  ma  fonction  ( — ê).  Je  propose  de  conserver  à  la 
fonction  §  le  nom  à^ énergie  libre  que  j'ai  choisi  :  il  me  semble 
que  ce  nom  exprime  très  exactement  la  vraie  signification  physique 
de  cette  quantité. 

»  La  forme  sous  laquelle  M.  Massieu  a  présenté  les  théorèmes 
dont  il  s'agit  est  un  peu  plus  générale  que  celle  à  laquelle  je  me 
suis  arrêté.  Elle  est  en  même  temps  plus  commode  pour  l'exécu- 
tion de  certains  calculs  .... 

»  En  1878  (2),  M.  J.-W.  Gibbs  a  développé  analytiquement 
avec  beaucoup  d'extension  et  de  généralité  les  relations  thermo- 
dynamiques qui  concernent  les  changements  d'état  physique  ou 
d'état  chimique  auxquels  peut  donner  lieu  un  système  matériel 
composé  d'un  nombre  aussi  grand  que  Ton  voudra  de  substances 
différentes  conliguës  ou  mélangées.  M.  Gibbs  a  retrouvé  ainsi  la 
fonction  caractéristique  de  M.  Massieu  et  lui  a  donné  le  nom  de 
fonction  de  force  à  température  constante  ...  ». 

Ainsi,  de  son  propre  aveu,  M.  Helmholtz  n'a  introduit  de  nou- 
veau dans  la  théorie  de  M.  Massieu  et  de  M.  Gibbs  que  les  déno- 
minations d^énergie  libre  pour  désigner  la  quantité 

,f  =E(U  — TS), 

et  di  énergie  liée  pour  désigner  la  quantité 

Z  =  ETS. 

Ceci   nous  amène  à  examiner  les  dénominations  qui    ont  été 


(')  Les  travaux  de  M.  Massieu  datent  de  1869^  comme  nous  l'avons  rappelé 
plus  haut. 

(')  Les  recherches  de  M.  Gibbs  datent  de  1875  et  non  de  1878. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XL  (Juillet  1887.)  la 
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proposées  pour  désigner  les  diverses  quantités  qui  figurent  dans 

celte  théorie. 

M.  Massieu  avait  donné  le  nom  de  fonctions  caractéristiques 

aux  quantités 

II  =  TS  —  L 

et 

H'  =  TS  — U- A/jp, 

et  ce  nom  était  admirablement  approprié  au  rôle  qu'il  avait  décou- 
vert à  ces  fonctions,  puisque  leur  connaissance  pour  un  corps  dé- 
terminé avait  pour  effet  de  faire  connaître  toutes  les  propriétés  de 
ce  corps  et  de  caractériser  par  là  ce  corps.  Cette  dénomination 
laissait  davantage  à  désirer  à  partir  du  jour  où  la  découverte  du 
rôle  que  jouent  dans  la  détermination  de  l'équilibre  les  fonctions 
étudiées  par  M.  Massieu  permettait  de  souhaiter  pour  ces  fonctions 
un  nom  qui  rappelât  leurs  analogies  mécaniques.  Ce  fut  donc  avec 
raison  que  M.  Gibbs  transporta  de  la  Mécanique  à  la  Thermody- 
namique, pour  désigner  les  diverses  fonctions  qui  figuraient  dans 
ses  équations,  les  noms  de  fonction  de  force  et  de  potentiel,  et 
c'est  pour  maintenir  cet  usage  introduit  par  l'inventeur  de  la 
théorie  qui  nous  occupe  que  nous  avons  désigné  la  fonction  4>, 
définie  par  l'égalité  (i8),  par  le  nom  de  potentiel  thermodyna- 
mique du  système. 

Aux  dénominations  dont  nous  venons  de  parler,  qui  ont  le 
double  avantage  de  n'introduire  aucun  terme  dont  l'emploi  ne  soit 
depuis  longtemps  familier  au  physicien,  et  de  rappeler  nettement 
le  rôle  des  quantités  employées,  M.  Helmholtz  a  proposé  de  sub- 
stituer les  dénominations  i'énergie  libre  et  à^énergie  liée  que 
nous  rappelions  tout  à  l'heure.  Ces  dénominations  pourraient 
^lonner  lieu  à  plus  d'une  critique;  mais,  mettant  en  pratique  la 
devise  de  Gauss  :  S inius  faciles  in  verbis,  nous  ne  nous  attarderons 
pas  à  ces  critiques  et  nous  passerons  à  l'exposé  rapide  des  princi- 
pales applications  de  la  théorie  de  M.  Gibbs. 

2.  Application  de  la  théorie  de  M.  Gibbs  aux  phénomènes 
de  dissociation,  —  Un  certain  nombre  de  phénomènes  de  disso- 
ciation présentent  avec  les  phénomènes  de  vaporisation  l'analogie 
la  plus  étroite  :  tout  le  monde  connaît  rexpérience  de  M.  Drbrav 
qui  mit  celte  analogie  en  si   complète  évidence  par  Trludc  de  la 
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dissocialion  du  carbonate  de  chaux.  La  Tliennodynamique  i^apas 
tardé  à  s'emparer  de  ces  phénomènes  et  à  leur  étendre  des  consi- 
dérations analogues  à  celles  qu'elle  avait  appliquées  d'une  manière 
si  heureuse  à  l'étude  de  la  vaporisation.  Mais  beaucoup  de  phéno- 
mènes de  dissociation  se  distinguent  de  ceux-là  par  une  circon- 
stance qui  en  complique  singulièrement  félude.  Le  système  dont 
on  étudie  Téquilibre,  au  lieu  de  renfermer  un  seul  corps  gazeux, 
en  renferme  deux  ou  plusieurs  qui  se  mélangent  l'un  à  l'autre;  à 
cette  catégorie  de  phénomènes  appartiennent  la  dissociation  de  la 
vapeur  d'eau,  de  l'acide  carbonique,  de  l'acide  sulfureux,  de 
l'oxyde  de  carbone,  de  l'acide  chlorhydrique,  dont  l'étude  avait 
conduit  H.  Sainte-Claire  Deville  à  la  conception  des  phénomènes 
de  dissociation,  la  dissociation  des  sels  ammoniacaux  qui  a  été 
récemment  étudiée  avec  tant  de  soins  par  M.  Naumann,  M.  Horts- 
mann  et  M.  Isambert.  Il  est  évidemment  du  plus  haut  intérêt  d'ap- 
pliquer les  considérations  de  la  Thermodynamique  à  de  semblables 
phénomènes. 

L'intérêt  que  présente  cette  étude  est  encore  accru  parla  cir- 
constance suivante. 

En  1840,  M.  Cahours  observa  que  la  densité  de  vapeur  de 
l'acide  acétique  par  rapport  à  l'air  diminuait  d'une  manière  très 
notable  lorsque  la  température  à  laquelle  cette  densité  était  déter- 
niinée  allait  en  croissant.  Des  faits  semblables  furent  signalés  dans 
l'étude  d'un  certain  nombre  de  corps  gazeux.  MM.  H.  Sainte-Claire 
Deville  et  Troost  étudièrent  avec  beaucoup  de  soin  les  variations 
de  la  densité  de  l'acide  hypoazotique  et  de  la  vapeur  de  soufre. 
Pour  cette  dernière,  ils  trouvèrent  que  la  densité  augmentait  du 
simple  au  triple  lorsque  la  température  baissait  de  1000"  à  5oo°. 
M.  Crafts  et  Meicr  ont  montré  plus  récemment  que  la  densité  de 
la  vapeur  d'iode  variait  du  simple  au  double  lorsque  la  tempé- 
rature baissait  de  1600°  à  800®. 

Beaucoup  de  physiciens  ont  pensé  que  de  semblables  variations 
ne  devaient  pas  être  simplement  attribuées  aux  écarts  que  les 
vapeurs  considérées  présentent  par  rapport  aux  lois  de  Mariotte  et 
de  Gay-Lussac  ;  ils  ont  cherché  à  en  donner  une  explication  d'ordre 
chimique:  ils  ont  pensé  que  ces  variations  de  densité  étaient  dues 
au  dédoublement  de  polymères,  dédoublement  qui  irait  en  s'ac- 
centuant  lorsque  la  température  augmente;  ils  ont  rapproché  par 
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là  ces  variations  de  densité  des  variatioDS  apparentes  que  présente 
la  densité  du  perchlorure  de  phosphore  gazeux,  grâce  à  la  décom- 
position graduelle  de  ce  corps  en  protochlorure  de  phosphore  et 
en  chlore.  Il  était  de  première  importance  de  développer  la  théorie 
de  la  dissociation  des  composés  gazeux  qui  se  résolvent  en  éléments 
gazeux,  de  façon  à  s'assurer  si  cette  théorie  pouvait  fournir  l'ex- 
plication des  phénomènes  observés. 

C'est  cette  théorie  qui  constitue  Tune  des  principales  applica- 
tions de  la  méthode  de  M.  Gibbs  ('). 

M.  Gibbs  suppose  les  gaz  qu'il  étudie,  parvenus  à  cet  état  idéal 
où  ils  suivraient  exactement  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac; 
il  peut  alors  obtenir  l'expression  complète  de  leur  potentiel  ther- 
modynamique et  établir  les  lois  de  leur  décomposition.  Il  n'obtient 
ainsi,  il  est  vrai,  qu'une  théorie  approchée;  mais,  tout  approchées 
que  soient  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  elles  n'en  sont 
pas  moins  dans  l'étude  des  propriétés  physiques  des  corps  gazeux 
d'une  utilité  sans  conteste.  N'en  est-il  pas  de  même  d'une  théorie 
de  la  dissociation  des  composés  gazeux,  soumise  aux  mêmes 
approximations? 

Nous  ne  voulons  pas  détailler  ici  la  théorie  de  M.  Gibbs.  Qu'il 
nous  suffise  de  dire  que  son  auteur  en  a  comparé  les  résultats  nu- 
mériques aux  données  des  expériences  faites  sur  le  perchlorure 
de  phosphore  (2),  et  que  cette  comparaison  a  montré  que  la 
théorie  présentait,  avec  l'expérience,  une  conformité  aussi  grande 
qu'ion  pouvait  l'espérer.  Une  comparaison  analogue  a  montré  que 
l'hypothèse  de  la  dissociation  d'un  polymère  expliquait,  d'une 
manière  satisfaisante,  les  variations  de  densité  de  vapeur  de  l'acide 
hypo-azoliquc  et  de  l'acide  acétique. 

3.  Application  de  la  théorie  de  M,  Gibbs  à  la  pile  vol- 
laïque.  —  M.  Gibbs  ne  s'est  pas  borné  à  appliquer  la  théorie 
féconde  qu'il  avait  inaugurée  à  l'étude  de  la  dissociation.  Il  l'a 
appliquée  également  à  l'étude  de  la  capillarité  et  a  montré  que  la 


(  ')  (jIBds,  On  the  equilibrium  of  he.terogeneous  substances  (  Transactions  0/ 
the  Connecticut  Acadcmy  of  Sciences  and  Arts,  Vol.  III,  Pari  I,  p.  a  10). 

(')  Gibbs,  On  the  density  of  vapours,  etc.  (American  Journal  of  Sciences 
and  Arts,  Vol.  XVIII;  1879). 
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Thermodynamique  pouvait  donner  une  signification  nouvelle  à  la 
théorie  en  laquelle  Gauss  avait  embrassé  cette  branche  de  la  Phy- 
sique. Mais  c'est  surtout  dans  Tétude  de  la  force  électromotrice 
d'une  pile  voltaïque  que  M.  Gibbs  a  été  conduit,  par  sa  méthode, 
à  de  nouveaux  et  féconds  résultats.  Donnons  une  idée  du  problème 
qu'il  s'agissait  de  résoudre  et  de  la  solution  que  M.  Gibbs  a  pro- 
posée. 

M.  Edmond  Becquerel  avait  eu  le  premier  l'idée  de  relier  la 
valeur  de  la  force  électromotrice  d'une  pile  voltaïque  à  la  grandeur 
des  phénomènes  thermiques  qui  accompagnent  la  réaction  dont 
celte  pile  est  le  siège;  voici  la  loi  qu'il  avait  ainsi  été  conduit  à 
énoncer  : 

Lorsqu'une  charge  électrique,  égale  à  lUinité,  traverse  une 
pile,  cette  pile  est  le  siège  d\ine  certaine  réaction  chimique. 
Si  cette  réaction  chimique  ne  produisait  aucun  courant,  elle 
dégagerait  une  quantité  de  chaleur  Q.  Si  l'on  désigne  par  C 
la  force  électromotrice  de  la  pile,  et  par  E  l'équivalent  méca- 
nique de  la  chaleur,  on  a 

Eq  =  C. 

Cette  loi  si  simple  ne  tarda  malheureusement  pas  à  être  contre- 
dite par  l'expérience.  Favre  prouva  le  premier,  en  i858,  qu'entre 
la  chaleur  chimique  Q  et  ce  qu'on  a  nommé  depuis  la  chaleur 

C        • 
voltaïque  -çi  y  existe   une  différence  positive  ou  négative  souvent 

très  considérable.  M.  Kaoult  (i  864-1 865),  M.  Edlund(  1869-1 883), 
M.  F.  Braun  (18-8),  ont  montré,  par  un  nombre  considérable 
d'expériences,  que  l'immense  majorité  des  couples  voltaïques 
s'écartait  de  la  règle  posée  par  M.  Edmond  Becquerel;  que  ceux 
qui  suivaient  cette  loi  étaient  l'exception. 

Ce  désaccord  entre  l'expérience  et  la  théorie  de  M.  Becquerel 
semblait  inexplicable;  car  plusieurs  de  ceux  qui  l'avaient  signalé, 
et  entre  autres  Favre,  croyaient  que  la  formule  de  M.  Becquerel 
était  une  conséquence  rigoureuse  des  principes  de  la  Thermody- 
namique. M.  Braun  eut  l'idée  que  la  raison  de  ce  désaccord  devait 
être  demandée  au  théorème  de  Carnot  qui  conduirait  à  substituer 
à  la  règle  de  M.  Edmond  Becquerel  une  règle  plus  exacte.  Mais  la 
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règle  qu'il  proposa  manquait  de  précision  et  plusieurs  de  ses  con- 
clusions sont  aujourd'hui  Inacceptables.  La  règle  véritable,  qui 
devait  être  substituée  à  la  règle  de  M.  Edmond  Becquerel,  était 
donnée  par  M.  Gibbs,  au  moment  même  où  M.  Braun  publiait 
ses  idées,  dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire  Sur  l'équilibre 
des  substances  hétérogènes  {*),  Voici  comment  peut  être  énoncée 
cette  règle  fondamentale  : 

Lorsqu'une  charge  électrique  égale  à  l'unité  traverse  une 
pile,  cette  pile  est  le  siège  d'une  certaine  réaction  chimique. 
Si  cette  réaction  chimique  ne  produisait  aucun  courant,  elle 
produirait  une  variation  (4>2  —  ^\)  du  potentiel  thermody- 
nanti  que  du  système,  telle  que  l'on  ait 

<î^  =  <!>i  —  4>j. 

Ce  poslulatum  fondamental  est  devenu  le  point  de  départ  d^une 
théorie  entièrement  nouvelle  de  la  pile  galvanique,  théorie  à 
laquelle  Texpérience  a  déjà  apporté  d'importantes  confirmations. 
Comme  nous  l'avons  dil,  ce  postulatum  est  dû  à  M.  Gibbs;  cepen- 
dant la  théorie  qui  en  est  issue  porte  ordinairement  le  nom  de 
Théorie  d' llelmlioltz.  Un  Ouvrage  que  nous  avons  publié  sur 
celle  question,  à  une  époque  où  nous  n'avions  malheureusement 
{[u'unc  connaissance  incomplète  des  travaux  de  M.  Gibbs,  n'est 
peul-tHre  pas  entièrement  étranger  à  Tintroduction  de  cette  déno- 
mination erronée;  nous  ne  ferons  donc  qu'accomplir  ici  un  devoir 
de  justice  en  la  reclifianl  et  en  proclamant  rinconleslable  priorité 
de  M.  Gibbs. 

Dans  un  couple  hvdro-éleclrique,  la  force  éleclromotrice  dépend 
de  la  concentration  plus  ou  moins  grande  des  liquides  qui  baignent 
les  électrodes.  Afin  de  préciser  Tinnuence  que  la  concentration 
des  liquides  exerce  sur  la  force  éleclromotrice,  M.  JamesMoser(^) 
entreprit  Tétude  de  piles  dans  lesquelles  la  réaction  produite  à  un 


(  '  )  On  thc  Cf/iniiOriurn  of  kctcrogeneous  substances  (  Transactions  of  the 
i.onnccticut  Acadeniy  of  Arts  and  Sciences,  Vol.  III,  Pari  II,  p.  5o3). 

(^)  J.  MosKH,  GaU'anische  Strôme  zwischen  verschieden  concentrirlen  Là- 
sungcn  desselben  Korpcrs  itnd  Spannungsreihen  {Monatsber,  der  Berl.  Akad., 
8  nov.   1^77".  Wiedenifum's  Aiinalcn  dcr   Physik  und  Cheniie,   t.   III,  p.   2i6; 
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p61e  est  renversée  à  l'autre  pôle.  La  force  éleclromolrîce  dépend 
uDÎ/|uemenl  alors  de  la  coDcentration  des  liquides.  Deux  vases, 
mis  CD  communication  par  un  siphon,  renfermaient  des  dissolu- 
tions inégalement  concenlrées  d'un  même  sel  métallique.  Deux 
électrodes,  formées  du  métal  qui  entrait  dans  la  constitution  de  ce 
sel,  plongeaient  dans  ces  vases.  Tel  est  le  type  des  piles  dont 
M.  Moser  mesura  la  force  étectromotrice. 

En  même  temps  que  M.  Moser  publiait  les  résultats  de  ces 
recherches  expérimentales  exécutées  au  laboratoire  de  M.  Helm- 
hollz,  ce  dernier  (  '  )  appliquait  les  propositions  de  la  Thermody- 
namique aux  phénomènes  étudiés  par  M.  Moser. 

Les  dissolutions,  renfermées  dans  les  deux  vases  dont  se  com- 
posait chacune  des  piles  étudiées  par  M.  Moser,  avaient  des  ten- 
sions de  vapeur  différentes.  M.  Helmhoitz  montre  que,  de  la  varia- 
tion que  subissait  la  tension  de  vapeur  de  ces  dissolutions  lorsqu'on 
faisait  varier  leur  concentration,  on  pouvait  déduire  la  valeur  de 
leur  force  électromolrice.  La  comparaison  de  la  valeur  ainsi  cal- 
culée à  la  valeur  déterminée  par  l'expérience  conduisait  à  un 
accord  satisfaisant. 

Dans  cette  étude  théorique,  M.  Helmhoitz,  il  est  vrai,  avait  fait 
usage  du  Théorème  de  Carnot;  mais  il  n'avait  point,  pour  cela, 
renoncé  à  la  loi  de  M.  Edmond  Becquerel,  ainsi  qu'on  peut  le 
conclure  du  passage  suivant  (^)  :  «  . .  En  vertu  de  la  loi  qui  règle 
les  autres  phénomènes  d'éleclrolyse,  le  travail  produit  dans  ce  cas 
par  les  forces  chimiques  doit  agir  comme  force  électroniotrice. 
Ce  travail  peut  se  calculer  au  moyen  de  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur  ...  ».  Lors  donc  que,  l'année  même  {1878)  où  le 
Mémoire  de  M.  Helmholiz  avait  paru  dans  les  Annalen  der 
Physik  und  Chemie,  M.  Gibbs  formulait,  d'une  manière  précise, 
le  postulatum  fondamental  dont  nous  rapportions  tout  à  l'heure 
l'énoncé,  il  devenait  le  véritable  fondateur  de  la  nouvelle  théorie 
de  la  pile.  Les  belles  conséquences  que,  quelques  années  plus 


(')  II.  IIklmholti,  Ueber  galvanischc  Stronie  verunacht  durch  Concentra- 
iioruunlerschiede,  Folgerungen  aui  der  mec/uinUchen  Wàmielheorie  {Mo- 
natiber.  der  BerC.  Akad-,  î6  nov.  187^  ;  Wiedemann's  Annalen  der  PItysik  und 

ii<,  i.  m,  p,  î^.i  .«78). 

(■)   \VKdi:niaim-s  Annnien  der  Piiy.'.il.  ..ii'l  C/i'->„if.  (.  Ml.  p,  M,1- 
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t^t'i.  M.  H*:ltii\nAit  a  dé'luiu-v  de  C4rlle  théorie  ne  d^^eol  point 
Ui/^  ouMî^rr  le  uorn  de  celui  qui  l'a  créée  et  qui  en  k  prci»cluné  la 
fh'^n^'MT  *'i  la  généralité,  tirant  ain^i  une  conséiqnence  de  prenuer 
ordr^r  de  la  méthode  nouvelle  qu'il  avait  inao^rée  en  Thermodj- 
riarnique. 

1  el  ei»t  le  point  auquel  étaient  par\'enue».  aprè«  les  travaux  de 
M,  <iihlM  et  de  M.  Ilelmlioltz.  cette  méthode  et  «es  principales 
application».  \jà  voie  était  tracée  et  Ton  savait  qu'elle  serait  bonne, 
il  rediait  à  montrer  que  les  principes  de  la  nouvelle  méthode  se 
déduiraient  sim|)lement  des  postulats  de  la  ThermodTnamique,  à 
développer  la  théorie  de  la  dissociation  à  laquelle  elle  avail  con- 
duit, a  rr'lirr  la  proposition  sur  laquelle  elle  faisait  reposer  la 
tliéorir  de  la  iiile  inix  lois  élémentaires  de  rélectricité,  à  pousser 
<'nlin  flariM  toutes  les  hrnnclics  de  la  Physique  les  conséquences  de 
la  nouvelle  doctrine.  (^)uci  a  été  le  fruit  des  efforts  tentés  dans 
re*i  diverscN  direclioiis  depuis  les  travaux  de  M.  Gibbs  et  de 
M.   llelmiioll7.?  (le  n'est  pas  ù  nous  qu^il  appartient  de  le  dire. 


SUR  L'EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE; 

r  vu   M.   <;  ASTON   DAUBOUX. 

l'.ltiiil  (Iniiiié  un  iMMiilirr  V,  supposons  ({iic  Ton  ail  trouvé,  à  une 
iiiiih*  pir^  «•!  par  tlrlaul,  sa  racine  carrée  a\  a -\- x  désignant  la 
Niili'ur  i*\aclc  (le  la  rai  iiH\  o\\  aura 

il  .    ptll    «  ii||sC«piClll. 

\   -  <l^ 

A'      ~  -  . 

l'unoUH  coiuuic  \alcur  approchée  ih*  ./" 

y  cUc  \ah  ui  c>l  cxivlcmiucu!  iiifcrî-.nirc  à  a\  cl  l'on  a 

\  V         ;  \         :-  \   -     t-    .1  —X)    _  Xi\—x) 

\  ;  '    :         I  II        I       J  «l         J"  >  >a  -^  \ 
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X   étant    inférieure    à   Tunité,   la   valeur  maximum   du   produit 

x{\  —  x\  est  7  •  On  aura  donc 

4 

A  —  a'        I        I 
X —  <  - 


On  peut  déduire  de  cette  formule  un  procédé  rapide  et  régulier 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait  trouvé  p  chiffres  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  A.  On  peut  toujours  admettre  que  l'on  ait 
placé  la  virgule  dans  le  nombre  A,  de  telle  manière  que  ces  p  chiffres 
représentent  la  partie  entière  de  la  racine. 

Alors,  si  a  se  compose  d'un  seul  chiffre,  on  aura 

i_L_<JL. 


4  aa-+-i     12 

Donc,  le  quotient représente  la  racine  à  —  près,  et,  si 

l'on  effectue  la  division  en  se  bornant  au  chiffre  des  dixièmes,  on 
obtient  le  chiffre  suivant  de  la  racine,  ou  un  chiffre  trop  faible 
d'une  unité  seulement. 

Lorsque  a  se  compose  de  deux  chiffres,  il  peut  se  présenter  deux 
cas  :  si  a  est  supérieur  ou  égal  à  12,  on  a 

4  2  a  -M     1 00 

et,  par  conséquent,  si  l'on  prend  pour  valeur  approchée  de  x  le 
nombre  formé  par  les  deux  premiers  chiffres  du  quotient 

k  —  a> 

y 

•?.a-\-  i 

on  commettra  une  erreur  moindre  que  — ^«  En  d'autres  termes,  on 

^       100  ' 

obtiendra  les  deux  chiffres  suivants  de  la  racine,  soit  en  prenant 
les  deux  premiers  chiffres  du  quotient,  soit  en  augmentant  d'une 
unité  le  nombre  formé  par  ces  deux  chiffres. 
Si  a  est  égal  à  10  ou  à  11,  on  aura  seulement 

• <L, 


.\{-ia-\-i)    84 
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et  il  pourra  arriver  que,  pour  obtenir  les  deux  chiffres  suivants 
de  la  racine,  on  ait  à  augmenter  de  2  unités  le  nombre  formé  par 

les  deux  premiers  chiffres  du  quotient 

Supposons  maintenant  que  a  se  compose  de  plus  de  2  chiffres^ 
soit  p  chiffres.  Si  le  nombre  formé  par  les  trois  premiers  chiffres 
de  a  est  égal  ou  supérieur  à  i25,  on  aura 

4(2a  -m)  <  loP 

et,  par  suite, 

I  t 

< 


Par  conséquent,  si  Ton  évalue  le  quotient  à  une  unité 

près  du  jD»^"*  ordre,  c'est-à-dire  si  Ton  calcule,  en  tenant  compte 
des  zéros  qui  peuvent  se  présenter  au  début,  les/?  premiers  chiffres 
du  quotient,  on  aura  la  valeur  de  x  avec  une  erreur  moindre  que 

—  •    Par  suite,  on  obtiendra  exactement  les  p  chiffres  suivants  de 

la  racine,  soit  en  prenant  les  p  premiers  chiffres  du  quotient,  soit 

en  augmentant  d'une  unité  du  dernier  ordre  le  nombre  formé  par 

ces  p  chiffres. 

Si  les  trois  premiers  chiffres  de  a  forment  un  nombre  inférieur 

à  125,  Terreur  commise 

I 


4(2a  -t-  i; 


sera  seulement  inférieure  à j^y  et  il  pourra  se  faire  que,  pour 

obtenir  les/>  chiffres  de  la  racine,  on  ait  à  augmenter  de  2  unités 
du  dernier  ordre  le  nombre  formé  par  les  p  premiers  chiffres  du 

quotient  précédent Mais  ce  cas  est  extrêmement  rare,  et 

un  calcul  facile  montre  que  sa  probabilité  est  inférieure  à  — • 

Soit,  d'une  manière  générale,  q  la  valeur  du  nombre  formé  par 
ces  p  premiers  chiffres.  En  faisant  la  division,  on  aura  obtenu  un 
reste  /•  et  l'on  aura 

A  —  a2=<7('2a-hi)-hr. 

H  nous  reste  à  indiquer  comment  on  reconnaîtra  si  tous  les 
chiffres  Ap  a  -\'  q  sont  exacts  ou  s'il  faut  augmenter  le  dernier.  On 
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considère  pour  cela  la  différence 

A  — (a-h7)2, 

qui  est  égale,  si  l'on  tient  compte  de  l'égalité  précédente,  à 
et  la  différence 

qui  est  égale  à  la  précédente  diminuée  de 

\qP\  ^         lOPj 

Si  l'on  a 

tous  les  chiffres  de  la  racine  seront  bons;  sinon,  il  faudra  forcer  le 
dernier  chiffre  du  nombre  ^,  et  il  n'y  aura  plus  d'incertitude; 
c'est-à-dire  qu'il  n'y  aura  plus  lieu  de  forcer,  sauf  dans  le  cas  où  les 
trois  premiers  chiffres  de  a  formeraient  un  nombre  inférieur 
à  125. 

Voici  comment  on  reconnaîtra  si  l'inégalité  précédente  est  véri- 
fiée. Supposons,  par  exemple, 

<7  =  o  I  2  3  70. 

On  prendra  le  nombre  complémentaire 

987630, 

obtenu  en  prenant  le  complément  à  9  de  tous  les  chiffres  signifi- 
catifs, sauf  le  dernier  pour  lequel  on  prendra  le  complément  à  10. 
Le  produit  de  ces  deux  nombres  représentera  des  unités  de 
même  ordre  que  r,  on  l'ajoutera  à  r  et  l'on  vérifiera  si  le  nombre 
obtenu  est  inférieur  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la  racine, 
2(a  -h  q),  augmenté  d'une  unité  du  dernier  ordre.  S'il  en  est  ainsi, 
les/?  chiffres  trouvés  sont  tous  exacts,  sinon  on  retranchera 

et  l'on  forcera  le  dernier  chiffre  de  q.  Il  n'y  aura  lieu  de  recom* 
mencer  cet  essai  que  dans  le  cas  extrêmement  rare  où  les  trois 
premiers  chiffres  de  a  formeraient  un  nombre  inférieur  à   i25. 
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Dans  tous  les  cas,  le  reste  résultant  de  ces  opérations  est  celui 
qu'il  faudra  employer  pour  continuer  et  pour  obtenir  de  nouveaux 
chiffres  de  la  racine  carrée. 

Les  remarques  précédentes  permettront  de  comprendre  la  règle 
que  nous  allons  proposeret  que  nous  expliquerons  sur  un  exemple 
numérique. 

Soit  ù  chercher  la  racine  de  3.  On  calculera  le  premier  chiffre 
par  la  méthode  ordinaire,  ce  qui  donne  le  premier  chiffre  i  et  le 

reste  ?. 

3  [il 

•;ioo  |_5 

2  o     ()  6 

^  J 

4  4  '2  4 

-33 

1  I 

Pour  obtenir  le  second  chiffre,  on  abaisse  la  tranche  suivante, 
c'est-à-dire  deux  zéros,  et  Ton  divise  aoo  par  le  double  de  i  aug- 
menté de  I,  c'est-à-dire  3,  en  se  bornant  à  calculer  un  chiffre  du 
quotient.  On  trouve  ainsi  le  quotient  6  et  le  reste  20.  On  ajoute 
à  20  le  produit  24  de  6  par  le  nombre  complémentaire  4>  ce  qui 
donne  41?  44  est  supérieur  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la 
racine  iG,  augmenté  de  i ,  c'est-à-dire  à  33.  On  retranche  33,  ce  qui 
donne  le  reste  ii  et  Ton  force  le  chiffre  6,  ce  ([ui  donne  7  pour 
le  second  chidre  de  la  racine.  On  abaisse  maintenant  deux  tranches, 
c'est-à-dire  c[uatre  zéros  à  la  droite  de  i  i    et  l'on  divise  par  le 

I  I  o  o  o  o  I  i  5                 ^  ' 

o  '3  o  "3~i                 ^ 

I  5  o  «  ►  y,  -  q 

■+•  21  39  ,  86 

'^  ^  ^  î)  2  I  3  9 

—  3  4  G  3 

l  7  (i 

double  de  la  partie  i-  trouvée  à  la  racine,  augmenté  de  j,  c'est- 
à-dire  par  35,  en  conlinuanl  Topéralion  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
obtenu  deux  chiflVes  du  qnolienl.  On  obtient  ainsi  un  quotient  3i 
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et  un  reste  i5oo  auquel  on  ajoute  le  produit  2139  ^^  •^'  P^^'  '^ 
nombre  complémentaire  69.  On  trouve  ainsi  3639-  Le  double  de 
la  partie  trouvée  à  la  racine  i^Si  augmenté  de  i  est  3463;  ce 
nombre  étant  inférieur  à  3639,  on  le  retranche  et  l'on  obtient 
le  reste  176.   En  forçant  le  chiffre  i,  on  a 

1739. 

pour  les  quatre  premiers  chiffres  de  la  racine.  Pour  déterminer  les 
4  suivants,   on  divisera  le  reste   176  suivi  de  8  zéros  par  3465 

I  7  600000000  |3  4  6  5  0007 

27500      0Ô07  949^ 

824^0000  l521 

-4-   481295  I  4563 

37262951  »028 

— 34641015        4563 


2621986         4812951 

jusqu'à  ce  que  l'on  ait  obtenu  4  chiffres  au  quotient,  ce  qui  donne 
un  quotient  oSo^  et  le  reste  3245oooo  auquel  on  ajoutera  le  pro- 
duit 4^1  ^9^1    <^6    o5o7    par   le   nombre   complémentaire    9493. 

On  trouve  ainsi 

37262951. 

Si  l'on  augmente  d'une  unité  le  double  de  la  partie  obtenue  à  la 
racine  17320607,  on  obtient 

3  4  6  4  I  o  I  5, 

nombre  inférieur  au  précédent.  Il  faut  donc  forcer  le  chiffre  7,  ce 

qui  donne 

I  7  3 20 5o8, 

pour  les  huit  premiers  chiffres  de  la  racine,  et  le  reste  de  l'opéra- 
tion sera  le  nombre 

2621936. 

Si  l'on  continue  avec  ce  nouveau  reste,   comme  nous  l'avons 
expliqué,  on  obtiendra  8  nouveaux  chiffres  de  la  racine.  Voici  ce 
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dernier  calcul  : 

a  6  2  I  9360000000000000000  \'\  4  6  4<<^ï7  yjooo^y 

197064810                                          07  j 0  8877  9^431123 

'ji3859725o  .ip.  7o663i 

307 j  11^80  i5i3775i 

3o383344o  7668877 

UG70530Î0  7568877 

245659210  22706631 

317209100000000  30275508 

-^     <i995998oo95«87i  i5i37754 

1016808900958871  ^*^''^^^^ 

<>  99  ^99800968871 

Le  reste  étant  inférieur  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la  ra- 
cine augmenté  de  i,  le  dernier  chiffre  trouvé  est  exact.  Le  ré- 
sultat final  de  ces  opérations,  toutes  inscrites  dans  nos  tableaux, 

est  le  nombre 

1 ,732050807568877. 

Nous  ignorons  si  le  procédé  précédent,  qui  est  très  régulier, 
paraîtra  suffisamment  simple.  Dans  tous  les  cas,  il  est  bon  d'ajouter 
la  remarque  suivante. 

Lorsqu'on  a  obtenu  p  chiffres  de  la  racine,  il  peut  se  faire  qu'on 
en  veuille  obtenir  moins  de/>.  Alors,  si  Ton  veut  déterminer  seule- 
ment rj  chiffres  nouveaux,  il  suffira  d'abaisser  les  q  tranches  sui- 
vantes et  d'appliquer  la  méthode  sans  aucune  modification.  En 
prenant  q  z=  i,  on  est  conduit  à  une  rè^le  nouvelle  pour  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  : 

Lorsqu^on  aura  obtetifi  tinc  certaine  partir  de  la  racine  et 
le  reste  correspondant,  on  abaissera  une  nouvelle  tranclte  de 
•1  chij/'res  à  la  droite  de  ce  reste,  comme  dans  la  métlwfe  ordi- 
naire ;  maisy  au  lieu  de  diviser  par  le  double  de  la  partie 
trouvce  à  la  racine,  on  divisera  par  ce  double  augmenté  d'une 
unitc.  On  aura  ainsi  un  quotient  q  d'' un  seul  chiffre  et  un 
reste  r  On  ajoutera  au  reste  le  produit  7(10  —  q)\  et,  pour  re- 
connaître si  le  cinffre  </  est  exact,  il  sfi Jfira  de  comparer  le 
résultat  au  double  de  la  partie  trouvée  à  la  racine,  aus^mentê 
de  r  unité.  Si  ce  dernier  nombre  ne  peut  pas  être  retranché. 
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q  sera  le  chiffre  exact.  Si  la  soustraction  est  possible,  on  V ef- 
fectuera et  l'on  forcera  dUine  unité  le  chiffre  q',  q-h  i  sera 
toujours  le  chiffre  exact,  et  le  reste  obtenu  servira  à  continuer 
V  opération. 

Voici   le  tableau  résultant  de  Tapplication  de   cette   règle  au 
nombre  3. 

3  [17820508 

200  '  3 
20    6 

—33 

I  100  I  3  5 
o  5  o     3 
2  I 

7  i  00  1347 


I  G  o     2 
iG 


17600  I  3  4  6  5 

o 
1760000  134641 
27960     5 

2  5 


2797500  j  3  4  G  .  I  1  i 

o 
279760000  [3464 I o I 
2G  2 1 9  20    8 
1  6 


2  G  2  I  9  3  (') 


Le  résultat  est  en  parfait  accord  avec  celui  que  nous  avons 
trouvé  précéderaraent. 

La  règle  que  nous  avons  exposée  dans  cet  article  a  les  rapports 
les  plus  étroits  avec  la  méthode  abrégée  qui  permet  de  doubler, 
par  une  simple  division,  le  nombre  des  chiffres  déjà  obtenus  à  la 
racine.  Nous  devons  dire,  en  terminant,  que  M.  Hermite  avait 
bien  voulu  appeler  notre  attention  sur  ce  sujet,  en  nous  signalant 
la  possibilité  d'employer  cette  méthode  abrégée  et  de  la  trans- 
former en  un  procédé  régulier,  propre  à  remplacer  la  règle  usuelle. 
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Tableau  du  calcul  de  v/r,  d'après  la  méthode  précédente. 

3,14159265358979  117724533 
214  [3 

4    7  3x7  =  21 

-h2  I 

25i592|35       71 


6  5    71       29 
3092         639 

-+-2  059        I  4  îfc 

5  I  5 1        2059 
—3543 

1G0865358979  1  3  5  /,  5  \       l 

19065         4537  M^ 

I 3  40  3  I  36  1  1 

27685  27222 

28708979  18148 

-H2  4785631  2  2685 

53494610         2  4785631 
-35449075 

18045535 

y/lT—   I    ,7724538 
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KONIGSBERGER.  —  Beweis  vox  drr  Unmoguciikeit  der  Existenz  eines 
ANDERE.N  Flnctionaltheorems  als  DES  Abel'schkn.  FcsUclirifl  jj;e\vidmpl 
(1er  Universital  Heidelberg  zii  ihrem  funfhiinderljiihrigcn  Jiihilauni.  88  p. 
in-r;  Berlin,  Reimer,  1866  (•). 

Ce  Mémoire,  destiné  à  célébrer,  d'après  un  rite  cher  aux  savants 
allemands,  l'anniversaire  de  la  fondation  de  l'Université  de  Hei- 
delberg, cinq  fois  séculaire,  peut  être  regardé  comme  le  couron- 
nement de  longues  recherches,  dispersées  dans  le  Journal  de 
C relie,  dans  les  Acta  mathematica  et  dans  le  ïj'vre  de  l'auteur 
intitulé  Allfi^emeine  Untersuchun^rn  ait  s  fier  Théorie  der  Dif- 
feren tialgleichungen  (  '^  ) . 

L'existence  du  théorème  d'Abel,  pour  les  intégrales  d'une  fonc- 
tion algébrique,  conduit  naturellement  à  poser  la  question  sui- 
vante :  Trouver  une  fonction  telle  que  ses  valeurs  pour  n  argu- 
ments indépendants  soient  liées  algébriquement  à  ces  arguments 
d'une  part  et  de  l'autre  aux  valeurs  qu'elle  prend  pour  p  argu- 
ments dépendant  algébriquement  des  n  arguments  primitifs, 
p  étant  moindre  que  n.  Le  cas  de  ^  =  1  et  celui  de  p  =.  •>,  sont 
traités  avec  tous  les  détails  qui  conviennent;  les  raisonnements 
qui  permettent  de  conclure  lorsque  p  est  égal  à  deux  valent 
encore  lorsque/?  est  plus  grand  que  deux. 

En  excluant  le  cas  des  fonctions  que  regarde  le  théorème 
d'Abel,  on  montre  que  toute  fonction  qui  admettrait  un  théorème 
fonctionnel  d^ espèce  p  devrait  satisfaire  à  une  équation  différen- 
lielle  algébrique  d'ordre  /?,  équation  dont  l'intégrale  générale 
devrait  être  une  fonction  algébrique  de/?  intégrales  particulières  : 
cette  équation  devrait,  par  conséquent,  se  ramener  à  une  équation 
difierentielle  linéaire  homogène  d'ordre  />,  et  l'on  prouve  que 
l'intégrale  d'une  telle  équation  ne  peut  avoir  un  théorème  fonc- 
tionnel d'ordre  p.  Le  résultat  final  auquel  parvient  M.  Kônigs- 
berger  est  le  suivant  :   Toute  fonction  d'une  variable  qui  admet 


(»)  Ce  Mémoire  a  paru  dans  le  t.  100  du  Journal  de  Crelle. 
(')  Voir  Bulletin,  l.  VII,,  p.  5. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  l.  XL  (Août  1887.)  li 


thfj  PhEMICRE  PARTIE. 

un  i\iKOf^fn*^  fijrjctionn^.'l  *V**ri\r*:  //  es>t  Tinlrin^Ie  d'oDC-  rq«atH« 
diffi^rentielle  qui  «^  r^iMttf .  ynr  une*  fiiLfIîtulioD  a!;:êLrîqii^.  àb 


—  '•-.    y   /    X  '. 


le^  fondions  •'»( Xjf:i  '/j  ^  *  satisfaisant  à  l'une  de>  trois  condilioBS 
»uivantC'S  : 

i''  y '«^  '  ^^t  la  racine  carrée  d'un  polvnôme  du  quauîème  dq^^^ 
et  hn  X )  rin\er«e  d'un  radical  de  la  même  nature; 

r  dx 

'a"  I  — ^—  est   uni:  fonction   algébrique  et  /^\^x  »   dx  est  aoe 

inté^ale  ahélienne   de  ;:<'nr«'  />.  n'avant  que   des   discontinaités 
algébrique^: 

'V'   /-     -    e*»!    le    lo;!;fritljme    d'une     fonction    algébrique    et 

f*'t'  X  i^/x,   tiu*t  inlé;rrale  abélienne  de  genre/?,  n'admet lanl  que 
des  discontinuités  logarillimiques. 

Kn  résumé,  on  ne  trouve  pa^  d'autres  fonctions  d'une  variable 
que  celles  auxquelles  se  rapporte  le  théorème  d'Abel.        J.  T. 


MONTKVKUhK.  —  Kkkmk.nti  ni  Gk(»iietria  proiettiva.  i  vol.  in-8*,  wx- 
Jj'»  I»,,  user  un  ;ifl.'i-  'Je  xlvii  |iliinches.  Genève,  L.  Beuf;  Paris,  Gauthier- 
Villa  rs,  iHK/i. 

Le  Livn*  de  M.  .Monleverde,  écrit  avec  beaucoup  de  soin,  est 
bien  un  Tniité  rl/ff/tr/t/airr  de  (jéomélrie  projective.  Ce  caractère 
se  nianifeste  non  seulement.  |)ar  \rs  limites  que  raulcur  s'est  impo- 
sées et  par  les  détails  ajiportés  aux  démonstrations,  mais  encore 
par  c<;  fait  que  les  propriétés  métriques  ne  sont  pas  systématique- 
ment séparées  des  propriétés  descriptives.  L'Auteur,  après  deux 
Chapitres  d'Inlroduetirin,  (h-fiiiil  les  cinq  formes  fondamentales 
(le  première  fl  (h;  ser-onrie  espèce;  ces  définitions  suffisent  pour 
intnxluire  la  nr^tioii  de  diialit<!;  il  cr)nsacre  ensuite  un  Chapitre  à 
la  défiiiiiirii)  (hîs  opérations  ionciamentales,  projection  et  intersec- 
lioii,  ainsi  t^w^À  la  nolifui  i\r. p/osprrUi^itry  el  termine  en  montrant 
eoninient  on  peiil  relier  (\v\i\  iv^iurc^  projectiics,  ])ar  une  suite  de 
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figures  telles  que  chacune  soit  prospecth^e  avec  celle  qui  la  pré- 
cède et  celle  qui  la  suit.  Il  expose  ensuite  les  propriétés  du  rap- 
port anharmonique,  de  la  division  harmonique  et  du  quadrilatère 
complet  :  l'ensemble  de  ces  matières  constitue  le  premier  Livre. 
Le  second  Livre  comprend  l'étude  spéciale  des  formes  fonda- 
mentales de  première  espèce  :  construction  de  deux  formes  pro- 
jectives,  similitude,  égalité,  formes  homographiques  superposées, 
involution,    théorie  des   transversales.   Le    troisième   et    dernier 
Livre   comprend  l'étude  des   coniques    et  des  cônes  du  second 
ordre,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  projective,  et  une  exposi- 
tion rapide   des  propriétés  principales  de  la  surface  gauche  du 
second  ordre;    la  génération  même  de  ces  courbes  ou  surfaces 
montre  qu'on  peut   en   faire  correspondre  les  éléments,  points, 
tangentes   ou   génératrices,   d'une  façon  univoque  aux  éléments 
d'une  forme  fondamentale  de  première  espèce  :  l'examen  des  pro- 
priétés qui  résultent  d'une  telle  correspondance  fournit  deux  des 
Chapitres  les  plus  intéressants  de  ce  Livre.  L'Ouvrage  se  termine 
par  quelques  indications  sur  l'introduction  des  éléments  imagi- 
naires en  Géométrie.  J.  T. 


iURGENS  (E.)-  —  ZuR  Auflosung  lini^arkr  Gleichungssystf.mk  und  nu- 
HERisciiEN  Bereciinung  VOIS  Detkrminanten.  Eine  Fostgabe  zur  funflcn 
Sacular-Feier  der  Univcrsilat  Ileidelberg  am  2.  Augusl  1886.  Gewidmel  von 
dor  Kbniglichen  tcchnischeii  Hochschulo  zn  Aachon.  18  p.  in-4**;  Aix-la- 
Chapelle,  Palm,  1886. 

Voici  encore  un  travail  publié  à  l'occasion  du  cinquième  cen- 
tenaire de  l'Université  de  Ileidelberg;  on  est  un  peu  étonné,  en  le 
lisant,  de  voir  un  double  filet  rouge  courir  autour  des  pages;  les 
Mémoires  de  Mathématiques  n'ont  pas,  d'habitude,  un  pareil  air 
de  fêle;  mais,  après  tout,  ce  petit  ornement  n'enlève  rien  à  l'intérél 
du  texte. 

L'Auteur  s'est  proposé  de  donner  un  moyen  pour  résoudre, 
par  approximations  successives,  un  système  d'équations  du  pre- 
mier degré.  Il  commence  par  transformer  ces  équations,  au  moyen 
d'an  système  de  BUildplicaleurs  qu'il  apprend  à  former,  en 
\%  éoiiatîoniMiiiiÉMÉlÉ 

a,  . .  .,  /i), 
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MEL\N(.ES. 

LES  «  DÉFINITIONS  »  DU  PSEUDO-HÉRON; 
Par  m.  Pavl  TANNKRY. 

I.  ïxs  cxiraits  que  j'ai  donnés,  d'après  le  man user! l  arabe  de 
Leyde,  du  Commenlaire  de  Héron  sur  Euclide,  pourraient  peut- 
être  produire  l'impression  que  ce  travail  aurait  été  moins  un 
commenlaire  proprement  dit  qu'une  suite  de  lemmes  analogues, 
dans  une  certaine  mesure,  à  ceux  que  Pappus  nous  a  conservés 
sur  les  Ouvrages  d'Analjse  géométrique  des  anciens,  au  Livre  VU 
de  sa  Collection  mathématique. 

Pour  montrer  que  cette  impression  serait  inexacte,  il  me  serait 
facile  de  faire  de  nouvelles  citations  décisives  des  scolies  héro- 
niens  relatifs  aux  propositions  (');  mais  je  préfère  indiquer  ceux 
qui  subsistent  sur  les  définitions  des  Livres  autres  que  le  premier,, 
le  commentaire  arabe  sur  celles  du  Livre  I  étant  perdu,  comme  je 
Tai  dit. 

Sur  la  définition  IF,  i ,  Fléron  remarque  que  la  raison  pour 
laquelle  Euclide  la  limite  au  parallélogramme  rectangle  est  que  la 
mesure  de  la  surface  de  ce  rectangle  est  donnée  par  le  produit  des 
deux  côtés  de  Tangle  droit. 

Sur  Ilï,  déf.  I,  où  Euclide  définit  l'égalité  des  cercles  par  celle 
des  diamètres  ou  par  celle  des  rayons.  Héron  prouve  que  ces  deux 
définitions  n'en  font  qu'une. 

Sur  IH,  dT'l*.  {  (égalité  de  distance  des  cordes  au  centre),  il 
remanjue  rpie  la  distance  d'un  point  à  une  droite  se  mesure  par  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite,  en  raison  de  la 
propriété  de  cette»  perpendiculaire  d'être  la  plus  courte  ligne  allant 
du  point  à  la  droite. 

Sur  III,  déf.  (),  il  observe  que  l'expression  d'Euclide  «  un  angle 
a  pour  base  un  arc  »  (=::•  r.i^\:,i^v.xz  Xr;-"*'  fiîJiQxiva'.  y;  Ywvia)  s'ap- 


(')  l'^ii  fuit,  la  plus  ^riinrlc  partie  de  ces  scolies  rtnisisle  à  répéter  les  clémon- 
«itratiofis  rurliiliediics  «lans  d'autres  ras  des  ligures  ou  à  prou\«T  rimp<»ssibilité 
des  ra<i  au\(|Ut'Is  •O'»  «li'monslralioiis  ne  <<'HppIi(|neraient  pas. 
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pliqiic  en  fait,  soit  à  Tangle  qui  a  son  sommet  au  centre,  soit  à 
ceux  qui  ont  leur  sommet  à  la  circonférence. 

Après  III,  déf.  II,  il  distingue  comme  figures  dérivées  du  cercle 
par  son  intersection  avec  une  droite  ou  avec  un  cercle  le  segntienl, 
la  lunule  et  rampliicvrte  (  *  ). 

Enfin  sur  IV,  déf.  i  et  2  (figures  inscrites  ou  circonscrites  à 
une  figure),  nous  lisons  :  «  Quelques  personnes  ont  demandé 
pourquoi  le  géomètre  a  donné  ces  définitions,  puisqu'il  ne  vou- 
lait traiter  que  de  Tinscription  ou  de  la  circonscription  par  rap- 
port à  un  cercle;  nous  répondrons  qu'il  a  agi  de  la  sorte  pour  la 
perfeclion  de  son  enseignement.  » 

Je  n'insiste  pas  sur  le  caractère  de  ces  divers  scoHes  ;  évideni- 
menl,  ils  proviennent  d'un  véritable  commentaire  et  l'on  peut 
ajouter  d'un  commentaire  dont  le  niveau  n'était  guère  élevé.  Mais 
on  remarquera  qu'en  tous  cas  il  n'y  a  aucun  rapport  entre  ces 
scolies  et  le  contenu  de  l'opuscule  des  Définitions  des  termes  de 
Géométrie^  attribué  à  Héron. 

2.  Cet  Opuscule  nous  est  présenté  (îomme  constituant  des  Pro- 
légomènes aux  Eléments  de  Géométrie  et  comme  correspondant 
à  des  Prolégomènes  aux  Eléments  d^ Arithmétique,  écrits  par 
le  même  auteur,  et  que  nous  n'avons  plus.  C'est  une  compilation 
des  diverses  dc'finitions  géoinélriques  ;  dans  celle  compilation,  si 
les  formules  adoptées  par  Euclide  sont  gén<*ralcmenl  énoncées 
avant  les  autres,  Tordre^  d'Euclide  n  est  nullement  respecté;  des 
idées  qui  lui  sont  étrarigrres  sont  inlroduiles  et  dérangent  souvent 
eel  ordre.  Si  donc  ces  J^ro/égomrncs  avaient  été  rédigés  par 
Héron,  ils  l'auraient  élé,  en  tous  cas,  indépendamment  de  son 
commentaire  sur  Euclide^  dont  les  fragments  cpii  nous  restent  ne 
témoignent  d'ailleurs  d'aueune  eoniniunauté  d'origine  avec  l'Opus- 
cule contesté. 


(')  C'est-à-dire  la  |)artio  (Oiniiiimc  aux  (I«mi\  cercles  (pii  se  coupent,  les  lunules 
étant  au  conlraire  les  parties  non  communes.  Avant  celte  distinction,  vient  une 
rcmarciue  assez  inintelli^'ihle.  «<  \<)u«i  savions  drjà  que,  (juand  <leu\  segments  sont 
cj^aux,  les  an^'les  inscrits  '«ont  é^aux:  rccif)r<»«juement.  si  les  angles  sont  égaux, 
les  segments  le  semul.  »  llér«»n  avail-il  énoncé  déjà  sur  111.  dù\'.  «».  le  tliéorênie 
de  Téualilé  de»  an;4l<'s  in>crit>  dans  le  même  x'L'inenl? 
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L'existence  du  cominenlaire  de  Héron  sur  Euclide  n'est  donc, 
en  fait,  nullement  favorable  à  Tattribution  au  même  géomètre  de 
l'Opuscule  qui  nous  occupe.  Cette  attribution  repose  d'ailleurs 
sur  deux  motifs  :  l'un  est  l'inscription  que  portent  les  manuscrits; 
l'autre  est  que  Tensemble  du  texte,  en  faisant  abstraction  de 
quelques  additions  et  remaniements  postérieurs,  paraît  bien  cor- 
respondre, en   réalité,  à   une  épo(jue  voisine  de  celle  de  Héron. 

Ce  second  motif  peut  être  écarté,  si  l'on  admet  que  l'auteur  des 
Prolégomènes  y  auquel  on  doit,  semble-t-il,  attribuer  la  majeure 
partie  des  remaniements  dont  j'ai  parlé,  a  copié  une  compilation 
faite  dans  le  courant  du  i*"^  siècle  avant  l'ère  chrétienne  ou  bien 
effectué  lui-même  cette  compilation  sur  un  Ouvrage  plus  étendu, 
par  exemple  celui  de  Geminus. 

Quant  à  l'inscription  des  manuscrits,  on  peut  l'expliquer  de 
différentes  façons.  Je  me  bornerai  à  développer  celle  qui  me  parait 
aujourd'hui  la  plus  plausible. 

Dans  les  manuscrits,  l'Opuscule  des  Définitions  précède  tou- 
jours des  extraits  d'Anatolius  et  de  Proclus,  mais  dans  rinlervalle 
sont  insérés  :  i"  une  Table  métrologique  sur  le  modèle  de  celles 
de  Héron;  2"  des  extraits  des  Introductions  de  Géométrie  de 
Héron,  tirés  de  son  grand  Ouvrage  de  Géométrie  pratique;  3°  les 
postulats  et  les  notions  communes  d'Euclide.  L'ensemble  de  la 
compilation  étant  anonyme,  le  nom  de  Héron  inscrit  en  regard 
soit  du  préambule  de  la  Table  métrologique,  soit  des  extraits 
authentiques  qui  suivent,  a  très  bien  pu,  du  fait  d'un  copiste  déjà 
ancien,  passer  en  tête  de  l'ensemble. 

3.  Peut-on  aller  plus  loin  et  former  quelque  conjecture  sur  la 
véritable  origine  de  l'Opuscule  des  Définitions?  J'ai  parlé  plus 
haut  de  Geminus;  c'est  que  nous  pouvons,  par  le  commentaire 
de  Proclus,  nous  faire  une  idée  assez  exacle  de  ce  que  disait  Ge- 
minus sur  ce  sujet,  de  l'ordre  qu'il  suivait,  des  notions  qu'il  déve- 
loppait. Or,  si  l'on  compare  l'Opuscule  en  question,  on  y  retrouve 
tous  les  caractères  que  l'on  est  amené  à  reconnaître  comme 
propres  au  travail  de  Geminus  :  les  mêmes  définitions  y  sont 
recueillies;  le. même  ordre  est  adopté;  les  idées  qui  paraissent  le 
plus  spéciales  sont  pareilles.  On  ne  peut  dénier  la  communauté 
d'origine. 
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Dira-t-on  que  Geminus  aurait  pu  utiliser  un  travail  anti^rieur  de 
Ht^ron,  et  que  ce  travail  aurait  été,  par  la  suite,  singulièrement 
mutilé  pour  être  ramené  à  sa  forme  actuelle?  Ce  serait  le  seul 
moyen  de  sauver  Taltribution  à  Héron.  Mais  une  telle  conjecture, 
bien  improbable  en  elle-même,  ne  peut  guère  résister  à  un  examen 
plus  approfondi. 

Si  l'on  se  demande,  en  rlfet,  à  quelle  époque  et  par  qui  l'Opus- 
cule des  Définitions  a  été  amené,  sinon  à  sa  forme  actuelle,  due 
sans  doute  au  compilateur  postérieur  à  Proclus,  au  moins  à  celle 
que  lui  avait  donnée  Fauteur  des  Prolégomènes,  il  faut  au  moins, 
eu  égard  à  la  Table  métrologique  qui  suit,  clcscendre  au  iii*^  siècle 
de  notre  ère.  Dès  lors,  on  pense  naturellement  à  Ânatolius,  des 
écrits  duquel  le  dernier  compilateur  a  tiré  la  presque  totalité  de 
ce  quMI  n'a  pas  copié  dans  Proclus,  qu^il  ait  d'ailleurs  ou  non 
marqué  Torigine  de  ces  extraits. 

Or  nous  avons  vu  (*)  (|u^Anatolius  avait  lui-même  compilé 
Geminus  :  (pioi  de  plus  naturel  dès  lors  que  de  conjecturer  que 
(!'est  lui  (jui  est  le  véritable  auteur  des  Prolégomènes  (•^),  et  qu'il 
en  a  extrait  la  substance  de  la  Théorie  des  Mathématiques,  uti- 
lisée de  même  plus  tard  par  Proclus? 

t.  Kn  résumé,  comme  fonds,  FOpuscide  dos  Définitions 
remonte  bien  au  i^*^  siècle  avant  Vv.vv  chrétienne,  et  c'est  là 
<^e  qui  en  fait  la  valeur.  Comme  forme,  il  se  trouve  incorporé  dans 
(les  Pro/égomèncs  rédij^és  au  plus  toi  vers  le  m''  siècle  de  notre 
ère  et  introduits  à  leur  lour  dans  une  compilation  postérieure 
au  \*^. 

Le  rcclacleur  des  Pi'olé^'oinèni's  (  Analolius?)  a  puisé,  non  pa^ 
dans  un  Ouvraf;e  de  Héron,  mais  bien  dans  celui  de  Geminus,  en 
sorte  ([ue  les  extrails  (pril  nous  a  conservés,  relatifs  aux  Défi- 
nitions i;éoni('*lri(jucs,  c()mj)l(lcnt  iicureuscincnl  ceux  (|uc  nous 
donne  PnK'Ius  sur  le  même  sujet. 

Dès  lors,  pour  rcstituei-,  autant  (ju'il  est  possible.  Ibisloire  des 


(')  liuHriin  ilt's  Sciriiccs  HHithrmatit/uvs.   iSSj,  p.  :•(>()  ci  sui\. 

(')  I)aii-i  <m;IIc  Ii  y|n»lln'<<',  \r.  ^-.rj^/lfriej:^  )  aaTToôraTo:,  imijucl  sniil  dtMlirs  les 
l*n)le*;<tnn'm'S,  |iourr;iil  <li'«"  i«lrfjlili(- .ivcr  I*»'!!)^,  I'<'vr«iiu'  <!' Mrx.indrir,  (*onlCiii- 
[loiMiii  (l'Aiiatolins 
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Définitions,  il  faut  s'appuyer  sur  ces  deux  documents,  Proclus  et 
le  Pseudo-Héron,  en  les  comparant  constamment  et  en  les  utili- 
sant sur  le  même  pied,  puisqu'à  vrai  dire  ils  n^cn  représentent 
qu'un  seul,  Geminus. 

11  ressort  de  ce  fait  qu'après  la  période  alexandrine  les  ques- 
tions relatives  aux  Définitions  ont  été  considérées  comme  épuisées 
dans  l'antiquité.  Euclide  est  dès  lors  classique  sans  aucune  res- 
triction^ et  la  Géométrie  élémentaire,  regardée  comme  parfaite, 
reste  absolument  stationnaire. 

Est-il  possible  maintenant,  au  moins  pour  cette  question  des 
Définitions,  de  faire  la  part  des  deux  périodes  antérieures,  avant 
et  après  Euclide?  C'est  ce  qu'il  nous  reste  à  examiner. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  60MES  TEIXEIRA  A  M.  JULES  TANNERY. 
....  La  quantité 


I  —  :f"* 

1 


i-h  X 


m 


inverse  de  celle  que  vous  avez  considérée  dans  votre  lellre  à 
M.  Weierslrass  (*),  donne  lieu  à  l'observation  suivante  :  L'iden- 
tité 

i  —  x^       2t(i  — 37)  -xxd  —  x)  ijr"^-^i  —  x) 


i-f-j*"»        2(i-i-wr)       (i-hx)(i-hx*)  (n-.r"*-«)(n- j"«) 

montre  que  la  somme  de  la  série 


m=l 


est  égale  à  -h  1  ou  à  —  1  suivant  que  Ton  a 

Ij-Ki         ou         |ar|>i, 


{*)  Wkiehsthass,  Abhandlungen  ans  (1er  Fiinctioncnlehre,  p.  loa.  C'est  à 
M.  Scidel  {Journal  de  CreUe^  t.  T.'i;  1X71)  que  l'on  d<Ml  d'avoir  rciiiurqué  quelle 
était  (a  liniile  de  celle  quaulilô  pour  m  infini;  voir,  à  ce  Mijet,  dan'*  le  loine  ?*2 
des  Malkematische  Annaieti,  un  arliclc  de  M.  Prinjjsheini.  J.  T. 
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en  sorte  que  cette  série  peut  jouer  le  même  rôle  que  celle  que 
vous  avez  considérée  (*);  mais  on  peut  considérer  cette  série  à  un 
autre  point  de  vue  d'où  elle  me  paraît  acquérir  une  importance 
propre. 

Si  Ton  veut  former  une  fonction  d'une  variable  réelle  qui  soit 
ponctuellement  discontinue  par  la  méthode  de  la  condensation 
des  singularités  de  Hankel,  il  faut  construire  d'abord  une  fonc- 
tion qui  soit  nulle  pour  x  =  o,  et  qui  tende  vers  deux  limites 
différentes  quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ou  des 
valeurs  négatives  :  or,  sans  recourir  à  la  théorie  des  séries  trîgo- 
noraétriques,  on  a  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  x  et  qui  satisfait  aux  conditions  imposées  :  c'est 
précisément  la  série  précédente  dans  laquelle  on  remplace  x  par 
j:  +  I  ;  la  somme  de  cette  série  est  égale,  quelle  que  soit  la  variable 
réelle  x  supérieure  à  —  i ,  à  la  limite,  pour  ni  infini,  de 

I— (±-hi)'» 


I-4-(x-f-l) 


m 


> 


c'est-à-dire  à  -|-i,oou  — i    suivant  que   x  est  négatif,   nul  ou 
positif. 


SUR  UN  POINT  DE  LA  THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES; 

Par    m.   Emile   PICARD. 


On  sait  que  le  système  d'équations  différentielles 

dvi 

«      ■ 


dx 


=  /i(-r»7nj2»  "'O'"!), 


dx 
où  les  f  sont  des  fonctions  holomorplics  de  x^   >'i,  y^^  •  •  •  ?  J 


m 


(')  Après  M.  Schrodcr  {SchlomilcfCs  Zcilschrifl,  rr  iimu'c,  p.  \^\).       î.  T. 
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dans  le  voisinage  de 


<»•-      1^0      v^  1/® 

•*' 0?  J^  l  ï  y  j >  •  •  '  1  J  mi 


admet  un  système  d'intégrales  ^1,^2»  •  •  -j^wj  holomorphes  dans 
le  voisinage  de  Xq  et  prenant  respectivement  pour  x  =  ûCq  les 
valeurs j'Î,jk;,  ...,rm- 

Dans  le  cas  d'une  seule  équation  (m  =  1),  MM.  Briot  et  Bouquet 
démontrent,  dans  leur  Mémoire  bien  connu  sur  le# équations  diffé- 
rentielles, qu'il  n'existe  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holo- 
morphe,  satisfaisant  aux  conditions  initiales.  Ainsi,  soit  l'équation 

y  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a:  ==  o,  j^'  =  o.  Il  n'existe 
pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe,  s'annulant  pour 
x  =  o.  Il  n'est  d'ailleurs  pas  inutile  de  préciser  ce  qu'on  doit 
entendre  par  intégrale  s'annulant  à  l'origine;  on  doit  désigner 
ainsi  une  fonction  y  tendant  d'une  manière  continue  vers  zéro, 
quand  j?  tend  vers  l'origine  en  suivant  un  certain  chemin  C  de  lon- 
gueur y7/z/e.  Rappelons  rapidement  la  démonstration  de  Briot  et 
Bouquet  :  jki  désignant  l'intégrale  holomorphe,  soiiy=yi-^z 
une  autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe,  z  s'annulera  pour 
X  =  o,  et  l'équation  en  z  aura  la  forme 

dz 

dx  iV    »     /» 

dans  ^{z^x)  on  remplace  z  par  sa  valeur,  et  l'on  peut  écrire 

'I(jf)  étant  une  fonction  continue  de  x,  le  long  du  chemin  C. 
L'équation  précédente  donne 


\oç^z  —  log^o  =  /     <K^)  dx, 


résultat  impossible  ;  car,  quand  x  tend  vers  zéro,  le  second  membre 
reste  fini  et  le  premier  grandit  sans  limite,  puisque  z  tend  vers 
zéro. 

On    voit  ([ue  la  démonstration  précédente  est  essenliclleinent 


•<!#<*«  *»»v*  --v»rt  «   --*  f  ^jur^.  fcrt  T-'it^a»:;^^. 


jy/<«^  /•       u.  i     .  u.  n»tci  '(M^  f/fl  JT,  l'iiM  .r&>  -i-'ùt    i;   i-BJl*-  des 

t  ■■  *    .    ff  a.  r,. 

Il  fi  f  tU-*ij(tntiil  \t!»  Ht/utfMt:»  (uncûoni,  I*  et  Q  ^unt  ynnir  l« 
llUitifuI  'f<7«  fiiU'-.linii*  tiiilifiiior\thi:'t  Av  a  et  x,  <iaoi  le  \<.ii>'iaa<;e 
'(*'  1/ =T 'I,  r,  it,  <'l  •'»»iMii|inil  (fi*ur  ci:s  vuk-urs  qui-  nou*  allons 
•UUiliiiii'-i  <)»»•  II»  i(i«lar.t.  (,<:■.  «>|itali..[i,  (|)  deucnnent 


■/t'  -/Il       -iV 
\  ....  .1.    •   .u- 

,  ,/.       "i!  'II.      'Il; 


„M  |M'iil    l'iKiioir  >!<"<  Iiimlioris  <l<-  .r  et  ii  vérifiant  ces  d< 
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Oïl  tirera  des  é(|iialions  V  et  Q  fonctions  liolomorplies  de  x  et 
//,  dans  le  voisina<^o  de  jr  =  o,  ii  =  o;  de  plus,  les  coefficients  de 
toutes  les  puissances  de  x  conliendronl  u  en  facteur,  c'est-à-dire 

t|ue 

I*(o,  ^)  =  o,         Q(o,  a")  =  o,         quel  que  soii  ;r. 

D'ailleurs  -—  se  réduit  à  l'unité  pour  w  =  o,  j:  =  o. 

[-.a  première  des  écpiations  (2)  montre  donc  que  -7-  =  K  t^,  K  étant 

holomorplie  en  w,  i'  et  j:,  et,  en  substituant  dans  la  seconde,  on  a 
pareillement 

R,  étant  également  holoniorplie.  On  peut  maintenant  suivre  la 
marche  employée  par  Briot  et  Bouquet;  on  en  conclut  que  r  et 
par  suite  //  sont  identiquement  nulles,  et  il  en  est  de  même  alors 
pour  j^'  et  c-.  /■ 

Les  considérations  précédentes  s'appliquent  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations.  Partant  du  système  (A),  où  nous  supposons 
de  suite  que  les  y  s'annulent  pour 

Ji  =  0,       yi  =  o,        . . . ,       y^n  =  o, 

quel  que  soit  x,  on  fera  le  changement  de  fonctions  • 

yi=  Pi(a,,  M,,...,  u,„-i,  x), 


Vm-y  =  l*m-l(  Wl>  Wîj  •  •  •  >  Ww-1>  •^)» 


les  P  satisfaisant  aux  équations 


Ot 


=  /l('^ï  ^1»  f*2  •  •  •>  ^'n)j 


OV 


ni 


Ox 


—  Jfn  (  «^j  •  1  j  ■  2)  •  •  •  1  *  m  ^ 
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On  pourra  se  donner  arbitrairement  P, ,  P^,  . . . ,  P«  pour  x  =  o, 
soit,  par  exemple, 

on  aura  alors  pour  P|,  P2,  . . .,  Pm  des  fonctions  holomorphes  de 
jr,  ^/|,  Wa,  . . .,  Wm-i>  qui  s'annuleront  pour 

quel  que  soit  x. 

Le  système  (A)  devient  aloi^s 

dVi  f/M|  àVi     du,n-x        . 

-7—  •— t—  -f-%  %  »-t-  -^ — :, —  =  Al  p, 

dlll    fCr  àu,n-i       dx 


ôu\      flfr       *  '  '       àUfn-i      dx  '"~*    ' 

r/l'  r>Pm   r/M|  (^P,rt      rfM,n_i  . 

dx        iUi\     dx  àum-i      dx 

les  A  tHant  liolonior]>hes.  D'ailleurs  le  déterminant  fonctionnel 
D(}\,J\^^^^J\n~x)  ^.^5^         ^^1    puis„u^ii  gç  ^^j^ji^  à  l'unité  pour 

.r  =  O,  ^/|  =  .  .  .  =  //m-l  ==  Û. 

On  tirera  donc  des  (m  —  i)  premières  équations 
dui  _  du,n-i 


et  enfin  de  la  dernière 


dv 

d^  =  ^"^'^ 


R,„  étant  lioloniorphe  ;   la  démonslralion  s'achève  alors  comme 
plus  haut. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

STOLZ    (0.).     —     VORLESUNGRN    UEBER    ALLGKMEINE    ARITIIMETIK,    NACII     DEN 

NEUERBN  Ansichten.  ErstOF  Theil  :  Allgemeines  und  Arithmelik  der  reellen 
Zahlen.  i  vol.  in-8°,  vi-344  P-  Zweiter  Theil  :  Arithmetik  der  complexen 
Zahlen  mit  geometrischen  Anwondungen.  i  vol.  in-8**,  viii-3a6  p.  Leipzig, 
Teubner,  i885-i886. 

La  première  Partie  du  Livre  de  M.  Stolz  traite  des  nombres,  des 
opérations  à  effectuer  sur  les  nombres,  de  la  mesure  des  gran- 
deurs, des  séries  et  des  produits  inûnis  à  termes  réels;  elle  est 
manifestement  l'œuvre  d'un  mathématicien  philosophe  et  ne  peut 
manquer  d'intéresser  vivement  tous  ceux  qui  se  préoccupent  des 
questions  d'enseignement.  Les  concepts  de  grandeur,  de  nombre 
et  d'opération  sont  soumis  à  une  critique  subtile  et  pénétrante, 
ainsi  que  les  idées  émises  à  ce  sujet  par  Grassmann  et  par  Ilankel. 
Dans  le  Chapitre  relatif  à  la  mesure  des  grandeurs,  les  postulats 
que  l'on  admet  d'habitude  plus  ou  moins  explicitement  sont 
dégagés  et  précisés  de  la  façon  la  plus  heureuse;  ceux  qui  ont  à 
enseigner  les  éléments  des  Mathématiques  trouveront  là,  comme 
dans  l'exposition  de  la  théorie  des  proportions  d'après  Euclide, 
l'objet  d'utiles  réflexions.  La  théorie  des  nombres  irrationnels 
repose  sur  les  fondements  qu'ont  adoptés  M.  Heine  et  M.  G. 
Cantor  :  c'est  une  introduction  indispensable  à  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  réelle  et  à  celle  des  séries,  qui  termine  le 
premier  Volume. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes et  des  fonctions  d'une  variable  complexe;  après  avoir  étudié 
les  nombres  i'ormés  au  moven  de  deux  unités,  M.  Stolz  expose 
les  résultats  négatifs  obtenus  récemment  par  M.  Dedekind  et 
M.  Weierstrass  sur  les  nombres  complexes  formés  au  moyen  de 
n  unités;  il  passe  ensuite  à  la  représentation  géométrique  des 
nombres  complexes  ordinaires  :  c'est  l'occasion  de  dire  quelques 
mots  de  la  méthode  des  équij^ollenccs  et  d'en  indiquer  diverses 
applications  à  la  Trigonométrie  et  à  la  Géométrie.  Le  concept  de 
fonction  et  les  notions  qui  s'y  rapportent  sont  ensuite  étendus  au 
cas  d'une  variable  complexe.  L'étude  des  fonctions  rationnelles 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  a»  série,  t.  \l.  (Septembre  188-.)  i'\ 
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entières,  celle  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 
d'une  variable  sont  faites  ensuite  avec  les  développements  qu'elles 
comportent,  les  fonctions  exponentielles,  circulaires,  logarith- 
miques, fournissent  des  exemples  essentiels  des  considérations 
précédentes;  enfin  l'Ouvrage  se  termine  par  deux  Chapitres  sur  les 
produits  infinis  et  les  fractions  continues. 

La  qualification  nach  den  neueren  Ansichten,  ajoutée  par 
M.  Stolz  au  titre  de  son  Livre,  est  pleinement  justifiée  par  la 
rigueur  de  l'exposition,  la  profondeur  des  aperçus  et  la  richesse 
des  renseignements  qu'il  a  su  rassembler.  J.  T. 


Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulousk  pour  les  Sciences  iia- 
THÉMATiQUES  ET  LES  SCIENCES  PHYSIQUES,  publiées  par  un  Comité  do  rédac- 
tion composé  des  professeurs  de  Mathématiques,  do  Physique  et  do  Chimie 
de  la  Faculté.  In-4°«  Paris,  Gauthier- Villars,  1887. 

Dans  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  21  mars  de  la 
présente  année,  M.  Hermite  a  présenté  en  ces  termes  le  premier 
fascicule  des  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse: 

«  Ce  Recueil  paraît  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruc- 
tion publique  et  de  la  municipalité  de  Toulouse,  avec  le  concours 
des  Conseils  généraux  de  la  Haute-Garonne  et  des  Hautes- 
Pyrénées.  Les  premiers  articles  qu'il  contient  ont  pour  titres  : 

»  Sûr  les  équations  différentielles  linéaires  et  les  groupes 
algébriques  de  transformations  ;  par  M.  E.  Picard. 

»  Sur  l'équilibre  d'un  fil  fiexible  et  inextensible  ;  par 
M.  P.  Appell. 

»  Sur  un  problème  relatif  aux  courbes  à  double  courbure; 
par  M.  E.  GouRSAT. 

»  Spectres  d'absorption  des  chromâtes  alcalins  et  de  l'acide 
chromique ;  par  M.  P.  Sabatier. 

))   Questions  d' Hydrodynamique  ;  par  M.  Makcel  Brillouin. 

»  Les  géomètres  et  les  physiciens  apprécieront  la  valeur  de  ces 
travaux  et  l'Académie  accordera  volontiers  sa  sympathie  à  une 
publication  qui  accroîtra  le  mouvement  scientifique  dont  la  ville 
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de  Toulouse  est  maintenant  le  siège,  mouvement  qui  est  dû,  pour 
une  grande  part,  au  mérite  des  professeurs  de  la  Faculté  des 
Sciences  et  au  zèle  éclairé  de  leur  doyen,  M.  Baillaud.  » 

M.  Joseph  Bertrand  a  ajouté  qu'il  suffisait  aux  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  pour  n'avoir  rien  à  envier  aux 
meilleures  publications  des  universités  étrangères,  de  rester  à  la 
hauteur  où  les  place  immédiatement  leur  premier  fascicule. 

La  grande  autorité  des  maîtres  qui  ont  prononcé  ces  paroles  si 
encourageantes  nous  dispensera  d'insister  sur  la  valeur  de  ces 
annales;  nous  nous  contenterons  d'indiquer  le  caractère  de  la 
publication  :  elle  est  essentiellement  consacrée  aux  Mathématiques, 
à  la  Physique  et  à  la  Chimie;  le  Comité  de  rédaction  est  formé  des 
professeurs  titulaires  de  la  Faculté.  Les  professeurs,  chargés  de 
cours  et  maîtres  de  conférences  qui  enseignent  actuellement  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  sont  :  MM.  Baillaud,  Legoux, 
Stielljes,  Andoyer,  Bouquet  pour  les  Mathématiques;  MM.  Berson 
et  Chauvin  pour  la  Physique 5  MM.  Sabatier  et  Destrem  pour  la 
Chimie;  parmi  les  hommes  qui,  dans  ces  dernières  années,  ont 
enseigne  à  la  même  Faculté,  et  qui  lui  restent  attachés  par  les  sou- 
venirs mêmes  qu'ils  y  ont  laissés  et  l'illustration  qu'ils  lui  ont 
donnée,  il  convient  de  citer  MM.  Tisserand,  Emile  Picard, 
Goursat,  G.  Kœnigs,  Brillouin. 

On  voit  que  les  maîtres  qui  ont  appartenu  et  qui  appartiennent 
à  la  Faculté  de  Toulouse  suffiraient  amplement  à  alimenter  le 
Recueil  que  l'on  vient  de  fonder;  ce  Recueil  toutefois  reste  ouvert 
aux  savants  étrangers  à  la  Faculté,  comme  le  montrent  suffisam- 
ment les  deux  fascicules  parus. 

Les  Mémoires  contenus  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse  seront  analysés  dans  la  seconde  Partie  du 
Bulletin;  mais  nous  tenons  à  signaler  de  suite  une  innovation 
très  heureuse  qui  rendra  ce  Recueil  précieux  aux  travailleurs  : 
le  Comité  de  rédaction  annonce,  dans  la  Préface,  des  articles  de 
bibliographie  sur  des  sujets  spéciaux;  ces  articles  ne  seront  pas 
des  listes  de  titres  de  Mémoires  et  d'Ouvrages,  mais  bien  des 
résumés  succincts  des  principaux  résultats  de  la  Science  sur  le 
sujet  traité,  avec  les  renseignements  bibliographiques  désirables, 
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t^n  sortir  qu^Us  mellronl  1^  lecl^ur  ^n  mesure*  d'êCD&a'  * 
sujet.  Le  premier  fascîccle  coolieiit  un  article  et  cie  .pEasK.  ém 
}\K^s  hjiul  inlèn^l*  5ur  rHTdrx-Ml^TftaraiiiBe  :  il  es4  an  k  IL  Bsiliaûc 
notre  coUAkoralear,  M.  G.  Kopnîx>.  doniMn  ^bixi^  3b  snÎEir  mt 
article  sur  les  c\>mplexe*  de  drMtes. 
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C\^tê  mjtertel  de  reaireprtse.  i^a  i>e  peut,  tm  Frsucie.  ^nr  îr 
|vjirer  â  l«i  mi^aag  :  imaîs.  p^>«r  la  l«ra«té  de  Tf%éirsÉùaÊii  tw 


ck>tts^  i'apofs  a  ÀArCroie  Àr  H.  W'SiErçGntï».  Lf^  wïîiitnfiiiin?-  àt 

*    *  Hi ■»->_•     '^    :i     *^.    i'i    M  =     .  *l.•i:<l~^"^ 

4  a  I»  *  »  Il  .'  1'  ai.j»'^  "'Il  ^"^  :»-*  -t'i  »:i}»^  u  i»}C«  Il  IH  urtmliTf 
i  4^  »  lin,  .  •  i»  I»  iii.}»-^  .ina»e'v-  ".  ^^  i^Tiiut^  liiT  il  rf«ix>»iîê- 
i.  ,  .1    ;» --  ^  iHiii»  ^     -    :t^«:iiii:>  i  in   i»  mar-    uniu    c -îiifaDmls  on 

.t     ^     il"*,*.*  ^    iac^^  k}  «ir  î«u«îiî  »-r>  i<rc*priêlê5 

..    ^  .--.-      .a    ntMiiT*?    rimiiitt!ij.  fin  ci3iii>titi]f 

..;•;■  *  u%. Mua  -  ii3»i»'îir  inr  r{»ntùiuû' 

.     -^    ^    •    •:•    i   i»^      '  »i**:'-'i    aitf.     '7/ctJf  mono- 

.^    ..^^  .*'**;'.*• — ^.     '-^    -iii.a:»Miï^    âi5fTeiïliellf> 


.  »^ .  •  >> 

• 

.*.    •  ^ 

,r 

^K»,-. 

•  • 

%t .    \   ■  * 

■>. 

>Cvï.   «1  * 

1    ♦ 

. ,,  »  .--.I» 


i .  • 


1  .•, .  » 


MÉLANGES.  2o5 

moyen  de  fonctions  analytiques  :  c'est  ce  qui  fait  Tobjet  du  qua- 
trième Chapitre.  Le  cinquième  traite  des  fonctions  transcendantes 
élémentaires.  Le  suivant  se  rapporte  à  la  représentation  des  fonc- 
tions analytiques  uniformes;  on  y  trouvera  le  théorème  de 
M.  Weierstrass  sur  la  décomposition  en  facteurs  primaires,  le 
théorème  de  M.  Laurent  et  celui  de  M.  Mittag-Leffler.  La  théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  est  la  matière  de  la  première 
partie  du  septième  Chapitre  ;  la  seconde  partie  est  une  introduction 
à  la  théorie  des  fonctions  qui  se  reproduisent  quand  on  fait  subir 
à  la  variable  une  substitution  linéaire.  Enfin  le  dernier  Chapitre 
est  consacré  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables.  J.  T. 
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NOTE  SUR  LA  THÉORIE  DES  QUANTITÉS  COMPLEXES  FORMÉES 

AVEC  n  UNITÉS  PRINCIPALES  ; 

Par  m.  Edouard  WEYR. 
1.  Considérons  des  quantités  complexes  de  la  forme 

formées  avec  n  unités  linéairement  indépendantes  ei,  ^2,  . .  •»  e,i^ 

les  lettres  grecques  désignant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires. 

Définissons  la  somme  et  la  différence  de  deux  telles  quantités 

n  n 

y  =  l  =i 

par  les  formules 

n  n 

a -4-  6  =  2( xy  +  '^j)ej,        a  —  6  =  ^(ay  —  '^j)ej, 

et  leur  produit  par 

ab  =  Vay^^Cy^A  (y,  A*  =  i n) 
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'  »  *    xl^^wl^lO'^  ixvUcs  K>u  ioMpiMÙr»  £,7*  élanl  choi«ief  âi  om- 
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.'w   =  f.\^j^i>' 


W^^y,  ^^  \\^  x\>îc«fec  Jbc  «{-«ixtitès  complexes  la  multifAkaCîiiD 


\V   V^ 
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La  série  (  2)  définira  une  quantité  complexe  si,  étant  donnée  une 
quantité  positive  arbitraire  e,  on  peut  assigner  un  entier  p  tel  que, 
pour  tout  entier  s>  p^  les  m  valeurs  absolues 

iPJf'^'M         (A  =  i,...,m) 
soient  plus  petites  que  £. 

Cette  condition  est  évidemment  suffisante,  et  elle  est  nécessaire 
parce  que  les  m  quantités  x,  x^,  . . . ,  x"^  sont  linéairement  indé- 
pendantes. Il  s'agit  maintenant  de  voir  dans  quelles  circonstances 
cette  condition  se  trouve  remplie. 

Pour  les  systèmes  de  quantités  complexes  considérés  par 
M.  Weierstrass  dans  sa  Note  Zur  Théorie  der  aus  n  Ifaupt- 
einheiten  gebildeten  complexen  Grossen  {GôUînger  Nack- 
richten,  i884)>  le  problème  proposé  se  résout  immédiatement  si 
l'on  décompose  x  en  ses  composants,  comme  l'a  remarqué 
M.  Berloty  dans  sa  thèse  Théorie  des  quantités  complexes  à 
n  unités  principales  {n°  Si);  Paris,  1884. 

Pour  le  résoudre  dans  le  cas  général,  posons 

go 

v  =  l 

Ç  étant  une  quantité  complexe  ordinaire  située  dans  le  cercle  de 
convergence  de  cette  série,  et  appelons  o,  [x,,  [Xa,  ...,  \iim  les 
racines  de  l'équation 

(3)  {1"»-+-»  +  Yi P-"»  -+-...-+-Y/itHt  =  o. 

Pour  que  (2)  définisse  une  quantité  complexe,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  racines  (jl,,  . . .,  \km  se  trouvent  dans  le  cercle  de 
convergence  de  la  série  'f  (J^). 

A  la  vérité,  ces  racines  peuvent  même  être  sur  la  circonférence 
de  ce  cercle,  si  toutefois  la  série  ç(!^)  et  ses  dérivées  considérées 
plus  bas  convergent  pour  Ç=  [jl,,  [jlj,  . . .,  [jl,,,,  comme  cela  dé- 
coule immédiatement  de  la  démonstration  qu'on  va  lire. 

3.  Pour  rendre  la  démonstration  plus  commode,  supposons 
d'abord  que  Téquation  (3)  n'ait  que  des  racines  simples. 


'/o8 
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On  a  évidemmenl 


i-^x 
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«•'rf 


=  ?;;•'' :4' +•••+?.'• '>x- 


( A:  =  I ,  . . . ,  m). 


V  --*-»-  I 


Si  donc  on  suppose  les  ;jla  dans  le  cercle  de  convergence  delà 
série  ^(^)n  on  peut  prendre  s  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

l?l/r''';4' -+-... -^ Pi!**'' ij^aK--'      (A-  =  i,  ....  m). 

£'  étant  une  quantité  positive  arbitraire.  On  aura  donc 
(4;  {J^,J''''î4-'  -+-. . .-+-  ?',*-*>x  =  £'Ti*        (A-  =  I m), 

les  m  quantités  7,^  ayant  des  valeurs  absolues  plus  petites  que  i. 
Posons 

f,  m        ,.tn-  i  M 

î*  I  »       î-*- 1        »       •  •  •  »       r-l 


A  = 


•  •  > 


[^m 


et  remarquons  que  le  délenninant  A  est  différent  de  zéro;  de  plus 
appelons  Aji"  le  mineur  de  A  correspondant  à  l'élément  [xj.  On 
tire  de  (4) 

Apif'^''  =  e'(r.,  A/"  -^. .  .-^  t,,„  Ai,V)         ( A  =  i,  . . .,  /n). 

Si  Ton  désigne  donc  par  s"  celle  des  valeurs  absolues 


ih) 


(|ui  est  la  |)lus  grande,  on  aura 


(  /r  =  1 ,  . . . ,  m  ), 


:^  i'î"         (  A  =  I,  . . .,  /Il), 

{•(!  qui  montre  que  les  conditions  énoncées  sont  suffisantes. 
Mais  elles  sont  aussi  nécessaires;  car,  si  Ton  peut  rendre  toutes  les 
valeurs  |[ï/,'*'|  aussi  petites  qu'on  veut,  en  mettant  pour  5  un 
«•nlier  suifisamment  grand,  la  même  chose  a  lieu  pour 


c'est-à-dire  pour 


l?^;V^>r-^...--P\^'^'\'XAl       (X-  =  i....,//0, 


V 

V        s        \ 


*v  ;-Ia 
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ce  qui  montre  qu'alors  en  effet  les  séries  'f  (|Aa)  sont  convergentes. 
On  a  maintenant 

V  =  ! 

en  désignant  par  ol^  la  limite  de  a^f  pour  s  =  x>. 
On  a  de  même 

?( K-a)  =  «m  [Aa*  -h. . .-+-  a,  [JL^        (  A-  =  I , . . . ,  m) 
ou  bien 

® (  W-A- )  -         m-t  ~ 

sIj^  ==,a,nllk     *  -4-.. .-+-«!. 

On  trouve  donc,  à  l'aide  de  la  formule  de  Lagrange, 


m 


V  =  l  k=i 

où  P(^)  désigne  le  produit 

et  P'(:r)  sa  dérivée  prise  comme  si  x  était  une  variable  complexe 
ordinaire. 

4.  Envisageons  maintenant  le  cas  général  où  Téquation  (3) 
possède  les  racines  distinctes  o,  [x,,  [jl^,  . . .,  [x^,  leurs  degrés  de 
multiplicité  étant  i  -+-  p,  pi,  p2,  . . .,  p^,  de  sorte  que 

p  -f-  PlH-.  .  .-4-  Pt  =  'W. 

On  a 

Yw  =  O1  Y/«-J  =0,  ....  Ym-p-*-l  =  o,  V/n-p  >  O, 

et  la  relation  (i)  devient 

jrm-4-1 4_  Yi  a:'"  H- . . .  -t-  Ym-p^P"*"*  =  o. 
A  l'aide  de  cette  relation,  on  aura,  dès  que  s  surpasse  p, 


*-♦-.»■ 


V    atv^^  =  ?',J'*'^^'«  -+-  p<î'iV.r"»-«  -+-. .  .-4-  pjj'irarP-^'. 


V  =  /-4-l 
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de  sorle  que 

Supposons  les  racines  {X|,  . . . ,  [Xx  dans  le  cercle  de  convergence 
de  la  série  f  (^);  alors  non  seulement  la  série  ^(P'ifr)  sera  conver- 
gente, mais  aussi  ses  dérivées  ^'{[t-k)^  f^^d^^)'  -  *  --  ^^  peut  donc 
prendre  s  assez  grand  pour  que  les  sommes 

s-^s"  s-^t'  s-^s* 

deviennent  aussi  petites  que  Ton  veut,  quel  que  soit  5'. 
Mais  on  a  pour  toute  valeur  de  jx 


s-^s' 


2   «v(xv=B((i)x(H')-t-PiJ''>'«  +  --.+  ??^V'[*<»-', 


y=zs-i-i 


en  désignant  par  xil'-)  '^  polynôme 

et  par  B([jl)  une  fonction  ratîonncHe  et  entière  de  [x. 

Si  Ton  dérive  cette  identité  (p^  —  1)  fois  de  suite  suivant  jjt  cl  si 
Ton  fait  après  [i.=:  tx^,  on  a  les  p^  équations 

• • > 

OÙ  Ton  a  écrit  S  au  lieu  de    \]    ^[^-l'  ^^  ^  ainsi,  en  donnant  à  k 

les  valeurs  1,  2,  .  . . ,  t,  en  somme  p,  -f-p^-f-. .  --l-  Pt  =  'W  — p 
équations.  On  peut  rendre  toutes  ces  m  —  p  expressions  aussi 
[)etites  qu'on  veut  en  prenant  pour  s  un  entier  assez  grand,  cl 
comme  le  déterminanl  des  coefficients  de  p;;V\   ••.,  î^p+î  '  dans 
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ces  expressions  est  différent  de  zéro  (  '  ),  on  en  conclut,  comme  au 
n''  3,  que  les  m — p  quantités  p'*'*',  ...,  Pp+r  deviennent  aussi 
petites  qu'on  veut,  pour  des  entiers  s  suffisamment  grands.  Les 
conditions  énoncées  à  la  fin  du  n""  2  sont  donc  suffisantes  pour 

que    la   série  ^a«x^  définisse  une  quantité  complexe;  on  voit 

v  =  l 

facilement,  comme  au  n"  3,  qu'elles  sont  nécessaires.  Par  cela  notre 
proposition  se  trouve  démontrée. 
Maintenant,  en  partant  de  l'identité 

s 

2  avfxv  =  A((x) x(hi)  -h  aJJ' fx'«  -H. . . -H  ajfi, fiP-»-«  -h  ap jxP  -^ . . . -h  a,  (jl, 
où  A([x)  désigne  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  [x,  on  voit 

s 

que  la  somme  ^Ovjx^etses  p* — i  premières  dérivées  suivant  [/ 

v  =  i 

coïncident  pour  (jl  =  \kf(  respectivement  avec  le  polynôme 


et  ses  pA  —  I  premières  dérivées  pour  jjl  =  [x^.  Si  l'on  fait  croître  s 
à  l'infini,  on  voit  que  ^ (  [Aa)  et  ses  p^  —  i  premières  dérivées  sont 
respectivement  égales  au  polynôme 


*//!  V'k   ^    •  • 


^fH-1  Â^^  -^  ^P  l^l 


«ifAA, 


et  à  ses  dérivées,  en  désignant  par  a^j  •••}  «p^i  les  limites  de 
a',*',  . . . ,  aj^i  pour  s=oo.  On  trouve  donc  enfin 


V  =  l 


les   valeurs  oL^y  •-•!   ^^^i  étant  déterminées  par  les   conditions 
suivantes. 


(')  En  effet,  il  est  facile  de  montrer  que  ce  déterminant  est  égal  au  produit  de 
certaines  puissances  des  racines  \l ,  {x.  et  de  certaines  puissances  des  diffé- 
rences de  ces  racines. 
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Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

/(  jx)  =  7.,„  [Ji'«  -f- . . .  -^  apH-t  fxP  ♦-*  -h  aip  fiP  -+- . . .  -^  «1  fi, 

on  doit  avoir 

/(,,)=,(,,),    ^ =.'(..) ^?^i^)=,.p.-..(,*), 

de  plus,  on  a  évidemment 

La  fonction  /([a)  de  degré  m  doit  donc  prendre  pour 
[x  =  o,  [X|,  . . .,  [juç  des  valeurs  déterminées  et  y  avoir  aussi  des 
dérivées  déterminées  jusqu'aux  ordres  respectifs  p,  pi  —  i, 
p2 —  J,  ...,  Pt —  I,  ce  qui  fait  en  somme 

conditions  qui,  comme  on  le  sait  d'après  la  formule  de  Lagrange 
un  peu  généralisée,  déterminent  complètement  la  fonction  /*([*). 

5.  Faisons  la  supposition  qu'il  existe  dans  le  système  de  quan- 
tités complexes  considéré  une  quantité  (/,  telle  qu'on  ait 

ux  =  xu  =  X, 

quel  que  soit  x\  supposons  de  plus  qu'il  existe  la  quantité  x~\ 
c'est-à-dire  une  quantité  telle  que  j7j:~*  =  w,  et  envisageons  la 
série 

te 

(5)  2   a^x\ 

en  y  entendant  par  x^  la  quantité  u.  Il  s'agit  de  décider  sous  quelles 
conditions  cette  série  définit  une  quantité  complexe,  respectivement 

«0 

à  évaluer  celte  quantité  à  l'aide  de  la  fonction  ^  «v^^. 

—  «0 

Dans  le  cas  actuel,  il  est  impossible  que,  dans  l'équation  de 
degré  minimum  (i)  satisfaite  par  x,  il  manque  le  terme  en  j:,  c'est- 


•fit 
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à-dire  qu'on  ail  y,,,  =  o.  En  effet,  si  i'équalion  (i)  était 

(6)  j:'"-+-t  -4-  Yi^"*  -+-  • . .-+-  Y/«-p^^^*  =  o, 

p  étant  plus  grand  que  zéro,  on  en  tirerait,  en  multipliant  par  x~9 

équation  de  degré  moindre  que  (6),  ce  qui  serait  contre  l'hypo- 
thèse. On  a  donc  bien  Ym<o  et 

(7)  a?"»-»-»-f- Yiar'"-h. .  .-J- Y^a?  =  o; 
si  Ton  multiplie  cette  équation  par  j?~'"~-,  on  a 

(8)  x-^-^  Yi^"*-+-----+-Y//i^"^'""*'*'  =  o» 

et  c'est  là  l'équation  de  degré  minimum  satisfaite  par  x"^]  car  de 
toute  équation  de  degré  moindre  on   tirerait  sur  le  champ  une 
équation  satisfaite  par  x  et  de  degré  moindre  que  m  -f-  i . 
Posons  maintenant 

00  00 

V=l  v=l 

et  supposons  que  la  première  série  converge  pour  les  X^  dont  la 
valeur  absolue  est  moindre  que  R,  la  seconde  tant  que 

K-M<RtM 

soit  de  plus  R  >  R| . 
La  série 

te 

v=  — • 

convergera   dans   l'aire   comprise  en  ire   les  deux  cercles  décrits 
autour  du  point  O  avec  les  rayons  R  et  R|, 

Pour  que  (5)  définisse  une  quantité  complexe,  il  faut  que  la 
même  chose  ait  lieu  pour  les  deux  séries 


^  av  x"*  y  ^  a_v  T^^. 


V  _  I  V=sl 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffît  que  les  racines  différentes  de  zéro 
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des  équations 

(7')  [X'«-»-»-»-Y,fJl'"  -+-... -h      YmfA      =0, 

(8')  v-h    YlV*  -h...-HYmV'«-^»  =  0 

se  trouvent  respectivement  dans  les  cercles  de  convergence  des 
séries  ç(Ç)  et  ^(Ç).  Mais  les  racines  différentes  de  zéro  de  l'é- 
quation (8')  sont  les  réciproques  des  racines  différentes  de  zéro 
(jLi,  . . . ,  (jL-c  de  (7');  donc  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  de 
V équation  (7')  se  trouvent  dans  l'aire  comprise  entre  tes  deux 
cercles. 

Dans  ce  cas  la  série  (5)  définit  une  quantité  complexe  qu'on 
évaluera    absolument  de    la  même   manière    que   Ton    a  évalué 

\^av^^  au  n**  4.  En   effet,  en  désignant  par  '/([x)  le  membre 
1 
gauche  de  Téquation  (7'),  on  a  identiquement 

2    «vK-^  =  C([^)X(î^)-^«m^V'"-+-.---+-«?'^^î^, 


(T  — m  — t 


G  (a)  étant  une  somme  de  la  forme     \^     5v[x^.  De  là  on  conclut 


V  =  — J  — I 


que  la  somme  ^av[x^  et  ses  p^ —  i  premières  dérivées  coïncident 
pour  (jL  =:  [x^  avec  le  polynôme 

et  ses  pA  —  I  premières  dérivées,  si  Ton  y  met  [jl^  à  la  place  de  [x. 
En  faisant  croître  5  et  t  à  Tinfini,  on  voit  que  gj([jl)  cl  ses  oa  — 1 
premières  dérivées  pour  [jl  =  [jl^  sont  respectivement  égales  au 
polynôme 

«//,  fJi'"  -4- .  . .  -h  aj  |i, 

et  à  ses  p^  —  i  premières  dérivres  pour  ijl  =  jjla;  ici  a^^,  ...,  «i 
désignent  les  limites  dea'J;*^',  . . .,  a',''^'  pourlim  s  =  ocet  limT=x. 
On  a  donc  enfin 

N     av.r^' —  a,„j""  4-.  .  .-^  a,.r; 
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les  coefficicnls  7.^%  ...,  «i  sont  déterminés  par  cette  condition, 
que  le  polynôme 

et  ses  pa  —  i  premières  dérivées  doivent  coïncider  pour  |jl  =  |.ia 
respectivement  avec  les  valeurs  w((jLyt),  w'(jjiyt),  ...,  T3jfPA~*^([X;t), 
l'indice  k  parcourant  la  série  i ,  s«,  . . .,  t. 
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LAlSANT.  —    Théorie  et  applications  des  équipollrnces.   i   vol.  in-8*; 

xvi-299  p.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1887. 

M.  Laisant  avait  déjà  contribué  à  faire  connaître  en  France  la 
ihéorîe  des  équipollences  en  traduisant  le  Livre  où  Bellavitis  en 
avait  exposé  les  principes;  il  nous  donne,  aujourd'hui,  sur  le 
même  sujet,  une  œuvre  personnelle.  Son  exposition  est  claire  et 
1res  agréable  à  lire;  il  est  à  souhaiter  qu'elle  soit  lue,  en  particu- 
lier, de  nos  professeurs  de  lycée;  ce  n'est  pas  que,  à  mon  avis, 
cette  théorie  tout  entière,  avec  son  appareil  et  ses  détails,  doive 
pénétrer  dans  notre  enseignement  classique,  mais  les  professeurs 
de  Mathématiques  spéciales  ont  plusieurs  fois  l'occasion  d'y 
loucher;  rien  ne  les  empêche  d'en  introduire  les  éléments,  sans 
le  dire,  s'ils  le  veulent,  et  de  jeter  quelques  indications  qui  ger- 
meront dans  l'esprit  de  leurs  élèves.  Quelques-uns  de  ceux-ci 
pourront  même  fort  bien  lire  le  Livre  de  M.  Laisant,  qui  n'est 
nullement  au-dessus  de  leur  portée. 

L'exposition  de  la  théorie  tient  dans  une  soixantaine  de  pages; 
les  applications  remplissent  donc  la  plus  grosse  partie  du  Livre. 
Ellles  sont  intéressantes  et  bien  choisies.  I-^es  unes  se  rapportent 
aux  propriétés  des  triangles  et  des  polygones,  d'autres  à  la  théorie 
des  courbes,  d'autres  aux  représentations  conformes  les  plus 
simples,  d'autres  enfin  au  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan.  Ces  dernières  reproduisent,  avec  de  légères  modifications,  un 
Mémoire  de  l'auteur  inséré  dans  les  IVou^^elles  Annales  de  Ma- 
thématiques,  :>/  série,  t.  XVII. 

Les  divers  Chapitres  sont  suivis  d'exercices  dont  les  solutions 
sont  quelquefois  brièvement  indiquées,  et  qui  seront  très  utiles 
aux  lecteurs  qui  veulent  se  familiariser  avec  la  méthode  de  Bella- 
Tiiiâ. 

M.  Laisant,  avec  une  grande  modestie,  veut  qu'on  rapporte  au 
géomètre  italien  tout  le  mérite  de  son  Livre.  Si  ce  dernier  vivait 
encore,  il  serait  assurément  louché  du  pieux  souvenir  que  lui  con- 
sacre son  disciple,  en  même  temps  qu'il  se  réjouirait  de  celte  lu- 
BulL  des  Sciences  mathéni,,  a'  série,  l.  XI.  (Octobre  1887.)  ij 
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minense  exposition,  de  ces  nombreuses  el  nouvelles  îlliislralions 
qui  viennent  montrer  la  portée  de  sa  méthode.  J.  T. 


IIECKER  (J.)-  —  Ubbrr  Rcffixi's  Beweis  flr  dir  Unuoglichkbit  obi  al- 

GKRRIISCIIRN  AlIFLOSrNG  DER  ALLGRMF.INEN  Gl.EICHUNG   VON  BINBM  HOREtlN 

ALS  DKii  viKRTKN  Gradk.  DisscrUiiion  inaugurale.  29  p.  iu-S"*.  Bonn,  1886. 

On  sait  que  Ruffini  a,  le  premier,  énoncé  et  cherché  à  démon- 
trer l'inipossihilitt*  de  résoudre  algébriquement  réquallon  géné- 
rale d\in  dc^ré  supérieur  à  quatre.  Ses  recherches,  parues  â 
Modcne  en  18 13,  sont  intitulées  :  liijjlessioni  intorno  alla$olur 
zione  (lotie  eqitazioni  als^ehralche  gencfali. 

Dans  son  Mémoire  resté  inachevé  Sur  la  résolution  algébrique 
des  éqnafions.  Aboi  (*)  dit  que  les  raisonnements  de  Ruffini 
sont  tellement  compliqués  qu'il  est  très  difficile  de  juger  dclcur 
justesse.  M.  llecker  montre  qu'on  peut  toutefois  tirer  parti  de  ces 
raisonnements  en  les  éclairant,  il  est  vrai,  des  résultats  dus  à 
Aboi;  au  surplus,  M.  Svlow  (^)  avait  déjà  remarqué  que  le  point 
faible  do  la  démonstration  de  Ruffini  consistait  en  ce  qu'il  sup- 
pose, Siins  di''nï(>nslralion»  que  los  radicaux  qui  concourent  à  la 
roNoliilioii  ilo  i\'M]iialion  >'o\priinaionl  rationncllemcnl  par  les 
racino.N.  ()ro'osl  là,  oonimo  ini  sait,  le  premier  point  sur  Irquel 
Aboi  a  |H)rlô  st^s  illorls  -.  * '-.  do[Miis,  M.  Rroncoker  (  M,  par  une 
aual\so  très  sinipK',  a  mis  cr  rôsiillat  ossontiel  en  pleine  linnitre, 
(Ml  (loorivaiil  une  formo  spôoialo  qui  peut  être  donnée  à  louie 
o\|>rr»ii)n  o\|»lioilomonl  aUobriqno  vérilianl  uncécpialion  onlière 
/\.r)  o,  ilonl  los  OinflirionU  ap|)arlionnent  à  un  domaine  Je 
rahonnalih*  d«»niu''  :  ooU*^  fonno  laisse  \oir  claironieiit  d'une  part 
ronobaîm mont  ijos  ra-ileaiix  qui  li^uronl  dans   Texprossion  aljré- 


(M  r.  I.  |..  -  '. 

jI.IUS    les     l/.'.*<i.'.N.  i  .  .iM/i     .k    1    \.\i.l^  Ul'O   .\y   iKiliii,    p.     _»»J.')  :     |8-If. 


J 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         219 

brique,  de  l'autre  la  propriété  qu'ont  ces  radicaux  d'être  des  fonc- 
tions entières  des  racines  de  l'unité  et  des  racines  de  l'équation 

/(a;)r.-.o. 

M.  Hecker  commence  donc  par  exposer  les  recherches  de 
M.  Kronecker,  puis  il  reproduit,  en  les  précisant  sur  quelques 
points,  les  explications  qu'Abel  a  données,  dans  son  Mémoire 
inachevé  (*)  sur  la  formation  de  Téquation  irréductible  à  laquelle 
satisfait  une  expression  explicitement  algébrique  donnée.  Après 
avoir  ensuite  établi  l'irréductibilité  de  l'équation  générale  du 
^ième  degré,  il  arrive  à  la  part  de  Ruffîni,  qu'il  fait  consister  dans 
le  théorème  suivant  : 

Soient  Xx'i  x^y  .. .,  x„i  des  variables  indépendantes,  soient  F 

et  f  des  fonctions  rationnelles  de  ces  variables,  entre  lesquelles 

existe  la  relation 

/'*  =  F, 

où  n  est  un  entier  positif;  si  les  substitutions 


a*i      X^      Xz\  /   Xx      X^      Xs 

ri     Xti    Xi  J  \  .rv     xs     Xi 


laissent   invariable  la  fonction  F,  ces  substitutions  ne  chan* 
gent  pas  non  plus  la  fonction  f. 

Encore  Ruffmi  a-t-il  eu  le  tort  d'énoncer  ce  théorème  sans  sup- 
poser que  les  fonctions  f  et  F  fussent  rationnelles.  Quant  à  la 
démonstration  que  M.  ileckerdonuo  du  théorème  de  Ruffmi,  elle 
repose  sur  ce  (ait  que,  des  deux  substitutions  cycliques  à  trois 
cléments  que  l'on  y  considère,  on  peut  déduire  une  substitution 
cyclique  à  cinq  élôineuls.  (iiest  le  même  principe  qu'avait  utilisé 
M.  Kronecker  dans  la  partie  de  sa  Communication  citée  plus  haut 
qui  regarde  la  théorie  des  substitutions.  Ce  théorème,  joini  aux 
propositions  d'Ahel,  permet  de  conclure  aisément  à  l'impossibi- 
lité de  résoudre  algébriquement  Téqualion  générale  d'un  degré 
supérieur  au  quatrième. 

L'intéressante  dissertation  de  M.  Hecker  qui,  bien  que  consa- 
crée à  Rufiini,  se  trouve  tourner  à  la  plus  grande  gloire  d'Abel, 


(•)  T.  Il,  p.  23o. 
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élucide  un  point  de  Thisloire  d'une  des  plus  belles  découvertes 
mathématiques  de  ce  siècle.  Au  surplus,  on  ne  saurait  contester 
à  Ruffini  le  mérite  d'avoir  commencé  à  poser  (bien  qu'imparfaite- 
ment) une  question  essentielle,  et  ce  mérite  est  sans  doute  con- 
sidérable, s'il  est  vrai  y  comme  le  voulait  Abel,  que  la  solution 
d'une  question  soit  presque  entièrement  contenue  dans  la  manière 
de  poser  cette  question.  J.  T. 


P.  MANSION.  —  Éléments  de  la  théorie  des  déterminants,  avec  dé 
NOMBREUX  EXERCICES.  Quatrième  édition,  80  pages  10-8".  Paris,  Gauthier- 
Villars. 

La  première  édition  de  cet  opuscule  a  paru  en  1 873  ;  la  deuxième 
(première  édition  allemande)  en  1878;  la  troisième  en  1880.  Le 
plan  des  Éléments  est  toujours  resté  le  même  et  le  texte  de  la 
troisième  édition  n'a  guère  été  changé,  sauf  par  l'addition  de 
quelques  exercices  et  de  quelques  démonstrations.  Mais  la  nou- 
velle édition  est  précédée  d'un  Chapitre  préliminaire  à  l'usage 
des  commençants  où  les  premières  propriétés  des  déterminants  à 
deux  et  à  trois  lignes  sont  exposées  d'une  manière  extrêmement 
élémentaire.  Voici  les  principales  subdivisions.  Introduction. 
\,  Déterminants  à  deux  lignes  et  équations  linéaires  à  deux  in- 
connues. Î2.  Déterminants  à  trois  lignes.  3.  Propriétés  immédiates. 
4.  Propriétés  des  mineurs.  3.  Equations  linéaires  à  trois  incon- 
nues. 6.  Principe  de  l'addition  des  lignes.  —  Chapitre  /.  1. 
Permutations  d'éléments  à  un  seul  indice.  2.  Permutations  dis- 
tinctes d'éléments  à  deux  indices.  3.  Définition  d'un  déterminant. 
4.  Propriétés  immédiates.  —  Chapitre  IL  1.  Propriété  des  mi- 
neurs. 2.  Principe  de  l'addition  des  lignes  ou  colonnes.  3.  Sommes 
et  produits  de  déterminants.  (Les  exercices  contiennent  le  résumé 
de  la  théorie  des  déterminants  spéciaux  :  adjoints,  bisy métriques, 
cyclosjmétriques,  gauches,  hémisymétriques,  persymétriques,  cir- 
culants, continuants.)  —  Chapitre  III ,  Applications.  1.  Résolu- 
lion  des  équations  linéaires.  2.  Elimination,  dans  le  cas  où  les  équa- 
tions sont  linéaires  (une  pouvant  être  quadratique).  3.  Élimination 
entre  deux  équations  quelconques  :  méthode  dialytique  et  méthode 
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de  Cauchy.  Théorème  de  Bézoul  sur  rélimiDalion.  — Appendice, 
Définition  d*un  déterminant  par  les  produits  s^'mboliques.  Index 
des  termes  spéciaux. 


P.  MANSION.  —  Théorie  de  l'kumimation  entre  deux  équations  algé- 
briques, AU  MOYEN  DES  DÉTERMINANTS.  I.  Thôorio  a  priori.  II.  Théorie  a 
posteriori,  86  pages  iii-8°.  Paris,  Gauthier-Viliars,  1884. 

Réunion  (avec  quelques  additions  relatives  au  cas  où  les  racines 
communes  sont  multiples)  de  cinq  Notes  analysées  antérieure- 
ment. 


V.  DWELSHAUVERS-DERY.  —  Principes  de  la  résistance  des  matériaux 
(Deuxième  Partie  du  Cours  de  Mécanique  appliquée  professé  à  rUniversité 
de  Liège).  180  pages.  Liège,  Desoer,  1884. 

Le  but  de  l'Ouvrage  est  de  démontrer  les  formules  fondamen- 
tales que  Reuleaux  met  en  œuvre  dans  son  constructeur.  Voici  le 
sommaire  des  dix-huit  sections  du  Livre.  —  Préliminaires. 
Rappel  des  principes  de  Mécanique  nécessaires  ultérieurement.  1. 
Définitions,  hypothèses  et  conventions.  2.  Extension  ou  com- 
pression simple.  3.  Glissement  ou  cisaillement  simple.  \,  Flexion 
simple.  5.  Torsion  simple.  6.  Flexion  et  extension  composées.  7. 
Flexion  et  torsion  composées.  8.  Enveloppes.  9.  Pièces  pressées  à 
leurs  abouts.  10.  Pièce  droite  reposant  sur  plusieurs  appuis, 
soumise  à  des  charges  parallèles.  11.  Déformation  de  pièces  pri- 
mitivement courbes.  12.  Théorie  des  ressorts.  —  Notes,  1.  In- 
tégration graphique  (méthode  de  Rossin  et  Solin).  2.  Résolution 
graphique  des  équations.  3.  Sur  les  lignes  d'égale  tension.  4.  Sur 
le  calcul  des  courroies.  5.  Sur  le  calcul  des  tourillons.  La  méthode 
employée,  dans  ces  deux  dernières  Notes,  est  probablement 
Douvelle  et  conduit  à  des  résultats  que  l'expérience  a  permis  de 
vérifier. 
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MÉLANGES. 

SUR  LES  CUBIQUES  GAUCHES; 
Par  m.  Ferdinand  CASPAUY. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  C  du  Journal  de  M.  Kronecker, 
j'ai  donné  un  théorème  général  sur  la  génération  des  courbes  de 
l'espace,  et  j'en  ai  déduit  quelques  générations  pour  les  cubiques 
gauches.  La  méthode  employée,  basée  seulement  sur  les  principes 
les  plus  simples  de  l'intuition,  est  le  résultat  de  l'étude  des  Mé- 
moires excellents  de  M.  H.  Grassmann  qui  font  partie  du  vo- 
lume XLIX  du  journal  cité. 

Je  me  propose  ici  d'employer  la  même  méthode  purement 
géométrique,  dont  M.  Carvallo  (*)  vient  de  donner  une  exposition 
aussi  élégante  que  claire,  pour  déduire  quelques  propriétés  des 
cubiques  gauches  que  je  crois  nouvelles  et  intéressantes.  Dans 
un  Mémoire  prochain,  j'exposerai  les  principes  algébriques  qui 
l'ont  la  base  de  ladite  méthode  et  qui  forment  le  lien  existant 
entre  la  géométrie  analytique  et  la  géométrie  synthétique. 

Quant  à  ce  Mémoire,  je  vais  expliquer  dans  le  premier  para- 
graphe la  notation  et  les  principes  que  j'emploie  dans  la  suite, 
en  renvoyant  pour  une  étude  approfondie  aux  travaux  de  M.  Grass- 
mann, de  M.  Carvallo  et  aux  miens. 

1.  Notations  employées.  Principes,  —  En  désignant  par  P, 
Q,  R,  S,  ...  des  points  dans  l'espace,  je  désignerai  par  [PQ]  la 
droite  joignant  les  deux  points  P  et  Q^  par  [PQR]  le  plan 
passant  par  les  trois  points  P,  Q,  \\  et  par  [PQRS]  le  tétraèdre 
dont  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  forment  les  sommets. 

Si  le  volume  de  ce  tétraèdre  est  égal  à  zéro,  les  quatre  points 
P,  Q,  R,  S  sont  situés  dans  un  plan.  Pour  cette  raison  j'expri- 
merai par  l'égalité 

[PQRS]  =  o 


(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France ^  l.  \V,  p.  i58. 
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<[(ic  le»  quatre  points  P,  Q,  R,  S  sonl  situés  dans  le  mdinc  plan. 
Donc,  si  Tï  (lésignc  le  plan  [QRS],  ou  si  q  el  />  désigncnl  les 
droites  [l'Q]  et  [RS],  les  égalités 

[P7<]  =  0,  [pq]  =  0 

veulent  dire  que  le  point  P  est  situé  sur  le  plan  -n  et  que  les  deux 
droites/}  et  q  se  rencontrent. 

De  plus,  le  plan  qui  passe  par  la  droite  p=  [RS]  et  le  point 
Q  étant  désigné  par  [/»Q]  ou  [QRS],  j'exprimerai  par  les  égalités 
[/'QI  =  o,        [QRS]  =  o 

que  la  droite  p  passe  par  le  point  Q,  ou  que  les  trois  points  Q, 
K,  S  sont  situés  sur  la  même  droite. 

D'une  façon  analogue,  en  désignant  par  n,  x,  p,  ...  des 
plans  quelconques,  je  désignerai  par  [roc]  la  droite  qui  est  l'inter- 
section de  deux  plans  t:  et  x;  je  désignerai  de  plus  par  [î^fi]  le 
poùu  où  les  trois  plans  t,,  x,  p  se  coupent.  En  conséquence,  si  la 
droite  [tw]  est  désignée  par  /-,  l'esprcssion  ['"p]  désignera  le 
point  où  la  droite  /■  rencontre  le  plan  p. 

On  peut  résumer  les  notations  précédentes  de  la  manière  sui- 
vante. 

En  désignant  les  points  et  les  droites  respectivement  par  les 
majuscules  et  les  minuscules  de  l'alphabet  latin;  en  désignant  de 
plus  les  plans  par  les  minuscules  de  l'alphabet  grec;  un  élément 
dans  l'espace,  fùt-il  un  point,  une  droite  ou  un  plan,  provenant 
soit  de  la  jonction,  soit  de  l'intersection  des  éléments  originaux, 
est  désigné  par  la  juxtaposition  des  lettres  œprésen  tant  les  éléments 
originaux,  lesquelles  lettres  sont  renfermées  dans  deux  crochets. 
Si  les  éléments  sont  incidents,  c'est-à-dire  si  l'un  est  situé  sur 
l'autre,  l'expression  renfermée  dans  les  deux  crochets  est  posée 
égale  à  zéro. 

Quand  une  expression  renfermée  dans  deux  crochets  est  com- 
posée par  des  éléments,  composés  eux-mêmes,  j'omettrai  quelque- 
fois, pour  simplifier  la  notation,  les  crochets  intérieurs  qui  renfer- 
ment les  éléments  composants. 

Par  exempte,  soient  F,  Q',  R'  les  points  d'intersection  de  trois 
droites,  situées  dans  un  plan,  savoir 

|C'[n,  [F'A'I; 
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au  lieu  de  représenter  la  droite  [P'Q']  par  Texpresslon 

[[[A'B']  fD'E']]     [[B'C]  [E'F']]], 

je  la  représenterai  plus  simplement  ainsi  : 

[A'B'  D'E'      B'C  E'F']. 

De  la  même  manière,  j'écrirai  l'expression 

[P'Q'R']  =  o, 
comme  il  suit  : 

[A'B'  D'E'      B'C  E'F'      CD'  F' A']  =  o. 

Celle  égalité,  exprimant  le  théorème  de  Pascal,  représente, 
quand  le  point  A'  est  mobile  et  quand  les  autres  points  sont  fixes, 
une  courbe  plane  du  deuxième  degré  décrite  par  le  point  mobile 
et  passant  par  les  cinq  points  fixes. 

Plus  généralement,  dans  le  plan,  chaque  égalité  de  la  forme 

[PQR]=o        ou        [pqr]=^o, 

dans  laquelle  un  point  mobile  entre  tt  l'ois,  représente  une 
courbe  plane  algébrique  du  it*'-*'"®  degré;  dans  l'espace,  chaque 
égalité  de  la  forme 

[PQRS]  =  o         ou         [irxpcr]=o, 

dans  laquelle  un  point  mobile  entre  it  fois,  représente  une  surface 
algébrique  du  n*'"®  degré.  Ces  deux  théorèmes  féconds  sont  dus 
à  M.  Grassmann  (*). 

J'ai  ajouté  dans  mon  Mémoire  précité  celui-ci  que,  dans  l'espace, 
chaque  égalité  de  la  forme 

[PQR]=ro         ou         [7rxpJ=o 

représente  une  courbe  gauche  dont  le  degré  dépend  de  la  nature 
des  éléments  P,  Q,  . . .,  p  (=^). 

2.  Théorèmes  sur  sept  points  situés  sur  une  cubique  gauche. 
—  La  courbe  d'intersection  de  deux  quadriques  réglées  qui  ont 


(•)  Voir  Journal  de  Crelle,  t.  \L1I,  XLI\. 
(»)  Voir  Ibid,,  t.  C. 
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une  génératrice  commune  est  une  cubique  gauche.  Celle  courbe 
à  double  courbure  est  rencontrée  par  un  plan  quelconque  en  trois 
points.  Donc,  chaque  cône  qui  passe  par  la  courbe  et  dont  le 
sommet  est  situé  sur  elle  sera  du  second  ordre,  parce  que  tout  plan 
mené  par  le  sommet  de  ce  cône  ne  le  coupe  que  suivant  deux 
arêtes.  En  conséquence,  si  l'on  désigne  par  X  ;  A,  B,  G,  D,  E,  F 
sept  points  de  la  cubique  gauche,  dont  le  premier  soit  mobile  et 
les  autres  soient  fixes,  les  lignes  droites  [KA],...,  [XF]  formeront 
six  arêtes  d'un  cône  du  second  ordre.  Donc,  les  six  points  A',  B', 
C,  D',  E',  F'  où  ces  arêtes  sont  coupées  par  un  plan  quelconque 
seront  situés  sur  une  conique.  Dès  lors  on  a,  en  vertu  du  théorème 
de  Pascal,  l'égalité  suivante  : 

(i)  [A'B'  D'E'      B'C  E'F'      C'D'F'A']  =  o. 

En  posant 

I  [A'B'    D'E']  =  P', 

(a)  I  [B'C    E'F']  =  Q', 

(  [CD'    F'A']  =  R', 

l'égalité  (i)  se  transforme  dans  l'égalité 

(3)  [P'Q'R']  =  o, 

qui  exprime  que  les  trois  points  d'intersection  P',  Q',  R'  sont  situés 
sur  une  ligne  droite  g^.  Si  l'on  mène  par  le  point  X  et  la  droite  g' 
un  plan  Ç,  les  quatre  points  X,  P',  Q',  IV  seront  situés  dans  le  plan 
\  et  conséquemment  ce  plan  contiendra  les  trois  lignes  droites 
[XF],  [XQ'],  [XR'].  Or,  la  première  des  égalités  (2)  montre 
que  le  point  P'  est  situé  sur  ladroile  [A'B']  et  sur  la  droite  [D'E']; 
donc,  la  droite  [XP']  est  située  dans  le  plan  [XA'B']  et  dans  le 
plan  [XD'E'].  Par  conséquent,  comme  les  plans  [XA'B']  et 
[XD'E']  sont  les  mêmes  que  les  plans  [XAB]  et  [XDE],  la 
droite  [XP]  est  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

De  la  même  manière  on  trouve  que  les  droites  [XQ']  et  [XR'] 
sont  les  intersections  des  plans  [XBC],  [XEF]  et  [XCD],  [XFA]. 
Donc,  on  a 

(  [XP']  =  [XAB     XDE], 

(4)  [XQ']  =  [XBG     XEFJ, 

(  [XK'J  =  [XGD     XFA]. 
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Cominif  1rs  lignos  droites  \\V'].  [XQ'],  [\R']  sonl  silmèci 
dans  le  plan  ;,  on  olitifnl  ce  théorrmc  connu  (*)  ' 

Si  l'on  mène  par  un  point  X  d'une  cubique  gauche  et  par 
ItiH  côtés  d'un  hexagone  inscrit  dans  cette  courbe  six  plans,  /« 
trois  liffnrs  d'intersection  des  plans  opposes  seront  situées  dont 
un  plan  ç  passant  par  le  point  X. 

La  lifçiie  d'inlerseclion  des  deux  plans  [XAB]  el  [XDE]  ita- 
conlre  les  iij^nes  [ABJ  el  [DE];  donc  celle  ligoc  passe  par  1» 
deux  poinu  [XAB    DE]el[XDE   AB]. 

Par  coiiséquenl,  en  posant 

l  [\\B     I>i:]  =  L.  [XDE     AH]  =  L. 

(>)  '  (xijc   i:fjz=m\      [\kf   bc]  =  m. 

I  [  XCD    FA  )  =  X,  1  XFA     CD ]  =  N  . 

les  éjçalilés  (4)  se  Iransfornienl  dans  les  suivanles  : 

nXI>')  =  [LL'l, 
(0)  |XM'J  =  1MM'1, 

Comme   1rs   trois  li-ms  [XP'],   [X(/].  [\R']   >itu.^>  «iio:*  k 
même  plan  ^  se  ('f)ii|HMJl  au  point  X,  on  obtient 

(7)  |IJ/  MM'  .N\'l=o. 

(îl  Ton  a  Truoneé  suivant  ^^j  : 

S(u'l  un  ht'rat^tntt'  insrrit  dans  une  cubique  ^'^'itf(.'/i#?.  t  ^ 
int'iiant  par  un  pitinl  X  fb*  crtlr,  courbe  et  par  chaque  ctUê  œ* 
rhrxaf^one  un  plan  f/iti  rjtupe  In  côté  opposé^  on  obtient  st^ 
paints  Situés  dans  un  plan  et  formant  un  hexagone  de  Bruu^ 

t'/tiUi  dant  b'  pniltt  dr.  lîriaiirlion  est  le  point  X. 

On  peut  (jonnci  .f  it-  iliror/mie  un  autre  énoncé  i^éouiélriqu  ^ 
Vax  «'IVet,  l'égalité  ( "^  )  pronv*-  rpie  les  six  points  L,  M,  N;  L%  V* 
N'  forment  deux  ti  i.tii^^|f<s  perspectifs  donl  le  centre  de  perî^pti^ 
livr  est  I*'  pdint  \. 


(')   ViUr  r.ai  >«..>»  i,  Juuinul  fit:  (  irllr^  \.  lAIff,   p.    ij'l-    Kkyk,   Lcrons  sur 
lii'omcUie  ilc  jHiutiini.  ii.iiiuiLr;  p.u  o.  riiiMiiui.  iJcuxiciue  i^arlic.  p-  "«■ 
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Or,  deux  triangles  perspectifs  donnent  naissance  à  un  troisième 
triangle,  lui-même  perspectif  aux  deux  premiers.  Les  sommets 
de  ce  troisième  triangle  sont  formés  par  les  points 

U  =[MN'  M'N], 
M'=[NL'  N'L], 
N''  =  [LM'  L'M]. 

Comme  le  point  M  est  situé  sur  la  droite  [BC]  et  le  point  N' 
sur  la  droite  [CD],  la  droite  [  MiN']  est  située  dans  le  plan  [BCD]  ; 
de  plus,  elle  est  située  dans  le  plan  ^;  donc 

[MN'J  =  [5  BCD]. 

De  la  même  manière,  on  trouve 

[M'N]  =  [f  EFA], 

et  conséquemment  le  point  1/ est  le  point  d'intersection  des  trois 
plans  Ç,  [BCD],  [EFA].  Donc,  on  a 

l  L'  =[î     BCD    EFA], 
(8)  I  M'=[î     GDE     FAB], 

f  N''=:[?     DEF     ABC]. 

Les  considérations  précédentes  conduisent  au  théorème  sui- 
vant : 

Soit  un  hexagone  inscrit  dans  une  cubique  gauche.  En  me- 
nant par  un  point  X  de  cette  courbe  et  par  le  premier,  le  troi- 
sième et  le  cinquième  côté  de  l^ hexagone  des  plans,  coupés  res- 
pectivement par  le  quatrième,  le  sixième  et  le  deuxième  côté, 
et  vice  versa,  on  aura  tes  sommets  de  deux  triangles  perspec- 
tifs, situes  dans  le  même  plan  ^  passant  par  le  point  X. 

Si  l'on  mène  de  plus  par  trois  sommets  consécutifs  de  l'hexa- 
gone un  plan,  et  par  les  trois  autres  sommets  consécutifs  un 
autre  plan,  ces  trois  cou/des  de  plans  se  rencontreront  suivant 
trois  lignes  droites  dont  les  intersections  avec  le  plan  ^forment 
les  sommets  d'un  troisième  triangle,  lui-même  perspectif  à 
deux  autres.  Ces  trois  triangles  forment  la  configuration 
connue  de  Desargues, 

En  vertu  de  cette  configuration  bien  étudiée,  on  peut  obtenir 
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aisémenl  beaucoup  de  lliéorèmes  sur  sepl  points  d'une  cubique 
gauche,  ihéorèmes  que  je  me  borne  ici  à  signaler. 

3.  Ilyperboloîdes  à  une  nappe  dont  la  cubique  gauche  est 
la  courbe  dUntersect ion.  Détermination  de  la  sécante  fixe  g. 
Nouvelle  construction  de  la  cubique  gauche  passant  par  six 
points  donnés.  —  Le  plan  \  passant  par  le  point  X  de  la  cubique 
gauche  rencontrera  cette  courbe  encore  en  deux  points.  En  dési- 
gnant par  g  la  sécante  qui  joint  ces  deux  points,  la  droite  g  sera 
située  dans  le  même  plan  \  que  les  trois  droites  [LU],  [MM'], 
[NxY],  Donc,  on  a 

[LL'^]  =  o,        [MM>]  =  o,        [NNV]  =  o. 

Comme  ces  droites  [LL'],  [MM'],  [NN']  sont  respectivement 
les  lignes  d'intersection  des  plans  [XAB],  [XDE];  [XBC], 
[XEF]  ;  [XCD],  [XFA],  on  obtient  les  égalités 

IXAB  XDE  ^]=o,        [XBC  XEF  ^]  =  o,        [XCD  XFA  ^]=o, 

ou,  ce  que  l'intuition  prouve  immédiatement,  aussi  les  suivantes  : 

/  [X[AB]^[DE]X]=o, 
(9)  [X[BG]^[EF]X]=o, 

(  [X[GD]^[FA]X]  =  o. 

En  désignant  pour  le  moment  par  P  le  point  rX[ABj^],  on 

voit  que  la  droite  [XP]  rencontre  les  droites  [AB]  et  ^;  et  comme, 
à  cause  de  la  première  égalité  (g),  on  a 

[P[DE]X]  =  o, 

la  droite  [XP]  rencontre  aussi  la  droite  [DE]. 

Donc,  la  droite  [XP],  rencontrant  les  trois  droites  [AB],  ^, 
[DE],  décrira  un  hyperboloïdc  à  une  nappe  ayant  ces  trois  droites 
comme  génératrices. 

De  là  il  suit  que  les  égalités  (9)  représentent  trois  lijperboloïdes 
à  une  nappe  qui  ont  la  droite  g  comme  génératrice  commune  et 
dont  la  courbe  d'interseclion  est  la  cubique  gauche  passant  par 
les  six  points  donnés  A,  B,  C,  D,  E,  F. 


k. 
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Il  est  évident  que  l'hyperboloïde 

[X[AB]^[DE]X]=o 

passe  parles  points  A,  B,  D,  E;  pour  la  faire  passer  aussi  parles 
points  C  et  F,  il  est  nécessaire  que  cette  égalité  soit  satisfaite  pour 
X  =  G  et  X  =  F.  Donc,  on  a 

[GAB  g  DEC]  =  o,        [FAB  g  DEF]=o, 

ce  qui  prouve  que  la  droite  g  rencontre  les  deux  droites 

[ABC  CDE],  fABF  DEF], 

De  la  même  manière  les  deux  autres  égalités  (9)  démontrent  que 
la  droite  g  doit  rencontrer  les  droites 

[ABC  AEF],  [BCD  DEF], 
[BCD  ABF],  [CDE  AEF]. 

Donc,  la  droite  g  passe  par  les  deux  points  fixes 

I  H  =  [ABG     CDE    EFA], 
'  \\   =[BCD     DEF     FAB], 

de  sorte  que  Ton  a 

Ces  résultats  donnent  une  nouvelle  construction  de  la  cubique 
gauche  passant  par  six  points  donnés.  En  effet,  comme  les  points 
L,  M',  N  sont  situés  dans  le  plan  Ç,  on  a 

[L?]  =  o,         [M'î]  =  o,         [NJ]  =  o 

00,  à  cause  des  égalités  (5), 

[X[AB][DE]$]  =  o,        [X[BGJ[EF]$]--.o,        [X[CD][FA1$]  =  o. 

De  là  suit  que  Ton  a 
[$tDE][  AB]X]  =  o,         [Î[EF][BG]X]  =  o,        [5[FA][GD]X]  =  o, 

et  conséquemment 

(!•.)  X=[$[DE][AB1     Ç[EF][BG1     J[FA][GD]]  =  o, 

^.ù  le  plan  ç  est  défini  par  les  égalités  (10)  et  (i  1).  Donc  : 
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Pour  construire  la  cubique  gauche  passant  par  les  six 
points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  on  mène  un  plan  quelconque  \  par  la 
droite  qui  joint  les  deux  points 

11  =  [ABC    GDE    EFA], 
I   =[BGD     DEF     FAB]. 

Ce  plan  mobile  coupera  les  droites  [DE],  [EF]^  [f'^]  ^^ 
trois  points.  En  menant  respectivement  par  ces  points  et  par 
les  droites  [AB],  [BC],  [CD]  trois  plans,  leur  point  d' intersec- 
tion décrira  la  cubique  gauche. 

4.  Théorèmes  de  M,  Chasles  et  de  M,  Reye,  Autres  con- 
structions  de  la  cubique  gauche  passant  par  six  points,  dues  à 
M,  Schroter,  —  J'ai  démontré  que  les  sepl  points  L,  M',  N,  L', 
M,  N',  X  sont  situés  dans  un*  plan.  Donc,  à  plus  forte  raison, 
quatre  de  ces  points  sont  situés  dans  un  plan.  En  choisissant  pour 
ces  quatre  points  les  points  M,  N',  L,  X,  on  a 

[MN'LX]  =  o 

ou,  àTaidc  des  égalités  (5), 

(i3)         [XEF  BG  XFA  GL)  XAB  DE  X]  =  o. 

Donc  : 

Quand  un  heptagone  a  ses  sommets  X,  A,  • . .,  F  sur  une 
cubique  gauche,  le  plan  de  l'un  quelconque  des  angles  X  de 
V heptagone,  et  les  plans  des  deux  angles  adjacents  A  et  F, 
rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés  en  trois  points  qui 
sont  dans  un  plan  passant  par  le  sommet  du  premier  angle  X. 

Ce  théorème  est  donné  sous  cette  forme,  sans  démonstration, 
par  M.  Chasles  {*),  En  remployant  successivement  pour  les  six 


(*)  Aperçu  historiquCi  2*  cdil.,  p.  4o'|. 
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sommets  A,  . . . ,  F  et  en  posant 


a3i 


(li) 


on  obtient 


(i5) 


[XAB 

DE  ]  -  L, 

[ABC 

EFJ  =  S, 

[BGD 

FX]  =  T, 

[CDE 

XA]  =  U, 

[DEF 

AB]  =  V, 

[EFX 

BG]- M. 

[FXA 

CD]  =  N', 

[N'  L 

S  A]--o, 

[L  S 

T  B]  -  o, 

[S  T 

U  C]-o, 

[T  U 

V  DJ-o, 

[U  V 

M  E]  -  o. 

[V  M 

y  F]  =  o, 

[M  N' 

L  X]  =  o. 

(i6) 

U  y  a  beaucoup  de  conséquences  géométriques  qui  résultent  de 
ces  égalités;  je  vais  en  expliquer  quelques-unes.  On  déduit 
d'abord  des  égalités  (i  5)  et (i 6)  le  théorème  suivant,  dontTénoncé 
est  dû  à  M.  Beje  (*)  : 

Si  un  heptagone  est  inscrit  dans  une  cubique  gauche,  ses 
côtés  coupent  leurs  faces  opposées  aux  sommets  d'un  second 
heptagone.  Les  sommets  du  premier  heptagone  sont  situés 
dans  les  faces  du  second,  et  vice  versa,  de  façon  que  les  deux 
heptagones  sont  inscrits  et  circonscrits  Cun  à  Vautre, 

Comme  on  a,  d'après  les  égalités  (i4)j 

[BGD    FX]  =  T,        [GDE     XA]  =  U, 

la  droite  [TU]  est  située  dans  le  plan 

[FXAJ  =  cp. 

Or  on  a,  d'après  la  troisième  et  la  quatrième  égalité  (i5), 

[S  T  U  G]  =  o,        [T  U  V  D]  =o, 


(')  Loc.  cit. y  p.  2ç)o. 
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De  plus,   on  déduit  de   la  première,  de  la  sixième   et   de   la 
septième  égalité  (i4) 

L  =  [x  DE],        M  =  [4;  BG],        N'  =  [cp  CD], 

et 

[XABL]  =  o,        [XEFM]^o,        [XFAN']  =  o, 

d'où  suit 

X  =  [ABL    EFM     FAN']. 

Donc(')  : 

En  construisant  le  plan  <p  et  les  points  S  et  W  de  la  construc- 
tion précédente,  en  construisant  de  plus  le  point 

N'  =  [?GD], 

et  les  plans 

[N'SAl  =  x,        [VN'F]=4;, 

et  enfin  les  points 

L  =  [xDE],        M  =  [4;BC], 
les  trois  plans 

[ABL],    [EFM],    [FAN'] 

se  couperont  au  point  X  qui  décrit  la  cubique  gauche  passant 
par  les  six  points  A,  ...,  F  pendant  que  le  plan  mobile  ç 
tourne  autour  de  la  droite  fixe  [FA]. 

5.  Cônes  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  points 
donnés.  Surface  du  quatrième  degré  qui  est  le  lieu  géomé- 
trique de  leurs  sommets.  —  Eu  substituant  dans  la  première  des 
égalités  (i5)  les  expressions  des  points  N',  L,  S,  données  parles 
égalités  (i4))  on  obtient 

(17)  [[FXA  CD]     [XAB  DE]     [ABCEF]A]  =  o 
ou,  par  une  simple  transformation, 

(18)  [X[AF][CD]      [ABCAEF]     [DE]  [BA]  X]  =0. 

Cette  égalité,  dans  laquelle  le  point  X  entre  deux  fois,  repré- 
sente une  surface  du  deuxième  degré ^  et,  comme  elle  est  satisfaite 
pour  [XAF]  =  o  et  [XAB]  =  o,  cette  surface  du  deuxième  degré 
sera  une  quadrique  réglée,  contenant  les  droites  [AF]  et  [BA], 


(*)  SCUROTEII,  loC.  Cit.j  p.  lf\!\. 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  i*  série,  l.  XI.  (Octobre  1887.)  if> 
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Or,  ces  droites  se  rencontrent  au  point  A.  Donc  l'égalité  (17)  ou 

(18)  représente  un  cône  du  second  degré  dont  le  sommet  est  le 
point  A. 

De  la  même  manière  les  autres  égalités  (i5)  représentent  des 
cônes  du  second  degré  ayant  pour  sommets  les  points  B,  . . .,  F; 
par  exemple,  la  deuxième  égalité  (i5)  représente  le  cône 

[X[BA][DE]      [ABC  BEF]      [CD]  [FB]X]  =  o, 

dont  le  sommet  est  le  point  B. 

Ces  six  cônes  se  coupent,  deux  à  deux,  suivant  la  cubique 
gauche  passant  par  les  six  points  A,  ...,  F  et,  de  plus,  suivant 
une  des  quinze  droites  qui  joignent  ces  points. 

L'égalité  (16) 

(16)  [MN'LX]  =  o 

ou  l'égalité  (i3) 

(i3)  [XEF  BC    XFA  CD    XAB  DE    X]  =  o, 

dans  laquelle  le  point  X  entre  quatre  fois,  représente  une  surface 
cf  du  quatrième  degré,  qui  est  le  lieu  géométrique  des  sommets 
des  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  les  six  points 
A  F 

La  surface  ^  peut  être  mise  sous  différentes  formes,  en  expri- 
mant que  trois  quelconques  des  six  points  L,  M',  N,  L',  M,  N' 
sont  situés  dans  le  même  plan  que  le  point  X  et,  de  plus,  en 
échangeant  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres  A, 
B  F 

Pour  déduire  les  propriétés  suivantes  de  la  surface  cT,  je  la  mets 
sous  la  forme 

(19)  [M'N'LX]  =  o. 

En  désignant  par  0  le  signe  de  variation,  Tégalité 

o[M'N'LX]  =  o, 
ou  Tégalitc 

(20)  [iM'  N'  L  8X]  -h  [M'  N'  oL  X]  +  [M'  oiN'  L  X]  -+-  [oM  N'  L  XJ  =  o, 

sera  la  première  surface  polaire  de  la  surface  rf,  par  rapport  à  un 
point  quelconque  SX.  ^ 
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Pour  X  =  A,  on  obtient,  d'après  les  égalités  (5), 

L  =  o,        N'  =  o, 

et  Ton  voit  que,  pour  ces  valeurs,  les  égalités  (19)  et  (20)  sont  sa- 
tisfaites. Donc  le  point  A  est  un  nœud  de  la  surface  rf  et,  comme 
dans  les  égalités  représentant  la  surface  S  le  changement  des 
lettres  A,  . ..,  F  est  permis,  on  obtient  cette  proposition  : 

La  surface  ^,  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  Vespace, 
possède  en  ces  six  points  six  nœuds. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  Chasles  qui  l'a  donné  en  1861  dans  les 
Comptes  rendus,  t.  LII,  p.  i  iSg. 
Pour  trouver  le  cône  tangentiel  à  la  surface  rf  au  nœud  A,  je 

forme  l'expression 

8«[M'N'LXJ=o, 
ou 

[M'   N'  8L  oX]-4-[M'  8N'   L     8X] -4- [  M'    8N'  8L  XJ 

-4-[$MN'   L   oX]-4-[$M   N'   8L     X  ] -h  [SM'  8N'   L   X]  =  o, 
ce  qui  donne  pour  X  =  A,  et  conséquemment 

L=o,        N'  =  o,        M'  =  [ABG     EFJ  =  S, 

l'égalité 

[S  8N'  8L'  A]  =  o, 

qui  est  précisément  l'égalité  (17),  sauf  la  notation  du  point  variable. 
Donc  : 

Les  cônes  tangentiels  à  la  surface  §  aux  six  nœuds  sont  les 
cônes  qui  passent  par  cinq  des  six  points  donnés  et  qui  ont 
pour  sommet  le  sixième  point  qui  est  le  nœud. 

Comme  on  peut  satisfaire  à  l'égalité  (i3)  en  prenant 
[XEFj=o,        ou        [XFA]=o,        ou        [XABJ  =  o, 

on  trouve  que  les  quinze  droites  joignant  les  points  A,  . . .,  F, 
deux  à  deux,  sont  situées  sur  la  surface  ^  (  *  ). 
De  la  même  manière  on  voit  que  les  dix  droites  d' intersection 


ffSaÀ*  CsAALBs,  loc.  cit. 
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des  couples  de  plan  déterminés  par  les  six  points,  pris  trois  à 
trois,  sont  situées  elles-mêmes  sur  la  surface  J. 

Ces  résultats  sont  mis  en  évidence  par  la  forme  suivante  de 
régalité  (i3) 

(        [XABG] [XADE] [XBEF] [XCDF] 
^^*^  I  —  [XACD]  [XBCF]  [XABE]  [XDEF]  =  o, 

où  [XABG]  est  le  déterminant 

Xi  A,  B,  C, 

X,  A,  B,  G, 

X,  A3  B,  Cj 

X,  A,  B4  G, 

et  où  X|,  A/,  B/,  C|  (1  =  1,  '/i,  3,  4)  désignent  les  coordonnées 
homogènes  des  points  X,  A,  B,  C  (*). 

Cependant,  pour  transformer  rapidement  l'égalité  (i3)  dans 
l'équation  ('>. i),  on  a  besoin  de  quelques-uns  des  principes  algé- 
briques sur  lesquels  la  méthode  que  je  viens  d'employer  est  fondée, 
principes  très  simples  que  j'expliquerai  dans  un  Mémoire  pro- 
chain. 

L'application  de  ces  principes  conduit  aux  résultats  algébriques 
que  Ton  doit  à  MM.  Joachimstahl,  P.  Serret,  Sturm,  Laguerre, 
Appel],  Tannery  et  à  d'autres  célèbres  géomètres. 

Je  termine  ce  Mémoire  par  la  remarque  suivante.  J'ai  obtenu 
les  résultats  précédents  en  transformant  la  relation  fournie  par  le 
théorème  de  Pascal  en  relations  entre  les  sept  points  X;  A,  ...,  F. 
Or,  quand  les  six  points  A',  ...,  F'  introduits  au  commencement 
du  deuxième  paragraphe  sont  situés  sur  une  conique,  ils  donnent 
naissance  à  la  configuration  de  l'hexagramme  mystique  dont  le 
théorème  de  Pascal  est  une  seule  proposition.  Donc,  en  transfor- 
mant par  la  méthode  même  que  je  viens  d'employer  les  résultats 
dus  à  MM.  Steiner,  Cayley,  de  Staudt,  Kirkmann,  Veronese,  on 
obtient  pour  les  cubiques  gauches  de  nouveaux  théorèmes  dont  je 
me  borne  ici  à  signaler  l'existence. 


(')  Voir  C\\L\\\,  Comptes  rendus,  t.  LII,  p.  iqi6;  Darboux,  t.  I  de  ce  Journal, 
p.  \\h\\  lliKRiioLZKU,  Math.  Ann.y  t.  II,  p.  563,  cl  t.  IV,  p.  173;  Hunyady,  yoi/r/ia/ 
de  M.  Kroncclicr,  t.  XCII,  p.  3o4. 
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BBRMBACn  (VV).  —  Uebbr  /i-mal  nacheinander  angewandte  Substitc- 

TIONEN,  DURCII    WELCIIE   DREI    QuADRATE   IN  SICH   SELBST  TRANSFORMIT  WER- 

DEN.  Inaugural-Disscriation;  5o  p.  in-8".  Bonn,  Goorgi,  1887. 

Le  travail  de  M.  Bermbach  comprend  deux  Parties  :  dans  la 
première,  il  compare  brièvement  aux.  belles  recherches  de 
M.  Lipschitz,  sur  les  transformations  par  lesquelles  une  somme 
de  n  carrés  se  reproduit,  la  méthode  géométrique  sur  laquelle 
Hamilton  a  fondé  la  doctrine  des  quaternions;  dans  la  seconde, 
il  traite  le  problème  suivant  :  «  Soit  donnée  une  substitution  de  dé- 
terminant -h  I  par  laquelle  se  reproduise  une  somme  de  trois 
carrés,  trouver  toutes  les  substitutions  de  la  même  nature,  telles 
que,  en  appliquant  n  fois  de  suite  Tune  quelconque  d'entre  elles, 
on  retombe  sur  la  substitution  donnée.   » 

C'est  grâce  à  une  expression  remarquablement  simple  de  la 
puissance  /i''"'"''  d'un  quaternion  que  M.  Bembach  parvient  au  ré- 
sultat. J.   T. 


PEANO  (G.)-  —  Applicazione  geometriche  del  Calcolo  infinitésimale. 
I  vol.  in-S";  xii-334  p.  Turin,  Bocca  frères,  1887. 

L'auteur  de  ces  Applications  géométriques  du  Calcul  diffé- 
rentiel a  moins  cherché  à  accumuler  dans  son  Livre  des  faits 
mathématiques  qu'à  éclaircir  les  définitions  et  k  donner  des  no- 
tions à  la  fois  j^énéralcset  précises  :  il  est,  à  cet  égard,  intéressant 
et  satisfaisant;  au  surplus,  la  publication  antérieure  du  Livre 
intitulé  :  Calcolo  differenziale  e prinripii  di  Calcolo  intégrale^ 
dont  il  a  été  rendu  compte  dans  le  Bulletin  (*),  avait  déjà 
montré  quelles  étaient  ses  préoccupations. 

Les  Applications  géométriques  com|)rcnnenl  une  Introduc- 
tion et  sept  Chapitres. 


(•)  Voir  t.  1\,,  p.  170. 
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L'li)1rii(]u(-ii(in  se  rapporte  auv  opt^ralioDs  eiéculécs  spr  les 
v^mt-nls  :  fquipollence,  addilioa  géométrique,  produit  géomé- 
trique (d'après  Kesal)  ou  produit  iuLérieur  (d'après  Grassmann), 
de  deux  serments,  aire  d'un  iiarallélogramine  et  rolame  d'un 
parallélépipède  regardés,  ainsi  que  le  fait  Grassmano,  comme  des 
fonctions  alternées  des  deux  ou  trois  segments  qui  défiaissent  le 
parallélogramme  ou  le  parallrlépijiède.  Dans  le  premier  Chapilnr, 
l'auteur  traite  des  segments  de  droite  considérés  comme  des  fonc- 
tions d'une  variable,  des  dérivées  géométriques;  il  termine  en 
donnant  rinlerpréUtion  cinématique  de  la  formule  de  Tavlor,  et 
des  fonctions  qu'il  appelle  inlerpolaires.  Ainsi,  en  désignant  par 
f{t)  un  segmeol  qui  dépende  de  la  variable  numérique  /  el  en 
posant 


li  —  tx       ' 


où  il  faut  entendre  que  les  différences  /{la) — /{ti\ 
/"(/(')) — /('f'î)  ^"'^  '^  signification  géométrique,  on  a,  en 
Hii|i|iosant  que   les   quantités   li,   Ij,  ....  t„   aient  l  pour  limite 


lim/C,'.. 


^)  = 


"(0; 


tllIIIN      I 

K.^ouu' 


tlllli<l'«< 


|.lii*  h 


e  w;cond  membre,  /"''(l)  désigne  la  (/i  —  i)'*""  dérivée 
li'ique  du  segment /(().  Les  trois  Cliapitres  qui  suivent 
Il  lient  les  premiers  éléments  de  la  théorie  des  courbes  planes 
h:Iii!n  et  des  surfaces  :  tangente,  plan  tangent,  paramètre 
iiliiU  du  premier  ordre,  etc.  Le  Chapitre  V  porte  ce  titre  : 
liiitM  {■/■iimélriques.  C'est  peut-être  le  plus  important  et  le 
iji'iTBBunl,  celui,  du  moins,  par  lequel  le  Livre  de  M,  Peano 
iiiljiii:  davantage  des  Traités  classiques:  les  définitions  qui 
iiii'liMil  uux  champs  de  points,  aux  points  esiérieurs,  inté- 
1)11  limites  par  rapport  à  un  champ,  aux  fonctions  distribu- 
iiii^kislunles  (l'uprès  Cauchy),  à  la  longueur  (à  Taire  ou  au 
\)  rKtri'iie,  interne  ou  propre  d'un  cliamp,  la  notion  d'îaté- 
li^iiilui!  à  un  iliuinp  sont  présentées  sons  une  forme  abstraite, 
■'■1  inr  el  Iri-s  i;luiri'.  Notons  encore,  dans  le  même  Chapitre, 
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la  façon  dont  sont  établies  les  formules  d'approximation  pour  le 
calcul  des  aires  planes  ;  M.  Peano  y  donne  l'expression  du  reste, 
obtenue  par  M.  Mansion  (*). 

Les  deux  derniers  Chapitres  sont  consacrés  à  la  théorie  de  la 
courbure  et  à  celle  des  enveloppes. 

Chaque  Chapitre  est  accompagné  d'exercices  en  général  assez 
faciles.  J.  T. 


L.  BURMESTER.  —  Lehrburch  oer  Kinematik.  i*' Volume,  i*^  et  o^  fascicule. 

A.  Félix,  1886. 

La  grande  diversité  des  théories  qui  peuvent  être  groupées  sous 
le  titre  de  Cinématique  explique  les  divergences  des  nombreux 
Traités  qui  portent  ce  titre.  Prise  d'un  certain  côté,  la  Cinématique 
ouvre  accès  à  une  catégorie  de  questions  de  géométrie  abstraite, 
qui  se  rattachent  plus  ou  moins  directement  aux  propriétés  d'ordre 
mécanique.  L'auteur  s'est  placé  à  un  point  de  vue  différent,  autant 
du  moins  que  nous  en  pouvons  juger  d'après  les  deux  fascicules 
que  nous  avons  sous  les  yeux.  Il  expose  d'abord  géométriquement 
la  théorie  classique  du  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan.  Mais  les  principaux,  les  plus  considérables  développements 
ont  trait  à  la  description  des  mécanismes  nombreux  dont  la  théorie 
du  déplacement  d'une  figure  plane  peut  expliquer  le  jeu.  Nous 
n'entrerons  pas  ici  dans  une  énumération  détaillée  et  technique 
de  ces  mécanismes  variés  ;  disons  seulement  que  l'auteur  montre 
les  liens  généraux  qui  les  rattachent  entre  eux  et  enseigne  à  les 
engendrer  par  la  composition  de  mécanismes  élémentaires.  Ce 
Livre  offre,  on  le  voit,  un  certain  air  de  parenté  avec  le  Traité 
bien  connu  de  M.  Reuleaux;  mais  il  est  construit  sur  un  tout 
autre  plan. 

Ajoutons  que  des  planches  très  soignées,  aides  indispensables 
dans  cet  ordre  de  questions,  contribuent  à  la  compréhension  du 
texte.  G.  K. 


h^ 


(•)  Bulletin  de  l'Acad.  de  Belgique,  p.  293;  1886. 
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de  i  et  les  indices  i,  2  et  3  indiquent  des  dérivallons  respective- 
ment par  rapport  à  a,  [i  et  p). 

L'équation  (i)  suppose  a  et  —  -^  conjugués  pour  un  point  réel 

de  la  sphère,  parce  que,  dans  ces  conditions,  le  calcul  qui  y  con- 
duit est  plus  simple  et  plus  symétrique.  Mais  on  passe  facilement 
au  cas  où  a  et  p  seraient  conjugués,  et  il  vient  ainsi  Téquation  ci- 
après,  qui  n'est  guère  plus  compliquée  que  la  précédente  et  qui  est 
plus  avantageuse  dans  les  applications  : 


(2) 


i-hap 


=  o. 


M.  Adam  fait  ensuite  cette  remarque,  que  Ton  peut  abréger 
'îaucoup  récriture  des  équations  (i)  et  (2)  développées,  dans  le 
19  des  familles  de  surfaces  réelles.  Pour  cela  et  en  supposant, 

r  exemple,  a  et  ^  conjugués,  il  établit  ce  lemme: 

Pour  qu'à  une  fonction  $  corresponde  une  famille  réelle,  il 
U  et  il  suffit  que  cette  fonction  ne  change  pas  quand  on  y 
1  place  OL  par  j3,  ^  par  a  et  i  par  —  i  dans  les  coefficients. 

omme  conséquence,  il  donne  à  l'équation  (2)  la  forme  sui- 
o,  relative  aux  familles  réelles, 


e-/>^-7?\* 


)*  -rJ(r3<-^3r) 


I  -+-  a 

.^3 


ï^){é 


'? 


rt  -h  vr  —  wt 


(^-AL.rt^u,-..r)'\(p, 


) 


=  e 


iVy  V  étant  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  de  la 
;i  Ç,  etB  représentant  une  fonction  de  a,  jî,  p  assujettie  seu- 

à  ne  pas  changer  quand  on  y  remplacera  a  par  p,  P  par  a 

—  i  dans  les  coefficients. 

.  en  prenant  pour  B  une  constante  réelle,  ou  a  4- p, 
•te.,  si  l'équation   corrcspondanle  admet  des  solutions  \ 
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d'hélîcoïdes,  à  lignes  de  courbure  planes,  circulaires  dans  un  sys- 
lème,  transcendantes  dans  l'autre;  les  deux  familles  conjuguées 
sont  une  famille  de  cyclides  et  une  famille  de  surfaces  transcen- 
dantes à  lignes  de  courbure  planes. 

La  fin  du  Mémoire  de  M.  Adam  est  consacrée  à  la  recherche  de 
certaines  familles  à  lignes  de  courbure  planes  et  appartenant  à  des 
systèmes  orthogonaux. 


MELANGES. 

NOTE  SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  EXACTES  HOMOGÈNES; 

Par  m.  Ed.  COMBESCURE. 

Soit 

df  =  Xi  dxi  -h  Xj  dx^  -f- , . .  -h  \fi  dx,i, 

où  les  fonctions  X  satisfont  aux  conditions  ordinaires  d'intégra- 
bilité 


(«) 


dxfç        àx/i 


Je  supposerai  que  ces  mêmes  fonctions  sont  homogènes,  leur 
degré  commun  d'homogénéité  étant  désigné  par  m.  On  aura, 
d'après  cela, 

à\i  «,  dX, 

Xi- hXj  -T h.  .  .-+-  Xn-x =  m  Al, 

àXi  ôxi  àxn 

et,  par  suite,  en  ajoutant  X|  aux  deux  membres  et  ayant  égard 
aux  conditions  (a),  on  pourra  écrire  cette  équation  de  la  manière 
suivante  : 

f)rx,X,-i- j',X,-h...-t-.r,;X„) 
En  faisant,  pour  abréger, 

J*!  Xj  -T-  -Tj  X2  -f-  .  .  .  -4-  X,t  X„   =  V, 
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sKii  Aurv*  J^mo  les  c^ualîoD5  coapalîbles 


AT»-  ftr* 


Mïfc^.îr^'CUAt  par  oLr..  d[r», dx^  ci  ajoaUnU  il  Tiendra  (ai -ri 

iV  =    w-i  ^/. 

r  V  —  r.V.  — ..-—  X, \, 

~  =  ^-^ — '  — «j«<t. 

ift  —  t 

L»jr>4iie  it  —  :  rsc  ^'.pâ.  1  a^m.  les  éifuaûo&s  ;  a)  foamisseot 
<    -4aai    me  rjvsciiiiu^  itiimtft;   inelcoa^se.  Si  Von  fail  la  sobsti- 
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NOTE  SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  BINOMES; 
Par  m.  Ed.  COMBESCURE. 

Soil  la  différentielle  binôme 

d\  =  x»^{a  -h  6^«  )P  dx. 
On  peut  récrire 

d\  —  X       ^\ax    *-^bx^J    dx. 
En  posant 

ax    *  4-  hod^  =  /,  • 

d'où 

ax    *  —  6a7*  =  y^<*  —  4«^> 
la  différcntiation  de  la  première  de  ces  relations  donnera 

\ax    • — 6a?*) — =rf/ 

et,  par  suite 

dx  1        dt 


On  aura  donc 

oV  = —  -a:  * 


où  il  faut  introduire  l'expression  de  x  déduite  de  l'une   ou  de 
l'autre  des  relations  équivalentes 

n 

ibx^  =  t  —  ^t^^^ab, 


n 

lax    «  =  i  -4-  //«  —  4  a6, 


En  prenant  la  première,  par  exemple,  on  aura 
dV  =  ---  — -— {t-^t^-iab) 


On  voit  que,  si 

2(/n4-  i) 

est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  la  différentielle  proposée 
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sera  ramenée  à  des  difTércnliclIcs  à  un  seul  paramètre  r,  savoir 

fdt 

l*cxposanl  r  pouvant  être  réduit  à  être  compris  entre  o  et  i. 

Exemples  :  i"  Pour  /?i  =  o,  n  =  6^  p  =  —  r  >  la  difFérentielle 

proposée,  savoir 

dx 


1 
(a  -h  bx*)^ 


est  ramenée,  sauf  un  facteur  numérique,  à 

t    '^di 

s/l^—iab' 
a 
ou,  en   posant  t  =  z*  et  négligeant  toujours  un  facteur  numé- 
rique, à 

dz 

V^* —  ^ab 

'A**  Pour  /;?  =  o,  n  =  ^,  p  =  —  ^  >  la  différentielle 

dx 


rsl  ramenée  j\ 


i 

_  s 
/    '^dt 


\/r-—iaù 


a 


on,  (în  posant  f  =  z     ,  a 


dz 


/i  —  ^abz^ 


rxpnîssion  qui  se  ramène  à  la  précédente  par  une  substitution 
z  ■  f^y^  i^  ('lant  une  constante.  Ces  exemples  sont  ceux  que 
iM.  Scrrct  a  Irai  les  par  doux  substitutions  un  peu  différentes.  La 
Mibstihilion  cpir  j'ai  présentée  en  commençant  peut  être  con- 
sidrn'c  comme  une  i;éncralisation  de  celle  de  M.  Serret,  pour  le 
premier  eas. 


I 
i 
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Il  iresl  pas  inutile  de  rappeler  que  les  dilTérentielles  binômes 
des  exemples  r*  et  5>"  peuvent  être  réduites  autrement  aux  inté- 
{^rales  elliptiques,  comme  l'a  fait  voir  M.  Cajley  (  Tlie  Messenger 
of  MatliematicSy  t.  XI,  1881-82).  (Voir  le  Bulletin,  t.  X, 
•>-*'  série). 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 


Stirltjes  (Th.)-  —  Recherches  sur  quelques  séries  semi-convergentes 
Paris,  Gaiithicr-Viilars. 

TiiÉVKNKT  (A.).  —  Étude  analytique  du  déplacement  infiniment 
petit  d^un  corps  solide.  Paris,  Hcrniann. 

Zt'MKLivY  (Franz).  —  Analytische  Untersuchung  einer  Gruppe  ver- 
wandter  Umhûllungslinien,  Programm  des  Rcalprogymnasiums  in 
Eupcn. 

Robin  (G.)-  —  ^^^^  i^  distribution  de  l* électricité  à  la  surface  des 
conducteurs  fermés  et  des  conducteurs  ouverts.  Paris,  Gaulhier-Villars. 

Amesbder  (A.)-  —  ^ur  Auflôsung  der  Gleichungen  4.  und  5.  Grades 
durch  Dewegungsmechanismen,  Wien,  Gerold's  Sohn,  40  pf. 

Ameseder  (A.).  —  Ueber  Configurationen  und  Polygone  auf  biquor- 
dratischen  Curven.  Wien,  ibid.  5o  pf. 

AsiESEDER  (A.).  —  Zur  Théorie  der  Thetacharakterùtiken.  Wien, 
ibid.,  20  pf. 

Al'teniieimer  (F.).  —  Elementarbuch  der  Differential^  und  Intégral- 
rechnung  mit  zahlreichen  Anwendungen  aus  der  Analysis,  Géomé- 
trie,  Meclianik,  Physik,  etc.  Wcimar,  Voigt,  9  M. 

Bobek  (K.).  —  Ueber  hyperelliptische  Curve,  Wien,  Gerold's  Sohn. 
40  pf. 

Feil  (A!.)'  —  Ueber  Euler^sche  Polyeder.  Wien,  Gerold's  Sohn,  5o  pf. 

Halphen  (G. -H.).  —  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs 
applications.  —  I"'  Partie  :  Théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs 
développements  en  séries.  Paris,  Gautliier-Villars.  i5  fr. 


liH  BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

llorilAXN  (P.).  —  Die  Construclionen  doppeli  hermkw^mder  Kfstl- 
schnitie,  mit  imaffindren  Bestimmunçssiftcken»  Lc>i|»«i^.  T«mLa^.  \  M. 
10  pf. 

Jacobi(C.-G.-J.)«  —  Gesammelte  Werke.  \.  Ban«i.  henvïorpelwB  vonK. 
Wcierstrass.  Berlin,  G.  Hoincr.  18  M. 

KoHX(G.)«  —  Ueber  das  Vierseit  und  sein  associirtes  Viereek,  dos 
FUnffach  und  sein  associirtes  Fûnfeck,  Wien,  Gerold's  Soba.  60  pf. 

IIkrtkn8(F.)'  —  Ueber  die  bestimmemlen  Eigenscka/iem  der  Resul-^ 
tante  von  /i  Fornien  mit  n  verànderiichen,  ^"icn^  GcroIcTs  SohD,6opf. 

Mkrtkns  (F.).  —  Ueber  die  Invar ianten  dreier  iernârem  quadrati- 
schen  Formen,  Wicn,  ibid.,  35  pf. 

Rkv  (C).     -  L\>mniformide  de  cubature.  Paris.  Dela^rrave. 

WiRTiNGKN  (W.).  —  Ueber  rat ionale  Raumcurven  4.  Orrfjtiiji^.  Wien. 

Orrr»l(rs  80)111,  4^  pf. 

llKNNKnKHG  (L.)  iiiul  SMaRKER  (0.)'  —  Lehrbuch  der  teckniseken  Me- 
rhanik,  9  M. 

ItoHKK  (K.)«  —  Ueber  das  verallgemeinerte  Correspondens-Princip. 
VVirii,  (icrolcl'»  Sohn,  3o  pf. 

Krai'nk  (M.).  —  l>if"  Transformation  der  hyperelliptischen  Funk- 
tiunt'n    rrxtt'r  Ordnuni:  nebst  Anwendungen.  Leipsi<?,  TeubntT,  10  M. 

Mauiic  (  M\X.).  —    Histoire  tics  Sciences  mathéntatif/ues  et  physiques 
T.  I\  :  (te  l.(ii:ran:^'e  à  Laplace,  l*aris,  GaulliitT-N'illars.  (»  fr. 

Iii.\i';  (Th.).  —  (leometrie  der  La^e,  3.  Auf.  Leipsi^,  Bauiu^'artniT. 
V  M 

T\uin  ((i.).  —  lie  présentât  ion  géométrique  de  coniques  et  qiia- 
lir  iqiii w  ttnii:,'tiitiires.    Paris.  Gaull»icr-\'illars.  i  fr.    jo. 

InhiM  Mi:u  (I..).  -  .1  llistory  of  the  theory  0/  elasticity  and  of  thc 
slien^^th    of    itutterials   froiu     Gatilei  to   thc  présent    time.     Limdon, 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  249 

COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

BERTRAND  (J.)-  —  Thermodynamique,  i  vol.  in-S".  Paris,  Gauthier- Villars, 
1887. 

M.  J.  Bertrand  vient  de  publier  les  belles  Leçons  sur  la 
Thermodynamique  qu'il  a  professées  au  Collège  de  France  durant 
l'année  1 886-1887.  ^^^^  rendre  compte  de  cet  important  Ouvrage, 
suivons  pas  à  pas  l'ordre  adopté  par  son  auteur. 

L'exposé  des  principes  fondamentaux  de  la  Théorie  mécanique 
de  la  chaleur  forme  l'objet  des  quatre  premiers  Chapitres;  dans 
cet  exposé,  M.  J.  Bertrand  suit  dans  ses  grands  traits  la  marche 
des  découvertes  qui,  partant  d'une  part  des  divinations  de  Sadi 
Carnot,  dignement  commentées  par  Clapeyron,  d'autre  part  des 
idées  de  Robert  Mayer,  ont  abouti,  grâce  à  la  synthèse  de  R. 
Clausius,  à  créer  la  Thermodynamique  moderne. 

Toutefois,  en  prenant  l'ordre  historique  pour  fil  conducteur, 
M.  J.  Bertrand  ne  s'est  point  astreint  à  le  suivre  jusque  dans  les 
dernières  minuties.  «  Si  j'ai  groupé,  dit-il,  les  explications  prin- 
cipales autour  de  trois  noms  dont  le  temps  a  consacré  la  gloire, 
Sadi  Carnot,  Mayer  et  Clauslus,  je  n'ai  pas  voulu,  dans  une  œuvre 
récente  encore,  chercher  la  tâche  et  faire  la  part  de  chacun.  Les 
meilleurs  juges  sont  divisés  avec  passion.  L'omission  de  certains 
noms  sur  lesquels  on  ne  se  partage  pas,  celui  de  sir  W.  Thomson 
particulièrement,  montre  suffisamment  ce  parti  pris  de  ne  pas 
écrire  l'histoire  de  la  théorie  nouvelle.  » 

L  L'étude  des  gaz  parfaits  a  été  le  point  de  départ  de  la 
Théorie  de  la  chaleur.  Laplace  et  Poisson,  dans  des  travaux  dont 
on  ne  saurait  trop  admirer  la  sagacité,  en  ont  établi  les  plus  beaux 
résultats.  L'idée  d'associer  une  chaleur  spécifique  particulière  à 
chaque  mode  de  transformation  d'un  corps,  la  découverte  de  la 
relation  qui  existe  entre  les  deux  chaleurs  spécifiques  sous  pres- 
sion constante  et  sous  volume  constant,  d'une  part,  et  les  lois  de 
la  détente,  d'autre  part,  l'application  de  cette  relation  à  la  théorie 
de  la  propagation  du  son,  sont  autant  de  titres  qui,  à  eux  seuls, 
suffiraient  à  placer  les  deux  illustres  géomètres  au  premier  rang 
parmi  les  physiciens  du  siècle. 

Bull.  de$  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  Xï.  (Décembre  1887.)  18 
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Tous  ces  rësaltats  cependant  ont  été  obtenus  en  partant  d'une 
hypothèse  erronée,  aujourd'hui  condamnée*  Pour  Laplace  et  pour 
Poisson,  les  phénomènes  de  la  chalear  étaient  les  manifestadosi 
d'un  fluide  impondérable,  le  calorique*  Lorsqu'un  corps  perdait 
ou  gagnait  une  certaine  quantité  de  chaleur,  il  perdait  ou  gagnit 
une  certaine  quantité  de  calorique.  Lorsque,  après  avoir  parcooni 
un  cvcle  de  transformations,  le  corps  revenait  i  son  état  inicial|  il 
avait,  en  y  arrivant,  la  même  quantité  de  chaleur  ou  de  calonqae 
qu'en  le  quittant.  L'expression  de  quantiié  de  chaleur  contmwe 
en  un  corps  avait  alors  un  sens;  elle  représentait  une  fonctioo 
uniforme  de  l'état  du  corps. 

Heureusement,  une  circonstance  que  les  progrès  ultérieors  de 
la  Thermodynamique  ont  permis  de  préciser  laisse  toute  kor 
valeur  aux  conséquences  que  Laplace  et  Poisson  ont  déduites  de 
cette  hypothèse  erronée,  toutes  les  fois  que,  pour  les  obteniri  ils 
n'ont  fait  subir  au  corps  que  des  transformations  infiniment 
petites. 

Il  n*en  est  pas  de  même  de  toutes  les  conséquences  que  Foa 
peut  déduire  de  cette  hypothèse.  Ainsi  Sadi  Camot  en  a  déduit 
la  loi  suivante  :  Les  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  gaz,  A  pressioft 
constante  et  à  volume  constant,  ont  une  différence  constante;  cha- 
cune d'elles  varie,  à  une  même  température,  proportionnellement 
au  logarithme  du  volume  occupé  par  la  masse  gazeuse.  Cette  loi 
est  aujourd'hui  inacceptable  :  les  expériences  de  Regnault  ont 
appris  que,  pour  les  gaz  parfaits,  la  chaleur  spécifique  sous  pres- 
sion constante  est  à  peu  près  indépendante  du  volume  occupé  par 
la  masse  de  gaz. 

^<  Camot,  dit  M.  Bertrand,  dans  le  travail  mémorable  dont 
rimportance  a  été  si  grande,  regardait  le  calorique  comme  une 
substance.  Il  admettait,  par  une  conséquence  nécessaire,  que  les 
caloriques  spécifiques  d*un  gaz  croissaient  proportionnellement 
au  logarithme  du  volume.  Toutes  les  parties  de  sa  théorie  étaient 
logiquement  enchaînées.  Aucun  raisonnement,  sans  Tintervention 
d'expériences  précises,  ne  pouvait  en  démontrer  Finexactitude.  » 

II.  C*elte  hypothèse  Inexacte,   plus  féconde  en  conséquences 
vraies  que  bien  des  vues  exactes,  domine  les  idées  de  CarnoL 
Carnot,  frappé  par  Timportance,  de  jour  en  jour  grandissante. 
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des  moteurs  à  feu,  et  des  projets  chimériques  et  ruineux  engendrés 
par  le  désir  de  perfectionner  indéfiniment  ces  moteurs  et  d'ac- 
croître leur  rendement,  se  propose  de  trouver  la  limite  supérieure 
de  ce  rendement.  Persuadé  que  la  chaleur  ne  saurait  se  détruire, 
Carnot  admet  que  tout  moteur  à  feu  est  un  moyen  d'emprunter 
au  foyer  une  certaine  quantité  de  chaleur  et  de  la  restituer  inté- 
gralement au  réfrigérant.  Pendant  ce  transport,  le  moteur  effectue 
un  certain  travail.  Le  rapport  du  travail  effectué  à  la  quantité  de 
chaleur  mise  enjeu  est  le  coefficient  économique. 

Pour  que  le  coefficient  économique  soit  maximum,  d'après 
Carnot,  il  faut  tout  d'abord  que  toute  la  chaleur  fournie  au  moteur 
le  soit  à  une  même  température  T|,  que  toute  la  chaleur  cédée 
par  le  moteur  à  l'extérieur  le  soit  à  une  autre  même  température 
To,  c'est-à-dire  que  la  série  des  états  par  lesquels  passe  le  moteur 
pendant  une  période  entière  de  fonctionnement  forme  ce  qu'on 
a  appelé  depuis  un  cycle  de  Carnot.  Il  faut  ensuite,  Carnot  l'admet 
sans  démonstration,  que  le  cycle  ainsi  décrit  soit  réversible  ;  ainsi 
est  introduite,  pour  la  première  fois,  en  Thermodynamique,  cette 
notion  de  réversibilité  dont  la  définition  précise  et  l'emploi  rigou- 
reux dans  les  démonstrations  donnent  lieu  à  des  difficultés  bien 
grandes  et  pourtant  bien  négligées  des  physiciens. 

Ces  conditions  une  fois  remplies  par  le  moteur  à  feu,  Carnot 
énonce  cette  conséquence,  qui  dut  paraître,  au  moment  où  fut 
publié  l'écrit  Sur  la  puissance  motrice  du  feu,  un  bien  étrange 
paradoxe  :  le  coefficient  économique  d'un  moteur  ne  dépend  point 
des  substances  dont  la  transformation  assure  la  marche  de  ce  mo- 
teur; il  dépend  exclusivement  des  deux  températures  auxquelles 
ont  lieu  le  gain  et  la  perte  de  chaleur. 

«  Si,  écrit  M.  Bertrand,  interprétant  le  raisonnement  par  lequel 
Carnot  est  arrivé  à  ce  résultat,  une  machine  thermique  parfaite, 
dans  sa  marche  directe,  offrait  plus  d'avantages  qu'une  autre,  éga- 
lement parfaite,  c'est-à-dire  si,  pour  une  même  quantité  de  cha- 
leur dépensée  et  pour  une  même  chute  de  température,  elle  pro- 
duisait plus  de  travail,  l'autre,  dans  la  marche  inverse,  prendrait 
l'avantage  et  permettrait,  avec  moins  de  travail,  de  faire  remonter 
du  corps  froid  sur  le  corps  chaud  la  chaleur  transportée  par  la 
première.  On  pourrait  ainsi,  en  associant  les  deux  machines,  Tune 
dans  le  sens  direct,  l'autre  dans  le  sens  inverse,  créer,  sans  dépense 
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de  chaleur  et  sans  chute  de  température,  une  quantitéde  travail  égak 
à  Texcës  du  travail  produit  par  la  première  machine  sur  odoî  qae 
dépense  la  seconde.  » 

«  Clapeyron,  en  appliquant  le  théorème  de  Camot,  dit  M.  Ber- 
trand, a  considéré  exclusivement  des  cycles  infiniment  petits.  Le 
choix  présente  deux  avantages*  •  ••  L'autre  avantage  attachée 
remploi  d'un  cycle  infiniment  petit  a  été  fortuit.  Clapeyron. ne  Ta 
ni  prévu  ni  connu,  mais  il  en  a  profité.  L'énoncé  de  Camot  con- 
tient une  erreur.  •  ••  La  quantité  de  chaleur  désignée  par  Q  y  re- 
présente indifféremment  la  quantité  de  chaleur  versée  pendant  le 
parcours  de  Tun  des  côtés  isothermes  du  cycle,  ou  abandonnée 
sur  l'autre.  Pour  Clapeyron,  comme  pour  Camot,  l'égalité  de  ces 
quantités  de  chaleur  est  évidente.  Cette  erreur  pouvait  avoir  de 
graves  conséquences.  La  difl(érence,  regardée  comme  nulle,  est, 
en  vertu  d'un  théorème  aujourd'hui  démontré,  proportionnelle  à 
la  surface  du  cycle.  Elle  est  donc,  pour  un  cycle  infiniment  petit, 
infiniment  petite  du  second  ordre  et,  grâce  à  cette  circonstance, 
les  conséquences  d'un  principe  que  personne  aujourd'hui  ne  vou- 
drait accepter  peuvent  être,  dans  ce  cas,  suivies  sans  erreur.  « 

Au  nombre  de  ces  conséquences  doit  être  rangée  une  équation, 
due  à  Clapeyron,  dont  l'importance  en  Physique  est  aujourd'hui 
inconteslée.  Je  veux  parler  de  la  relalion 

qui  lie  la  chaleur  L  de  vaporisation  d'un  liquide  aux  volumes  spé- 
cifiques 5  et  (7  de  la  vapeur  et  du  liquide,  à  la  tension  />  delà 
vapeur  saturée  et  à  une  certaine  fonction  ^(T)  de  la  température, 
fonction  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  fonction  de  Camot, 

Clapeyron  n^a  point  déterminé  cette  fonction.  Aujourd'hui,  elle 
est  connue;  Clausius  a  montré  qu'elle  était  le  quotient  de  Téqui- 
valent  mécanique  de  la  chaleur  par  la  température  absolue.  Mais 
cette  détermination  repose  sur  Tidée  de  la  transformation  de  la 
chaleur  en  travail  que  Clapeyron  ne  possédait  pas.  M.  Bertrand 
fait  remarquer  que  Tidéc,  admise  par  Clapeyron,  que  le  calorique 
est  indestructible,  peut,  elle  aussi,  conduire  à  la  détermination  de 
cette  fonction.  Le  résultat,  très  différent  de  celui  qui  est  admis 
aujourd'hui,  conduit  à  cette  conséquence  que  le  coefficient  éco- 
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nomique  d'un  moteur  parfait  est  proportionnel  à  la  différence  des 
logarithmes  des  deux  températures  auxquelles  ont  lieu  les  échanges 
de  chaleur. 

«  Le  raisonnement  seul,  dit  M.  Bertrand,  permettrait  de  con- 
damner la  forme  de  la  fonction  déduite  du  principe  de  Carnot. 
Une  remarque,  aujourd'hui  décisive,  aurait  été,  sans  doute,  il  y  a 

un  demi-siècle,  jugée  sans  importance.  La  fonction  /T|  —  /Tq, 

T 
égale  au  logarithme  du  rapport  =^y  peut  grandir  sans  limite  si  la 

^  0 

température  T©  de  la  source  froide  est  suffisamment  rapprochée 
du  zéro  absolu.  Si  la  formule  est  acceptée,  le  rapport  de  la  quan- 
tité de  travail  produit  à  la  chaleur  mise  en  œuvre  n'aurait  pas  de 
limite  supérieure;  la  puissance  de  travail  d^un  corps  chaud  serait 
infinie.  » 


in.  Les  idées  de  Carnot  nécessitent  donc  un  complément;  les 
idées  de  Robert  Mayer  leur  ont  apporté  ce  complément.  Mais, 
comme  si  aucun  grand  progrès  n'eût  pu  s'accomplir  dans  la  théorie 
de  la  chaleur  sans  que  le  nom  de  Sadi  Carnot  y  fût  attaché,  les 
vues  de  Carnot  avaient  devancé  celles  <Je  Mayer.  Quelques  notes 
manuscrites,  publiées  seulement  en  1871  par  le  frère  de  Carnot, 
ont  révélé  ce  nouveau  titre  de  gloire  du  physicien  français,  sans 
diminuer  en  rien  ceux  de  l'illustre  médecin  de  Heilbronn. 

«  La  chaleur  n'est  autre  chose  que  la  puissance  motrice,  écrit 
Carnot,  ou  plutôt  que  le  mouvement  qui  a  changé  de  forme;  c'est 
un  mouvement  dans  les  particules  du  corps.  Partout  où  il  y  a  des- 
truction de  puissance  motrice,  il  y  a  en  même  temps  production 
de  chaleur  en  quantité  précisément  proportionnelle  à  la  quantité 
de  puissance  motrice  détruite.  Réciproquement,  partout  où  il  y 
a  destruction  de  chaleur,  il  y  a  production  de  puissance  mo- 
trice... 

»  On  peut  poser,  en  thèse  générale,  que  la  puissance  motrice 
est  en  quantité  invariable  dans  la  nature;  qu'elle  n'est  jamais,  à 
proprement  parler,  produite  ou  détruite.  A  la  vérité,  elle  change 
de  forme,  c'est-à-dire  qu'elle  produit  tantôt  un  genre  de  mouve- 
ment, tantôt  un  autre,  mais  elle  n'est  jamais  anéantie.  » 

»  D'après  quelques  idées  que  je  me  suis  formées  sur  la  théorie 
de  la  chaleur,   la  production  de   i   unité  de  puissance  motrice 
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(looG*^*  élevés  à  i"*)  nécessile  la  destruction  de  2,70  imités  de 
chaleur.  » 

Carnot  avait  nettement  défini  l'équivalent  mécaniqae  de  la  cha- 
leur et  la  mesure  qu'il  en  donne  surpasse  en  exactitnde  celle  que 
Robert  Majer  obtint  quinze  ans  plus  tard. 

Robert  Mayer,  après  avoir  défini  l'équivalent  mécaniqae  de  la 
chaleur,  se  propose  d'en  déterminer  la  grandeur;  la  comparaison 
des  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  gaz  lui  en  fournit  le  moyen* 
L'excès  de  la  quantité  de  la  chaleur  employée  pour  échanSerun 
gaz  à  pression  constante  sur  la  quantité  de  chaleur  employée 
pour  réchauffer  à  volume  constant  représente  la  quantité  de  cha- 
leur équivalente  au  travail  subi  par  la  pression  extérieure  pendant 
que  le  gaz  se  dilate  à  température  constante. 

Celte  proposition,  prise  par  Mayer  comme  point  de  départ  de 
la  détermination  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleuTy  doit  son 
exactitude  à  ce  fait  que  l'expansion  d'un  gaz  &  température  cod- 
stante  n'entraîne  aucun  travail  intérieur.  Mayer  connaissait-il 
l'expérience  de  Gay-Lussac  qui  démontre  cette  absence  de  travail 
intérieur?  On  l'a  nié;  on  a  affirmé  que  c'était  par  un  hasard  heu- 
reux, dont  il  n'avait  pas  le  mérite,  que  Mayer  a  évité  Terreur;  le 
jugement  est  injuste;  comme  il  arrive  souvent,  ceux  qui  ont  con- 
damné Mayer  n'avaient  pas  ouvert  son  livre;  ils  auraient  pu  y  lire 
le  passage  suivant  : 

((  Gay-Lussac  a  monlré  qu'un  fluide  élastique  qui  s'écoule  d'un 
vase  plein  dans  uu  autre  vase  de  même  volume  où,  préalablement, 
on  a  fuit  le  vide,  se  rcrroidit  dans  le  premier  ballon  autant  qu'il 
se  rcchauflc  dans  le  second.  Il  en  résulte  qu'un  poids  donné  de 
fluide  élastique  peut  doubler,  quadrupler  de  volume,  ou  occuper 
un  espace  plus  grand  encore  sans  qu'il  y  ait  changement  de  tem- 
pérature, et  que  Texpansion  d'un  gaz  ne  produit  par  elle-même 
aucune  dépense  de  chaleur.  Le  gaz,  au  contraire,  quand  il  se 
dilate  en  surmontant  une  pression,  subit  un  changement  de  tem- 
pérature. » 

Après  avoir  cité  ce  passage,  M.  Bertrand  ajoute  : 

«  Les  mots  unter  eineni  Drucke  sont  imprimés  en  lettres 
capitales.  Mayer  prévoyait-il  qu'on  ne  les  regarderait  pas?  » 

La  méthode  de  Mayer  pour  déterminer  l'équivalent  mécanique 
de  la  chaleur  était  peu  précise.  Joule  inventa,  pour  en  trouver  la 
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valeur  avec  précision,  d'admirables  méthodes  expérimentales,  de- 
venues aujourd'hui  classiques,  qui  ont  assuré  au  nouveau  principe 
toute  la  confîance  des  physiciens. 

«  IV.  Clausius,  dit  M.  Bertrand,  a  fait  preuve  de  modestie  en 
conservant  au  théorème  qui  fait  l'objet  de  ce  Chapitre  le  nom 
illustre  de  Carnot.  Carnot,  dans  son  admirable  Opuscule,  a  étudié 
seulement  le  cycle  qui  porte  son  nom.  Dans  l'énoncé  des  théorèmes 
relatifs  à  ce  cycle  il  laisse  subsister  une  fonction  inconnue  ;  Clau- 
sius a  transformé  l'énoncé,  l'a  rendu  applicable  à  tous  les  cas, 
déterminé  la  fonction  inconnue  et  remplacé,  dans  la  démonstra- 
tion, des  hypothèses  inacceptables  par  un  postulatum  qui  n'a 
jamais  été  mis  en  défaut.  )> 

Pour  apprécier  la  portée  immense  de  l'œuvre  de  Clausius, 
représentons-nous  l'état  de  la  science  de  la  chaleur  au  moment  où 
parut  son  premier  Mémoire. 

Cette  science  se  composait  alors  de  deux  parties  disparates  et 
contradictoires.  L'une  partait  de  cette  hypothèse  qu'un  corps 
pris  dans  un  état  donné  renferme  une  quantité  déterminée  de 
calorique.  Elle  était  riche  en  grandes  découvertes.  Elle  avait 
fourni  la  théorie  des  gaz  et  les  théorèmes  fondamentaux  sur  la 
puissance  motrice  du  feu.  Elle  avait  pour  elle  l'autorité  de  Laplace, 
de  Poisson,  de  Carnot  et  de  Clapeyron. 

L'autre  soutenait  que  la  chaleur  peut  être  détruite  pour  engen- 
drer une  quantité  équivalente  de  travail.  Inaugurée  par  Mayer, 
elle  était  appuyée  par  les  belles  expériences  de  Joule,  et  Helm- 
holtz,  dans  son  Opuscule  Sur  la  conservation  de  la  force,  en 
poussait  les  conséquences  dans  toutes  les  branches  de  la  Physique. 

Que  devait  faire  le  physicien  en  présence  de  ce  désaccord? 
Comment  adoptera  la  fois  deux  théories  dont  les  principes  étaient 
incompatibles?  Comment  rejeter  l'une  ou  l'autre  de  ces  théories  si 
fécondes?  Le  meilleur  parti  n'était-il  pas  de  suivre  sans  idée  pré- 
conçue les  conséquences  de  chacune  d'elles,  comptant  sur  les  dé- 
couvertes expérimentales  de  l'avenir  pour  résoudre  la  question? 
C'est  du  moins  celui  que  Sir  W.  Thomson  proposait  dans  un 
Mémoire  important  où  il  poursuivait  les  vues  de  Carnot  et  de 
Qapeyron,  malgré  les  idées  de  Mayer  et  de  Joule  dont  il  admettait 
Texactitude. 
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C'est  au  milieu  •Je  ce  trouble  que  parait  le  Mémoire  de  R.  CUu- 
siub  Sitr  la  puissance  motrice  de  la  chaleur.  Après  nvoir  énoncé, 
pour  lu  jtreiniÎTt!  fois,  (l'une  manière  iittlti!  cl  précise,  le  principe  de 
l'équivalence  de  la  chaleur  et  ilu  travail,  en  inlrotiiiisant  la  notion 
d'énergie  interne,  le  jeune  profcsîieur  de  lîonn  aflirmait  ijue  ce 
nouveau  principe,  en  détruisant  les  rondcmcnis  de  la  tliéoric  ilc 
Sadi  (^arnot,  en  laissait  suhsi.iter  les  conséquences  en  les  compi- 
lant. L'h^-pothèse  inacceptable  de  l'invariabilité  du  calorique 
deviiit  seulement  âtrc  remplacée  par  un  postulalum  obtenu  en  gé- 
nérulisHUlce  que  nous  enseigne  Texpérience  la  plus  vulgaire':  dans 
un  système  donné,  un  corps  de  tempémUirc  déterminée  ne  peut 
s'échaulTer  aux  dépens  d'un  corps  à  plus  basse  température  si  l'é- 
nei]gie  Interne  du  svstème  ne  subit  aucune  variation  et  si  les 
forces  externes  n'effectuent  aucun  travail. 

Moyennant  ce  postulalum,  Clausius  démontrait  que  le  rapport 
du  travail  elTcctué  à  la  chaleur  l'ouraïe  par  te  foyer  a  pour  valeur, 
dans  un  moteur  qui  fonctionne  suivant  un  cycle  de  Carnot  entre 
les  températures  ï^  et  T,, 

ËlT,  — Ta) 


forme      1 


E  étant  l'équivalent  mécanique  de  la  cbslcur,  ce  qui  était  1: 
nouvelle  du  principe  de  Carnot.  L'équidiou  doriu^c  par  Clapeyron 
entre  la  chaleur  de  vaporisation  devenait  alors,  par  la  détermina- 
tion de  la  fonction  de  Carnot, 


Clausius  en  déduisait  les  valeurs  de  la  densité  de  la  vapeur  d'eau 
saturée  et  les  expériences  ingénieuses  de  Fairbairn  et  Taie,  faites 
en  même  temps  par  des  physiciens  qui  ignoraient  les  travaux  de 
Clausius,  apportaient  à  l'équation  ainsi  précisée  une  puissante 
conrtrmation,  tandis  que  J.  Thomson,  prévoyant  au  moyen  de  la 
même  équation  la  variation  du  point  de  fusion  de  la  glace  avec  la 
pression,  préparait  un  nouveau  triomphe  à  la  théorie.  Enfin,  dans 
ce  même  premier  Mémoire,  Clausius  introduisait  la  notion  de  la 
chaleur  spécifique  de  vapeur  saturée,  montrait  au  moyen  des 
données  fournies  par  Regoault  que,  pour  la  vapeur  d'eau,  celte 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i5y 

chaleur  spécifique  devait  être  négative  et  en  déduisait  cette  con- 
séquence, si  paradoxale  en  apparence,  mais  si  féconde  pour  la 
théorie  de  la  machine  à  vapeur,  que  la  vapeur  d'eau  saturée  et 
sèche  se  condense  en  partie  dans  une  détente  adiabatique  ;  con- 
séquence qui,  vérifiée  plus  tard  par  les  expériences  de  M.  Hirn, 
doit  être  placée  au  nombre  des  grandes  vérités  que  la  théorie  a 
fait  prévoir. 

Quelques  années  plus  tard,  Clausius  complétait  ce  premier  Mé- 
moire en  étendant  l'énoncé  du  théorème  de  Carnot  à  tous  les 
cycles  possibles.  Pour  toutes  les  transformations  réversibles,  le 

quotient  -^  de  la  quantité  de  chaleur  absorbée  par  la  température 

absolue  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  l'état  du  sys- 
tème, V entropie,  en  sorte  que,  pour  tout  cycle  fermé  réversible, 

l'intégrale  /  -7^  est  nulle;  elle  est  négative  pour  tout  cycle  fermé 

non  réversible. 

Sadi  Carnot  a  prévu  les  deux  grandes  lois  de  la  Thermodyna- 
mique. Clausius  lésa  énoncées  sous  une  forme  précise  et  générale, 
en  a  compris  l'accord  et  en  a  déduit  une  théorie  de  la  chaleur.  Ces 
deux  grands  noms  dominent  toute  la  Thermodynamique  :  l'un  en  a 
été  le  précurseur,  l'autre  le  législateur;  ils  sont  inséparables,  et, 
si  nous  osions  émettre  ici  notre  humble  avis,  nous  demanderions 
à  M.  J.  Bertrand  la  permission  de  ne  point  trouver  injuste  l'usage 
commençant,  qui,  en  donnant  à  la  seconde  loi  de  la  théorie  de  la 
chaleur  la  dénomination  de  principe  de  Carnol-Clausius,  unit  au 
nom  de  notre  illustre  compatriote  le  nom  de  celui  qui  a  vraiment 
fait  revivre  ses  découvertes  et  en  a  assuré  la  fécondité. 

En  affirmant  nettement  et  hautement  la  grandeur  du  rôle  joué 
par  Clausius  dans  la  création  de  la  science  qui  nous  occupe, 
M.  Bertrand  a  ramené  aux  lois  de  la  justice  et  de  l'impartialité 
l'histoire  de  la  Thermodynamique,  qui  semblait  s'en  être  affranchie. 

V.  Dans  les  sept  Chapitres  suivants,  intitulés  :  Equations 
différentielles.  Fonctions  caractéristiques.  Quelques  théo- 
rèmes. Quelques  problèmes.  Quelques  applications,  La  con- 
densation pendant  la  détente.  Cycle  de  la  vapeur  et  dia- 
gramme des  machines,  M.  J.  Bertrand  étudie  les  conséquences 
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générales  ou  particulières  des  principes  posés  dans  les  quatre  pre- 
miers Chapitres. 

Pour  ne  point  prolonger  au  delà  de  toute  limite  ce  compte 
rendu,  nous  nous  bornerons  à  exposer  les  plus  neuves  parmi  ces 
conséquences  :  elles  ont  trait  à  la  recherche  des  formules  propres 
à  représenter,  en  fonction  de  la  température,  la  tension  de  vapeur 
saturée  d'un  liquide. 

Une  première  formule  est  démontrée  par  M.  Bertrand  en  sup- 
posant constante  la  chaleur  spécifique  du  liquide  et  en  appliquant 
à  la  vapeur  toutes  les  lois  relatives  aux  gaz  parfaits.  La  formulée 
laquelle  on  parvient  ainsi  a  été  autrefois  indiquée  par  Athanase 
Dupré.  Elle  est  la  suivante 

Jog/>  —  a—^  —  c  JogT, 

a,  6,  c  étant  trois  constantes. 

Cette  formule  représente  avec  une  assez  grande  exactitude, 
lorsqu'on  j  donne  à  a,  6,  c  des  valeurs  convenablement  choisies, 
les  tensions  de  vapeur  de  Teau,  de  l'éther,  de  Falcool,  de  Téther 
chlorhjdrique,  du  chloroforme,  du  sulfure  de  carbone,  du  chlorure 
de  carbone,  de  l'acide  sulfureux,  de  l'ammoniaque,  du  protoxjde 
d'azote,  de  l'acide  carbonique,  de  l'essence  de  térébenthine,  de 
rhjdrogène  sulfuré,  de  l'esprit-de-bois,  du  mercure  et  du  soufre. 

«  La  formule  obtenue  par  Dupré,  dit  M.  Bertrand,  s'accorde 
avec  rexpérience  d'une  manière  très  remarquable.  L'erreur  dc 
dépasse,  dans  aucun  cas,  les  incertitudes  des  mesures  les  plus 
soigneusement  prises. 

»  11  n^cn  faut  pas  conclure  l'exactitude  théorique  de  la  loi  ainsi 
exprimée.  Nous  avons,  pour  trouver  cette  loi,  attribué,  contrai- 
rement aux  faits,  les  propriétés  des  gaz  parfaits  aux  vapeurs  voi- 
sines du  point  de  saturation.  L'hypothèse  n'est  pas  justifiée. 

»  Pour  apprécier  l'importance  dé  l'accord  obtenu,  il  ne  faut  pas 
oublier  que  trois  constantes  ont  été  laissées  arbitraires  dans  la 
formule.  Le  calcul  les  rattachait  aux  propriétés  spécifiques  du 
corps  étudié;  nous  n'en  avons  pas  tenu  compte.  Les  constantes 
ont  été  choisies  de  manière  à  rendre  la  formule  exacte  pour  trois 
valeurs  de  la  température.  » 

Voici  maintenant  une  autre  formule  dans  laquelle  une  place 
bien  moindre  est  laissée  au  choix  arbitraire  des  constantes  : 
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Supposons  que  les  deux  chaleurs  spécifiques  d'une  vapeur 
soient  fonction  seulement  de  la  température  et  non  de  la  pression. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire,  d'après  M.  Bertrand,  que 
Ton  ait  entre  la  pression,  le  volume  et  la  température  de  la  vapeur 
la  relation 

^ —  =  const., 

[jL  étant  une  constante.  Pour  la  vapeur  d'eau,  on  trouve  que  l'on  a 
sensiblement 

ce  qui   semble  montrer  que  l'hypothèse  faite  sur  les  caloriques 
spécifiques  est,  dans  ce  cas,  voisine  de  la  vérité. 
Cela  étant,  de  la  relation  générale 

L  =  AT(5-a)^, 

et  de  l'équation 

L  =  800  —  0,705  T, 

qui  représente  fort  exactement  le  résultat  des  recherches  de  Re- 
gnault  sur  la  chaleur  de  vaporisation  de  Teau,  on  trouve  la  for- 
mule 

P  -      (T-f-i 27 )*»»"« * 

G  étant  une  constante  qui  se  détermine  par  un  cas  particulier,  en 
exprimant  par  exemple  que,  pour  T  =  878,  on  a  /?  =  760. 

c(  La  formule,  comparée  aux  Tables,  dit  M.  Bertrand,  donne 
des  résultats  remarquablement  exacts.   » 

Le  rapport         , n'est  pas,  en  général,  pour  un  liquide,  une 

quantité  indépendante  de  T  ;  les  Tables  de  Zeuner  montrent  ce- 
pendant que  ce  rapport  est  à  peu  près  constant  pour  certains  li- 
quides entre  certaines  limites  de  température.  Pour  ces  liquides, 
on  doit  avoir,  comme  le  démontre  M.  Bertrand, 

p  =  GT^ 

G  et  |x  étant  deux  constantes.  Cette  formule  concorde  avec  l'expé- 
rience précisément  dans  les  limites  où  Thypothèse  prise  pour 
point  de  départ  est  vérifiée. 
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Pour  la  plupart  des  liquides,  le  rapport  j'^ — -  n'est  pas 

constant;  mais  il  peut  être  représenté  par  une  formule  linéaire  de 
la  forme 

Là 

On  a  alors,  comme  le  démontre  M.  Bertrand,  pour  relation  entre 
la  tension  de  vapeur  saturée  et  la  température, 


p  =  G 


Cette  relation  s'applique  très  exactement  à  Teau,  à  Talcool,  à 
Téther,  à  Tacide  carbonique,  au  chloroforme,  à  Tammoniaque,  au 
sulfure  de  carbone,  au  chlorure  de  carbone,  à  l'acide  sulfureux, 
au  soufre,  au  mercure,  au  chlorure  de  bore,  au  chlorure  de  sili- 
cium, au  chlorure  de  cyanogène,  au  chlorure  de  phosphore,  à 
l'éther  chlorhydrique,  au  protoxyde  d'azote,  à  l'esprit-de-bois,  à 
l'hydrocarbure  de  brome,  à  l'éther  bromhydrique,  à  la  benzine,  à 
rhydrogène  sulfuré  et  à  l'essence  de  térébenthine. 

M.  J.  Bertrand  applique  ensuite  des  considérations  analogues 
aux  phénomènes  de  dissociation  et  parvient  à  représenter  les  ten- 
sions de  dissociation  des  chlorures  ammoniacaux  par  des  formules 
semblables  à  celles  qu'il  a  adoptées  pour  les  tensions  de  vapeur. 

VI.  «  Je  serai  très  bref,  dit  M.  Bertrand,  sur  les  cycles  irré- 
versibles; les  démonstrations  et  les  énoncés  mêmes  de  leurs  pro- 
priétés me  paraissent  jusqu'ici  manquer  de  rigueur  et  de  préci- 
sion.... 

Je  m'étendrai  moins  encore  sur  un  théorème  dont  on  a  fait  de 
nombreuses  applications.  Les  démonstrations  proposées  jusqu'ici 
ne  rendent  pour  moi  le  théorème  ni  certain,   ni   vraisemblable. 

»  L'inlégrale  /  -7-^-?  qui  est  nulle  pour  un  cycle  fermé  réver- 
sible, a  pour  tout  autre  une  valeur  négative.  L'auteur  d'un  excel- 
lent Livre  sur  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  M.  de  Saint- 
Robert,  sans  exprimer  une  opinion  contraire  à  la  théorie  devenue 
presque  classique,  s'est  borné  à  transcrire  la  page  consacrée  par 
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Verdet  à  la  démonstration  sur  laquelle  il  semble  par  là  décliner 
toute  responsabilité  personnelle.... 

)»  En  m^abstenant  de  traiter  les  questions  auxquelles  on  a  mêlé 
la  considération  de  cycles  irréversibles,  je  donnerai  deux  résultats 
obtenus  en  cherchant  à  préciser  cette  étude,  restée  pour  moi  trop 
difficile  et  trop  vague.  » 

Le  premier  de  ces  résultats  est  le  suivant  :  lorsque  les  divers 
points  d'un  corps  sont  à  des  températures  différentes,  les  échanges 
de  chaleur  qui  s'effectuent  par  conductibilité  entre  les  diverses 
parties  de  ce  corps  ont  toujours  pour  effet  d'accroître  la  somme  des 
entropies  des  éléments  en  lesquels  ce  corps  peut  être  décomposé. 

Le  second  de  ces  résultats  peut  s'énoncer  ainsi  :  La  somme  des 
entropies  de  deux  masses  du  même  gaz  qui  occupent  des  volumes 
différents,  sous  des  pressions  différentes  à  des  températures  dif- 
férentes, est  moindre  que  Tentropie  du  mélange  que  l'on  obtient 
en  laissant  communiquer  les  deux  récipients. 

tt  Les  deux  exemples  précédents,  ajoute  M.  Bertrand,  sont 
dignes  d'intérêt,  mais  ils  n'autorisent  pas  à  regarder  le  théorème 
général  comme  démontré. 

»  11  faudrait  commencer  par  préciser  l'énoncé,  et,  dans  beau- 
coup de  cas,  cela  paraît  fort  difficile.   » 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Chapitre  consacré  à  l'étude  des 
courants,  du  travail  de  TÉlectricité,  du  transport  de  la  force. 
Nous  nous  contenterons  de  le  signaler  pour  ne  point  dépasser  les 
bornes  qui  doivent  limiter  l'étendue  de  notre  analyse.  Quelque 
longue  qu'elle  puisse  paraître  au  lecteur,  elle  est  certainement 
bien  incomplète  :  nous  n'avons  pu  signaler  toutes  les  vues  nou- 
\elles  et  profondes  répandues  dans  les  différentes  parties  de  l'Ou- 
vrage; cette  publication  nouvelle  d'un  maître  illustre  marquera, 
nous  croyons  pouvoir  l'affirmer,  une  date  dans  l'histoire  de  la 
Thermodynamique;  écrite  dans  ce  langage  élégant  et  lucide  qu'il 
est  superflu  de  louer,  elle  contient,  en  même  temps  qu'un  exposé 
magistral  des  principes  fondamentaux,  les  applications  les  plus 
propres  à  intéresser  les  physiciens  et  contribuera,  dans  une  large 
mesure,  à  répandre  le  goût  d'une  science,  qui  a  déjà  fait  ses 
preuves  mais  dont  l'avenir  est  pour  ainsi  dire  sans  limite. 

P.  D. 
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JORDAN.  —  Cours  d'Analyse  a  l'École  Polytechnique.  Tome  III  (^). 
Calcul  intégraL  Équationx  différentielles,  i  vol.  in-8°;  xiv-6i5  p.  Paris, 
Gauthier- Villars;  1887. 

La  publication  du  troisième  Volume  du  Cours  d'Analyse  de 
M.  Jordan  était  d'autant  plus  désirée  qu'un  Ouvrage  didactique 
sur  la  théorie  des  équations  difTérentielles  faisait  défaut.  Le  nom 
de  l'auteur,  les  belles  leçons  qu'il  avait  faites  récemment  au  Col- 
lège de  France  sur  ce  sujet,  donnaient  à  espérer  que  cette  théorie 
serait  traitée  avec  l'ampleur  désirable.  L'espoir  de  personne  n'aura 
été  déçu.  Nous  allons  passer  rapidement  en  revue  les  matières 
contenues  dans  ce  Volume.  Il  comprend  quatre  Chapitres  et  un 
Appendice. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  aux  équations  différentielles 
ordinaires.  Après  avoir  rappelé  que  le  Calcul  différentiel  conduit 
à  de  telles  équations,  l'auteur  montre  comment  un  système  d'équa- 
tions différentielles  peut  être  ramené  à  la  forme  normale  et 
comment,  d'un  autre  côté,  on  peut  en  faire  dépendre  l'intégration 
de  l'intégration  d'une  équation  différentielle  ne  contenant  qu'une 
seule  inconnue;  il  signale  en  passant  le  cas  des  équations  diffé- 
rentielles algébriques,  introduit  les  notions  connexes  de  solution 
propre  et  d'équation  différentielle  irréductible  et  donne  une 
importante  application  de  ces  notions  aux  intégrales  abéliennes. 
Il  précise  ensuite  le  problème  de  l'intégration  et  définit  les  inté- 
grales générales,  particulières  ou  singulières,  soit  dans  le  cas  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  soit  dans  le  cas  d'un 
système  d'équations  simultanées. 

Ces  préliminaires  posés,  on  aborde  les  équations  différentielles 
du  premier  ordre  :  on  montre  comment  la  recherche  du  facteur 
propre  à  intégrer  et  celle  des  transformations  infinitésimales  d'une 
telle  équation  ne  constituent  au  fond  qu'un  seul  problème.  Ces 
principes  permettent  d'intégrer  un  certain  nombre  d'équations 
classiques.  Après  les  avoir  énumérées,  M.  Jordan  donne  les 
résultats  essentiels  du  Mémoire  de  M.  Darboux  (2)  Sur  les  équa- 


(')  Voir  Bulletin,  VI„  262;  VIÏI,,  225. 
(»)  Voir  Bulletin^  II,,  60,  la.'),  i5i. 
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tions  différentielles  algébriques  du  premier  ordre  et  du  pre- 
mier  degré.  L'équation  bien  connue  de  Jacobi,  qui  équivaut,  au 
fond,  à  un  système  de  trois  équations  différentielles  linéaires  à  coef- 
ficients constants,  est  traitée  comme  application  de  cette  méthode. 
Il  signale  quelques  cas  simples  d'équations  où  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion inconnue  figure  à  un  degré  supérieur  au  premier,  et  termine 
l'étude  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  à  une  in- 
connue par  la  démonstration  des  théorèmes  d'addition  pour  les 
fonctions  logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 

Vient  ensuite  l'étude  des  systèmes  d'équations  différentielles 
simultanées.  La  notion  de  multiplicateur,  au  sens  de  Jacobi,  est 
introduite  immédiatement,  et  l'on  montre  que,  lorsque  l'on  con- 
naît n  —  I  intégrales  du  système  de  n  équations,  et  un  multipli- 
cateur, la  fin  de  l'intégration  ne  dépend  que  de  simples  qua- 
dratures-, ce  théorème  s'applique  immédiatement  aux  équations 
canoniques^  pour  lesquelles  on  est  ainsi  conduit,  par  une  voie 
naturelle,  au  théorème  de  Poisson.  Revenant  à  la  théorie  générale, 
M.  Jordan  donne  quelques  indications  sur  les  transformations 
infinitésimales  et  montre  comment  leur  considération  conduit  aux 
cas  les  plus  simples  d'abaissement.  Quelques  applications  intéres- 
santes terminent  ce  paragraphe. 

Les  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires  dont  il  a  été 
question  jusqu'ici  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  équations 
linéaires  aux  différentielles  totales  :  c'est  dans  ce  cas  général  que 
Ton  aperçoit,  grâce  aux  travaux  de  M.  Mayer  et  de  M.  Lie,  toute 
la  portée  des  notions  précédemment  acquises  :  la  notion  de  multi- 
plicateur s'étend  immédiatement,  en  cherchant  encore  une  fonc- 
tion dont  la  différentielle  totale  soit  une  combinaison  linéaire  des 
premiers  membres  des  équations  proposées^  mais  ici,  cette  fonc- 
tion, au  lieu  de  satisfaire  à  une  seule  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles,  doit  vérifier  un  système  de  telles  équations.  On  est  ainsi 
amené  à  la  recherche  des  intégrales  communes  à  un  pareil  système  : 
de  là  résulte  la  notion  de  système  complet,  et,  plus  particulière- 
ment de  système  jacobien  :  grâce  à  cette  notion,  on  obtient,  sous 
une  foi'me  simple,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  système  de  n  équations  aux  différentielles  totales  admette 
n  intégrales  distinctes,  et  l'on  montre  comment,  en  supposant  ces 
conditions  vérifiées,  la  recherche  des  intégrales  du  système  dépend 


a64  PREMIÈRE  PARTIE. 

de  l'intégration  d^un  système  de  n  équations  différentielles  simul- 
tanées, chaque  intégrale  de  ce  système  fournissant  au  moins  une 
intégrale  du  système  proposé.  Enfin  la  théorie  précédente  a, 
encore  ici,  les  liens  les  plus  étroits  avec  la  théorie  des  transfor- 
mations infinitésimales. 

Les  méthodes  exposées  jusqu'ici  permettent,  dans  des  cas  très 
particuliers,  de  trouver  l'intégrale  générale  des  équations  différen- 
tielles; elles  supposent  toutefois  l'existence  de  cette  intégrale: 
démontrer  cette  existence  pour  un  système  d'équations  différen- 
tielles normales,  trouver  une  méthode  qui  permette  de  calculer 
avec  telle  approximation  que  l'on  veut  les  valeurs  des  fonctions 
inconnues  pour  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable, 
tel  est  le  problème  dont  s'occupe  ensuite  M.  Jordan.  Il  reprend 
d'abord,  en  la  précisant  sur  quelques  points,  la  démonstration  que 
l'on  doit  à  Briot  et  Bouquet  du  théorème  fondamental,  et  montre 
comment  ce  théorème  permet  de  définir  les  fonctions  inconnues 
le  long  d'une  ligne,  que  Ton  peut  d'ailleurs  déformer  d'une  façon 
continue,  à  condition  de  ne  passer  par  aucun  point  critique.  La 
détermination  de  ces  points  critiques  est,  en  général,  un  problème 
impossible;  elle  s'obtient  dans  le  cas  où  les  seconds  membres  des 
équations  différentielles  normales  sont  des  expressions  linéaires 
par  rapport  aux  fonctions  inconnues;  les  points  critiques  des  inté- 
grales ne  peuvent  alors  être  différents  des  points  critiques  des 
fonctions  de  la  variable  indépendante  qui  figurent  comme  coefli- 
cients  dans  ces  expressions  linéaires.  M.  Jordan  montre  enfin,  en 
reprenant  les  beaux  exemj)les  traités  par  Briot  et  Bouquet,  com- 
ineiit  on  peut  efiectuer  l'étude  des  intégrales  aux  environs  de  leurs 
])oints  critiques. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  tout  entier  aux  équations  diflc- 
renliclles  linéaires.  L'auteur  établit  d'abord  les  propriétés  essen- 
tielles du  système  d'équations  de  la  forme 

. h  (lii  .ri  -+•  ili^Xi  4-  ...  4-  QinXn  =  O, 

(f  =  I,  9,   .  .  .,  /l), 

OÙ  ,v^^  .r.j,  .  .  . ,  ./',/  sont  les  fonctions  inconnues  de  la  variable  in- 
(b''p(»n(lanle  .r  el  I«s  </,y  des  fonctions  données  de  cette  mémo 
variable;  il  dclinil  les  solutions  indépendantes,  montre  que  celles 
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'^i^'t'on  cûnnait  permettent  de  réduire  le  problème  de  l'intégra- 
tion, traite  le  cas  où  le  second  membre,  au  lieu  d'être  zéro,  est 
une  fonclion  connue,  introduit  cnnn  la  notion  de  s^stf^ine  adjoint  : 
les  mêmes  questions  élémenraires  sont  reprises  pour  les  équations 
diirércnlielleslincairGid'ordrequelconqueàunc  seule  inconnue.  Le 
cas  des  coerfieients  constants  est  traiti'-  par  la  mélliode  d'Euier  et  par 
celle  de  Cauclij.  Sons  ce  titre  :/;(/('^>'/a(/on/)rtr/eiSP/(W,  M.Jordan 
aborde  ensuite  l'étude  des  théories  qui  ont  leur  point  de  dc^parl  dans 
les  M^-moires  classiques  de  M.  Fuclis:  il  établit  en  premier  lieu  la 
Ibroie  que  l'on  peut  donner  aux  intégrales  dans  le  voisinage  d'un 
point   critique,  introduit  la   notion   d'inlégiales  régitliè 


pour  que  l'équation 


donne  les  conditions  nécessaires  et  suCflsanLes 
différentielle  proposée  admette,  aux  environs  d'un  point,  un  s 
lime  d'intégrales  indéjtcndantes,  taules  régulières;  puis,  après 
avoir  donné  quelques  indications  sur  la  l'a<;ou  dont  on  peut  déter- 
miner la  valeur  finale  d'une  intégrale  quelconque  lorsque  la 
variable  indépendante  décrit  une  ligne  donnée,  il  développe  la 
notion  s!  importante  du  groupe  d'une  équation  différentielle 
linéaire.  La  connaissance  du  groupe  permet  tout  d'abord  de 
reconnaître  si  l'équation  est  irréductible  ou  non  ;  il  en  est  ainsi 
suivant  que  le  groupe  de  Téquation  est  primaire  ou  non  :  M.  Jordan 
indique  la  voie  quil  faut  suivre  pour  arriver  à  cette  distinction. 
Il  s'occupe  ensuite  de  la  rccberclic  des  é(|uatIons  différentielles 
dont  toutes  les  intégrales  sont  algébriques  :  on  obtient  d'abord 
sans  peine  la  forme  générale  des  équations  dont  les  intégrales  sont 
partout  régulières,  les  équations  cbercbécs  doivent  évidemment 
satisfaire  à  cette  condition;  mais  il  faut,  en  outre,  que  les  substi- 
tutions du  groupe  soient  eu  nombre  lini.  Cette  dernière  condition 
est  d'ailleurs  suffisante;  M.  Jordan  donne  quelques  indications 
sur  les  conséquences  au\quclles  elle  conduit,  conséquences  qu'on 
ue  saurait  développer  iudépcudammeut  d'une  eiposilîon  détaillée 
des  principes  de  la  théorie  des  substitutions.  H  s'arrête  ensuite  sur 
le  cas  plus  facile  où  toutes  les  intégrales  doivent  r^lre  rationnelles, 
sur  le  cas,  traité  par  M.  Halphen,  où  toutes  les  intégrales  sont 
partout  régulières  et  sont  monodronics  dans  toute  région  du  plan 
qui  DC  contient  pas  un  point  déterminé,  etenfin  sur  les  équations, 
également  considérées  par  M.  Halphen,  dont  les  ooeflîcients  sont 
des  polluâmes  tels  que  le  premier  soît  de  degré  au  moins  égal  à 
'.  dti  SeicHcea  malhem..  i'  série,  t.  M.  (DL'cciiilnr  1887,)  ... 


celui  dei  Hiilrcs,  et  dont  les  intégrales  n'admettent  pas  d'aulrct 
polnls  c  iques  cgtio  des  jiAli^s,  ce  que  les  m^'iliodes  précédcmincnt 
diWeto       f!»  (lermeilMit  de  ri^connaïtre. 

La  erchc  des  «équations  dilTércnticlles  du  second  ordre  i 

i»  régulii>res  et  n'admet  tant  que  Iroii  points  criliquescoo- 

duu,  j  lu  voie  In  plus  naliirclle,  »  la  célèbre  équation  de  Gauss. 
M.  Jordan  montre  comment  on  parvient  aux  vingt-qualre  déve- 
loppements en  sf^rie.i  li^pergi^ométriques  qui  vitrifient  relie  équii- 
tiun,  et  comment  on  établit  les  relations  linéaires  qui  existent 


entre  eux;  il  donne  cnP" ' 

ment»  eu  s^-rie  qui  pruc 
triques,  en  particulier  suivant 
de  l'équation  de  Besscl  cl  de 
termine  cetle  Section. 

La  suivante  est  consncn 
définies.  Un  exemple  d'une 


"  indications  sur  Jes  développe- 
nt des  pol^nâmes  hvpergéoniè- 
ol^nômes  de  Legendre.  L'élude 
les  équations  qui  s'^'  ratiacheni 

ntégration   par  des  intégrales 
c  portée  est  donné  par  t'éqiu 


I 


iiii  Ç  est  une  constante  et  Q(x),  R(:r)  deux  polluâmes,  tels  que 
l'un  des  polynttines  Q(-r),  xR(^)  soit  de  degré  n,  et  l'autre  de 
de^ré  égal  ou  inférieur.  Cette  équation  contient  l'équation  de 
(.'■auKS  comme  cas  trtSs  particulier.  On  la  vérifie  en  posant 


-.A- 


^)t-'rfu, 


li  éluiil  déterminé  par  la  condition 

si  lu  ligne  d'intégration  L  est  un  contour  fermé,  tel  que  la  fonc- 
li»n 
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reprenne  sa  valeur  inilîale  lorsqu'on  revient  au  point  de  départ, 
où  si  L  est  une  ligne  telle  que  V  s'annule  à  ses  deux  extrémités. 
On  peut  obtenir  ainsi,  en  variant  les  lignes  d'intégration,  n  inté- 
grales particulières  distinctes,  au  moven  desquelles  on  parvient  à 
déterminer  le  groupe  de  l'équation.  Dans  le  cas  particulier  où  les 
racines  «r,  6,  c,  ...  de  Q(w)  sont  finies  et  inégales,  les  intégrales 
particulières  de  l'équation  sont  fournies  par  la  formule  simple 

I  =    r i^u  —  a)-^--^{u  —  bp-K  ,  Au  —  x)\-^  du, 

où  L  est  un  contour  fermé  quelconque,  tel  que  la  fonction  à 
intégrer  reprenne  sa  valeur  initiale  après  l'avoir  décrit;  si  a,  P, 
. . .,  Ç  sont  réels  et  rationnels,  I  est  une  période  d'une  intégrale 
abélienne. 

L'équation  diflerenlielle  de  Laplace  s'intègre  d'une  façon  toute 
semblable.  M.  Jordan  s'arrête  sur  l'équation 

dn       .  d\ 

Or-f--  -i-(2/l-f-l)-y-  -^  Xi  =0, 

dx^  dx 

qui  en  est  un  cas  particulier  et  qui  s'intègre  au  moyen  des  fonc- 
tions de  Bessel  :  cette  équation  lui  donne  occasion  de  faire  une 
intéressante  digression  sur  les  intégrales  eulériennes,  et  lui  fournit 
un  bel  exemple  de  la  reclicrche  d'une  valeur  asvmptotique. 

La  dernière  Section  de  ce  Chapitre  se  rapporte  aux  équations 
linéaires  à  coefficients  univoques  et  doublement  périodiques,  et  à 
intégrales  univoques,  équations  auxquelles  M.  Jordan  attache  le 
nom  de  M.  Emile  Picard.  L'auteur  montre  qu'on  peut  les  intégrer 
au  moyen  des  fondions  doublement  périodiques,  et  traite, 
comme  application,  de  l'équation  de  Lamé,  de  façon  à  obtenir 
quelques-uns  des  résultats  essentiels  que  l'on  doit  à  M.  Hermite. 

Le  Chapitre  III  est  relatif  aux  équations  aux  dérivées  partielles. 
Après  quelques  préliminaires  indispensables,  M.  Jordan  expose 
la  démonstration,  donnée  par  M™**  de  Kowalewski,  du  théorème 
de  Cauchy  sur  l'existence  des  solutions,  d'un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles.  Passant  ensuite  aux  équations  du  premier 
ordre,  il  traite  d'abord  des  équations  linéaires;  puis,  après  avoir 
introduit  les  notions  d'intégrale  complète  et  d'intégrale  générale, 
il  aborde  le  problème  de  l'intégration  par  la  méthode  des  carac^ 
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téristiques,  que  M.  Darboux  a  développée  dans  son  Mémoire  sur 
les  solutions  singulières  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Il  semble  bien  que  cette  méthode,  en  raison 
de  l'interprétation  géométrique  quelle  comporte,  et  qui  en  éclaire 
les  diverses  étapes,  doive  être  en  effet  exposée  avant  les  autres. 
M.  Jordan  la  fait  suivre  de  la  première  méthode  de  Jacobi,  celle 
qui  se  relie  aux  équations  canoniques,  et  par  là  aux  équations 
générales  de  la  Dynamique,  qui,  d^ailleurs,  ne  diffère  pas  au  fond 
de  la  méthode  d^intégration  qui  porte  le  nom  de  Cauchy.  La 
seconde  méthode  de  Jacobi,  dans  laquelle  on  considère  successi- 
vement une  série  de  systèmes  d'équations  différentielles,  dans 
chacun  desquels  il  suffit  de  déterminer  une  seule  intégrale,  et  qui 
s'applique  immédiatement  à  la  recherche  des  solutions  communes 
à  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées,  est  déve- 
loppée ensuite  avec  les  perfectionnements  si  importants  que  lui 
ont  apportés  MM.  Mayer  et  Lie.  M.  Jordan  termine  enfin  l'étude 
des  équations  du  premier  ordre  en  cherchant  la  forme  générale 
des  fonctions  Z/,  X/,  P/,  p  telles  que  l'on  ait  identiquement 

clZ  —  P,  d\i  —  P,  rfX,— . . .  -  P«  d\n 

=  p(dz  —  pi  dxi  —  Pi  dxi~ . . ,  —p„  dx„), 

et  en  donnant  quelques  indications  sur  les  transformations  de  con- 
tact. 

Pour  ce  qui  est  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  Tautcnr  traite  d'abord  quelques  cas  particuliers  :  ainsi  il 
s'occupe  successivement  de  Téquation  d'Euler 

d^z  ,    d^z  d^z 

ox^  ôx  Of  Oy^ 

OÙ  Uy  i,  c  sont  des  constantes;  de  Tcquation  analogue  où  a,  6,  c 
seraient  des  fonctions  de  x  et  de  y^  et  où  le  second  membre,  au 

dz    dz 

lieu  dV'lre  nul,  serait  une  fonction  de  x,  jk?  t~»  t->  pl"s  particuliè- 
rement de  Téqualion  de  Laplace 

r)2  z  f)z        _ ,  dz         ^  ^ 


()x  Oy  âx  ()y 

où  M,  N,  P,  Q  sont  des  fonctions  de  x  et  y  seulement,  équation 
pour  laquelle  il  signale  la  double  série  de  cas  d'intégrabililé;  de 
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l'équalion  de  Lîouville 


enfin  de  Téquation  des  surfaces  minima.  11  inlroduit  ensuite  la 
notion  d'intégrale  intermédiaire  et  en  fait  une  application  à  l'équa- 
tion des  surfaces  développables.  Il  consacre  enfin  une  importante 
Section  aux  beaux  exemples  d'équations  linéaires  à  coefficients 
constants  qui  jouent  un  rôle  si  considérable  dans  la  Physique  mathé- 
matique. 

Après  quelques  considérations  générales  sur  la  réduction  du 
problème,  M.  Jordan  montre  comment  on  peut  profiter  de  la 
forme  linéaire  des  équations,  lorsqu'on  en  a  obtenu  une  infinité 
de  solutions  particulières,  pour  en  déduire  une  solution  qui  se 
présente,  dans  certains  cas,  sous  la  forme  d'une  intégrale  multiple 
dont  le  champ  d'intégration  est  arbitraire  et,  dans  d'autres  cas, 
sous  la  forme  d'une  série  illimitée  à  coefficients  arbitraires,  com- 
ment enfin  on  peut  utiliser  l'indétermination,  soit  du  champ  d'inté- 
gration, soit  des  coefficients  de  la  série,  poursatisfaireauxconditions 
aux  limites.  Les  problèmes  auxquels  ces  méthodes  sont  appliquées 
sont  les  suivants  :  Propagation  de  la  chaleur  dans  un  milieu  indéfini  ; 
propagation  du  son  ;  problème  de  Cauchy  ;  propagation  de  la  chaleur 
dans  une  barre  indéfinie  dans  un  sens  ;  cordes  vibrantes  ;  refroidisse- 
ment d'une  barre  hétérogène;  équilibre  de  température  d'une 
sphère;  équilibre  de  température  de  l'ellipsoïde;  refroidissement 
d'une  sphère.  La  question  à  laquelle  M.  Jordan  donne  le  nom  de 
problème  de  Cauchy  est  la  suivante  :  Déterminer  les  fonctions  U, 
V,  . . .  des  variables  t,  œ,  y^  z,  qui  satisfont  d'une  part  a  un  sys- 
tème d'équations 

ayant  pour  premiers  membres  des  fonctions  linéaires  à  coeflî- 
cienls  constants  de  U,  V,  ...  et  de  leurs  dérivées  partielles,  et, 
d'aulre  part,  aux  conditions  initiales,  pour  f  =  o. 


V  =  '^{j-^y.z),  -~  =^Oi{x,x,z), 


dt 
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Le  problème  du  refroidissement  d'une  barre  liélérogène  offre 
roccasion  dVlablîr  les  résultats  importants  que  Ton  doit  à  Sturm 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  du  second 
ordre. 

Les  derniers  problèmes  cilés  plus  haut,  par  le  rôle  essentiel 
qu'y  jouent  les  fonctions  de  Laplace,  de  Legendre  et  de  Lamé,  les 
fonctions  elliptiques,  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire, offrent  un  haut  intérêt  analytique. 

Le  Chapitre  IV^  et  dernier  est  consacré  au  calcul  des  varia- 
tions. Après  avoir  défini  les  variations  successives  d'une  fonction 
^[^yy^y  ...,j'^"*>  :;,  z\  . . .,  z^"\  . ..]  de  la  variable  indépendante 
j.-i  des  fonctions  y^,  z,  ...  de  cette  variable  et  de  leurs  dérivées, 
comme  le»  différents  termes  du  développement,  suivant  la  formule 
de  Tovlor, 

auquel  on  parvient  quand  on  remplace  y  y  ^,  ...  par  j^-j-er^, 
^  -H  CS)  •  •  •?  £  désignant  une  constante  infiniment  petite,  M.  Jordan 
montre  comment  on  peut  délcrmincr  les  variations  successives 
d^une  intégrale  définie  simple  ;  après  avoir  prouvé  que,  pour  qu'une 
telle  intégrale  soit  maximum  ou  minimum,  sa  variation  première 
doit  s'annuler  pour  tout  système  de  variations  des  fonctions  in- 
connues et  (les  limites  de  l'intégrale  compatibles  avec  les  con- 
(lilions  (lu  problème,  il  établit  les  équations  différentielles  qui 
I(iiiriiiss(înL  lu  solution  (\c.  ce  ])robl(.'nie,  quand  toutes  ces  varia- 
lions  sont  arbitraires,  é(|uations  qui  se  ramènent  à  un  SNStème 
(•anoni(|ne,  ainsi  (|ue  Jacobi  Ta  montré;  il  examine  ensuite  les 
(liveises  restrictions  (|ni  j^envenlêtre  apportées  aux  variations,  tant 
(les  lonelions  inconnues  que  des  limites  de  1  intégrale,  et  développe 
les  applicalions  suivantes  :  conditions  pour  cpie  Texpression 
'^[.7*,  .r,^)',  «.«.  .1'^'"  4  -î  z\  ...»  c  "',  . . .]  soil  la  dérivée  exacte 
(l'une  fonction  «y  de  */•,  v,  v',  . . .,  v^'"~  *  *,  :?,  z\  ...,  :;^"~*\  ...; 
Iranslorniation  des  é(|nations  générales  de  la  Dynamique,  brachis- 
toclirones,  lignes  géodésiqiies,  en  particulier,  lignes  géodésiqucs 
(l(i  rdlipsoïde  et  ])rlnci|>ales  pi-opriétés  de  ces  courbes;  problème 
(les  isopcrinu'tres.  .M.  Jordan  passe,  dans  la  Section  suivante,  à 
l'étu(l(!  (le  la  variation  seconde.  11  montre  d'abord  qu'on  peut 
toujours  snj)|)oser  que,  dans  la  lonction  qui  figure  sous  le  signe 
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de  l'intégrale  définie  et  dans  les  équations  différentielles  que 
les  fonctions  inconnues  peuvent  être  assujetties  à  vérifier,  ces 
fonctions  inconnues  ne  soient  engagées  qu'avec  leurs  dérivées 
premières.  Le  système  d'équations  différentielles  auquel  on  est 
conduit  en  annulant  la  variation  première,  jointes  aux  équations 
différentielles  de  condition,  peut,  en  général,  être  remplacé  par  un 
système  canonique.  En  transformant  la  variation  seconde,  on  par- 
vient à  une  première  forme  des  conditions  pour  l'existence  effective 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum.  Les  propriétés  des  systèmes 
canoniques  permettent  d'établir  une  nouvelle  transformation  de  la 
variation  seconde,  d'où  résultent,  sous  leur  forme  la  plus  simple, 
les  caractères  des  maxima  et  des  minima.  Enfin  M.  Jordan  donne 
quelques  indications  sur  la  variation  première  des  intégrales  mul- 
tiples ;  il  se  sert  de  la  forme  que  M.  Ostrogradski  a  donnée  à  cette 
variation  pour  la  transformer  au  moyen  de  l'intégration  par  parties 
et  parvenir  aux  équations  aux  dérivées  partielles  qui  expriment 
qu'elle  est  nulle;  comme  application,  il  traite  des  surfaces  minima 
et  de  la  forme  d'équilibre  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase  de 
forme  donnée. 

Il  nous  reste  à  parler  de  l'Appendice  par  lequel  M.  Jordan  a 
terminé  son  bel  Ouvrage.  Il  se  rapporte  aux  points  délicats  de  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle  et  d'une  variable  ima- 
ginaire. Ces  points  n'avaient  pas  été  touchés  dans  le  premier 
Volume  et,  par  suile,  quelques  démonstrations  prêtaient  à  des 
objections,  qu'il  est  facile  de  lever  en  introduisant  quelques 
notions,  qui  sont  aujourd'hui  familières  à  tous  les  géomètres. 
Ce  sont  ces  notions  que  M.  Jordan  commence  par  rappeler  :  il 
débute  par  le  concept  de  nombre  irrationnel,  fondement  néces- 
saire de  ridée  de  limite;  les  notions  de  continuité,  de  limites 
supérieure  et  inférieure  sont  précisées  avec  une  entière  rigueur; 
elles  suffisent  à  établir  un  théorème  de  M.  Darboux  relatif  à  l'inté- 
gration des  fonctions  discontinues,  et  à  en  déduire  les  consé- 
quences essentielles,  relatives  aux  fonctions  intégrables.  L'auteur 
passe  de  là  à  la  définition  des  fonctions  à  variation  limitée  :  on  sait 
le  parti  qu'il  a  tiré  de  cette  notion  dans  ses  belles  recherches  sur 
la  série  de  Fourier.  Les  propriétés  des  fonctions  continues  de  ne 
pouvoir  changer  de  signe  qu'en  s'annulant  et  d'atteindre  leurs 
limites  supérieure  et  inférieure  dans  un  intervalle  donné  permet- 
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tent  ensuite  d*établir  rigoureusement  le  théorème  de  Rolle  sans 
supposer  la  continuité  de  )a  dérivée.  M.  Jordan  signale  Fexemple 
que  Ton  doit  à  M.  Weierstrass  d*une  fonction  continue  qui  n^admet 
point  de  dérivée  et  montre  que  cette  fonction  a  une  variation  illi- 
mitée dans  tout  intervalle.  Enfin  la  notion  de  fonction  implicite 
est  exposée,  dans  toute  sa  généralité,  avec  les  détails  qui  convien- 
nent. 

M.  Jordan  passe  ensuite  à  la  notion  de  courbe  continue^ 
considérée  comme  Fensemble  des  points  repi'ésentés  par  les  équa- 
tions 

où/et  ^  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  /;  sila  courbe 
est  fermée  et  sans  point  double,  elle  partage  le  plan  en  deux 
régions  dont  Tune  est  dite  intérieure  et  l'autre  extérieure  à  la 
courbe  :  celte  proposition,  que  Ton  admet  habituellement,  est 
•dise'/,  malaisée  à  établir  lorsqu'on  ne  veut  pas  faire  appel  à  l'intui- 
tion géométrique;  mais  il  semble  bien  que  l'auteur  ait  eu  raison 
Ait  n'y  arrêter,  puisqu'il  est  impossible  de  se  représenter  une 
courbe  avec  le  degré  de  généralité  qu'il  a  voulu  conserver.  L'émi- 
«ent  géomètre  s'occupe  après  cela  des  conditions  pour  qu'une 
courbe  soit  reclifiable  ou  quarrable.  Relativement  aux  fonctions 

d'une  variable  imaginaire,  il  insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  où 

\  f( z) 
l'on  est  de  supposer  dans  la  définition  que      .S*    tende  uniforme- 

ment  vers  la  dérivée  y'( 3);  il  reprend  ensuite  la  notion  d'intégrale, 
afin  d'établir  en  toute  rigueur  le  théorème  de  Caucliy,  en  se 
plarant  au  même  point  de  vue  et  en  usant  des  mêmes  considéra- 
tions que  précédemment  pour  les  courbes  continues.  Enfin,  après 
avoir  donné  un  exemple  d'une  fonction  admctlant  une  ligne  con- 
liniie  de  |)oints  critiques,  il  reproduit,  en  les  coniplclant  sur 
cpielqucs  points,  les  résultais  de  la  belle  analyse  de  M.  Hcrmite 
relative  à  l'intégrale 

prise  le  long  de  la  ligne  déterminée  L. 

H  ne  nous  appartient  assurément  pas  de  faire  l'éloge  du  Livre 
de  M.  Jordan,  et  il  serait  d'ailleurs  difficile  de  le  faire  comme  il 
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■-  iiii  ne  peut  s'empôcher  de  dire  que  l'auteur  s'est 
r.i,'iilièivmenl  élevée  de  la  tâche  qu'il  aentreprise  et 
'  lin.  ei  d'admirer  l'art  extraordinaire  avec  lequel  il 
r,  eu  lin  petit  nombre  de  pages,  une  aussi  grande 
i.'iii'iiiniK.  Il  a  exposé  les  tliéories  en  leur  laissant 
cit'gri'  dii  généralité  et  il  semble  qu'il  soit  ainsi  par- 
tner aux  démonstrations  leur  forme  la  plus  simple. 
Ws  soit  permis,  en  terminant,  d'exprimer  un  regret. 
Ifltciir  a-L-il  été  aussi  avare  de  renseignements  bibtio- 
bfrtpnurquoi  n'a-t-il  pas  mis  au  bas  des  pages  les  titres 
ixquelsil  ne  pouvait  manquer  de  songer  en  écrivant 
fSi  haut  que  M.  Jordan  place  l'idéal  de  l'enseignement, 
tofois  reconnaître  que  son  Livre  n'est  pas  strictement 
eet  qu'il  rendra  des  services  (des  services  considérables, 
krons  bien  l'ajouter)  à  ceux  qui  étudient  les  Mathéma- 
n'aj-ant   plus   ia  perspective  d'un  examen   à   passer. 
H,  quelques  brèves  indications,  permettant  de  remonter 
t  pas  été  inutiles.  J.  T. 


L).  ~    \.\  GÉOUKTHIE  GRECQUE,   COIINF.NT  SON  niSTOIMK  NOIS 

B  ET  CK  uuE  NOUS  KM  BAVONS,  cssai  critique.  1"  Partie  ; 
(  géiiértUe  lie  la  Géométrie  dliSmeitlaii-e.  —  t88  |i.  i,'r.  in-ii.  Puiis, 
BT-Viliars,  1M87. 

g  Volume  est  formé  par  la  réunion  des  articles  que  l'auteur  a 

U,  depuis  avril  i8S5,  dans  le  JitiUetin  des  Sciences  malfié- 

,  sur  riiistoîre  de  la  Géométrie  grecque.  Nos  lecteurs  ont 

Vi>«ndre  compte  eu  effet  que  ces  arliclcs  ne  formaient  pas  dcn 

.  isolés,  mais  bien  des  Chapitres  successifs  d'un  même 

se  développant  suivant  un  plan  nettement  arrêté  à  l'a- 

tel  utilisant  des  matériaux  réunis  depuis  longtemps. 

(  premiers  essais  de  l'auteur  sur  l'histoire  des   Mathéma- 

ais  qui  ont  paru  dans  les  Mémoires  de  ta  Société  des 

W/dences  physiques  ft  nataielies  de  Jiordeaux,  depuis  187G,  et 

i  ont  été.  de  bonne  heure,  hautement  appréciés  par  les  juges 

iompélcnls,   n'indiquaient  pas   la    voie   dans  laquelle  il   devait 


l'HF.MlRlIE  l'AUTIl-. 

it  d'établir  rigoiireuseiiicnl  k>  ihéotùme  de  HoDc  sani 

supi  :(iiilinuilâ  fit;  In  (ii'-rivée.  M.  Jordan  signule  l'exuniple 

que  l'on  à  M.  Wcîfrrstrass  d'iiDe  foDction  continue  (jiit  n'admft 

point  (  rivée  et  montre  que  cette  l'onction  a  une  varintiun  illi- 
iliit''-E  "^  :oul  inlt^rviilti;.  Enfin  lu  noliiii)  de  fonction  imi)t!citC' 
est  ex|  dans  toute  sa  j^éuL-ralilû,  avec  les  détails  qui  < 

nent. 

M.   Jordan    piissr    enstiilc    à    In    nuli')n    de    courbe    cniitinne, 
considérée  comme  l'ensemble  des  point*  i-epiéscnlés  par  les  équa- 


tuinti 


J- =/('), 


oi'i/et  !p  sont  dos  fonctions  continues  de  ta  variable  f;  sila  courbe 
est  fermée  et  suns  point  double,  elle  partage  le  plan  en  deux 
régions  dont  l'une  est  dite  intérieure  et  l'autre  extérieure  à  la 
courbe  :  cette  proposition,  que  l'on  admet  habituellement,  est 
nsse;^  malaisée  ù  établir  lorsqu'on  ne  veut  pas  faire  appel  à  l'intui- 
tion géométrique;  mais  il  semble  bien  que  l'auteur  ait  eu  raison 
de  s'y  arriiter,  puisqu'il  est  impossible  de  se  représenter  unp 
courbe  avec  le  degré  de  généralité  (pi'il  a  voulu  conserver,  L'émi- 
nent  géomètre  s'occupe  après  cela  des  conditions  pour  qu'une 
courbe  soil  rectifioble  ou  quarrable.  Relaliveuient  aux  fonctions 
d'une  variable  imaginaire,  il  insiste  avec  raison  sur  la  nécessité  où 
l'on  est  de  supposer  dans  !a  déOnition  que  '    tende  uniformé- 

ment vers  la  dérivée /"(:);  il  reprend  ensuite  la  notion  d'intégrale, 
afin  d'établir  en  toute  rigueur  le  tbéorème  de  Caucliy,  en  se 
plaçant  au  mémo  point  de  vue  et  en  usant  des  mêmes  considéra- 
lions  que  précédemment  pour  les  courbes  continues.  I^nfin,  après 
avoir  donné  un  exemple  d'une  fonelion  admettant  une  ligne  con- 
tinue de  points  crititfues,  il  reproduit,  en  les  complétant  sur 
(pielques  points,  les  résultats  de  la  belle  analyse  de  M.  Hcrmite 
relative  ù  l'intégrale 

J,  0,7,  =  )" 


■'di. 


prise  le  long  de  la  ligne  délerminée  L. 

Il  ne  nous  appartient  assurément  pas  de  faire  l'éloge  du  Livre 
de  M.  Jordan,  et  II  serait  d'ailleurs  difficile  de  le  faire  comme  il 
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entrer  pour  son  premier  Livre  sur  la  matière.  Alors  M.  Paul  Tan- 
nery  essayait  de  restituer  des  méthodes  antiques  perdues  ou  mal 
interprétées;  il  tentait  de  rectifier  des  idées  erronées,  mais  cou- 
rantes, sur  le  caractère  de  la  Mathématique  ancienne,  ou  il  éluci- 
dait quelque  point  obscur  de  doctrine;  parfois  il  ajoutait  certains 
développements  personnels.  En  somme,  dans  ces  travaux,  où  la 
divination  jouait  d'ailleurs  un  grand  rôle,  le  mathématicien  domi- 
nait sur  rhistorien. 

On  aurait  donc  pu  attendre  de  l'auteur  une  étude  complète  et 
approfondie  sur  la  Géométrie  grecque,  en  lant  que  géométrie, 
mais  il  n'a  rien  tenté  de  semblable,  et,  dès  les  ])remières  lignes  de 
la  Préface,  il  déclare  que  qui  veut  connaître  ce  qu'était  réellement 
cette  Géométrie  doit  aller  l'étudier  dans  les  écrits  mêmes  d'Eu- 
clide,  d'Archimède,  d'Apollonius  et  de  Pappus.  Il  est  peut-être 
permis  de  faire  de  sérieuses  réserves  à  l'encontre  de  cette  décla- 
ration :  j'admets  qu'aucun  travail  moderne  ne  puisse,  pour  les 
questions  de  forme,  suppléer  les  textes  originaux,  mais  sans  doute 
il  pourrait  donner  des  notions  exactes  et  suffisantes  sur  ces  ques- 
tions, au  moins  pour  ce  qu'elles  ont  de  vraiment  important. 
D'autre  part,  le  fond  est-il  tellement  inséparable  de  la  forme 
qu'on  ne  puisse,  sans  habiller  Archimède  ou  Apollonius  à  la  mo- 
derne, donner  une  idée  claire  de  leurs  travaux,  faire  qu'en  somme 
leurs  noms  puissent  rc{)résenlcr,  pour  Féludlant  en  Mathéma- 
tiques, autre  chose  qu'une  légende  incertaine  on  une  idée  fausse? 

L'insuccès  de  telle  Icntalive  récente  dans  ce  sens  ne  doit  pas 
faire  préjuger  l'impossibilité  de  la  tâche,  et,  sans  aucun  doute, 
M.  Paul  ïannerv  est  mieux  préparé  que  tout  autre,  au  moins  en 
Franco,  pour  l'accomplir.  Souhaitons  donc  qu'il  ne  s'y  dérobe  pas 
toujours  ou  qu'au  moins  il  ne  décourage  pas  ceux  qui  voudraient 
essayer  un  pareil  travail. 

En  tout  cas,  le  volume  aujourd'hui  complété  est  purement  his- 
lorique,  et  le  mathématicien  s'est  presque  entièrement  efiacé. 
Cette  évolution  de  l'auteur  commençait  à  s'accuser  dans  les  pre- 
miers articles  de  lui  qui  ont  été  insérés  dans  le  Bulletin,  à  partir 
de  1879.  Aujonrd'bni  elle  semble  achevée  et  elle  nous  vaut,  sous 
une  forme  spéciale  (la  critique  des  sources  de  l'histoire  de  la  Géo- 
métrie élémentaire  chez  les  Grecs),  Texposé  le  plus  fidèle  <|tt*ft:|[^ii 
ait,  soit  en  France,  soit  à  l'étranger,  de  ce  que  l'on  SAÎt  cy 
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t\ac  l'on  soupçonne  seulfineiit  sur  l'origine  «t  les  progrè>i  succes- 
sifs de  cette  pnrtie  de  la  Science  dans  l'antiquité. 

Quoique  l'auteur  se  taise  à  ce  sujet,  l'idée  du  Livre  s'est  certaine- 
ment dégagée  pour  lui  du  cours  libre  qu'il  a  professé  pendant  les 
années  1884  et  i8Sj,  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  sur  l'his- 
Toire  des  Mathématiques.  Dans  ce  cours,  qui  a  embrassé  renscmblc 
de  l'Arithmétique,  de  la  Géométrie  et  de  l'Algèbre  depuis  leur 
origine  jusqu'au  siècle  dernier,  la  partie  la  plus  originale  a  été 
sans  contredit  la  seconde,  et  les  quelques  auditeurs  qui  oui  pu  le 
suivre,  comme  moi,  retrouveront  dans  le  volume  qui  vient  de 
paraître,  amplement  développées,  appuyées  de  preuves  décisives 
el  de  faits  nouveaux,  les  idées  qu'ils  ont  entendu  succiiicIemenL 
exposer. 

La  forme  spéciale,  critique,  que  j'ai  indiquée,  est,  sans  aucun 
doute,  la  mieux  appropriée  au  tempérament  propre  de  l'auteur. 
Elle  ofl're,  au  point  de  vue  de  la  composition,  des  défauts  sur  les- 
quels il  est  inutile  d'insister.  Le  lecteur  qui  clicrchc  une  histoire 
de  la  Géométrie  et  qui,  quoique  RL  Tannerv  se  défende  d'avoir 
essayé  de  l'écrire,  la  trouvera  de  fait  aussi  accomplie  qu'elle  peut 
l'être  aujourd'hui,  pourra  cependant,  dès  l'abord,  être  quelque  peu 
déconcerlé   de    trouver  comnu;  cadre  une  analyse  raisonnée  du 
commentaire  de  Proclus  sur  Euclidc  et  d'avoir  à  suivre  l'auteur 
dans  une  série  de  digressions,  toutes  sans  doute  intéressantes  et 
instructives,  mais  qui  ne  le  ramènent  au  but  qu'après  de  nombreux 
détours.  Je  me  hfite  d'ajouter  qu'en  regard  de  ce  défaut  le  plu 
suivi  offre  de  sérieux  avantages  :  nous  sommes  introduits  de  pûtn- 
nied,  et  sans  aucun  mystère,  dans  les  méthodes  historiques;  am 
apprenons  à  pratiquer  les  règles  de  la  critique,  à  nous  défier  itw 
cîlalions  et  des  assertions  sans  preuves,  nous  voyons  enfin  mt 
quelle  précaution  il  faut  accumuler  les  arguments  à  l'appiir 
thèses  nouvelles. 

M.  Paul  Tanncry  nous  promet  une  suite  et  au  moins  uaettcmà 
Partie  de  son  Ouvrage  :  d'après  son  plan  même,  il  n'a  p»i|i^ 
tout  ce  qu'il  a  à  nous  apprendre,  mémo  sur  la  Géomiitrieili^ 
luire;  il  lui  rr  =  t,--      -,,. -Lt--  i-,  [>nrrie  du  f/ommcntaîr.'  .f--."^ 
spccialcmen 
■silion^  du  |  ^^^^^^ 

qui-  iLi- 
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Partie;  à  vrai  dire,  sauf  quelques  rares  passages,  celle-ci  esl 
pluldty  à  proprement  parler,  Fœuvre  d*un  philologue  de  profes- 
sioDy  dont  TéruditioD  s'étendrait  d'ailleurs  à  toutes  les  branches 
des  connaissances  humaines,  selon  le  véritable  sens  qu'il  faudrait 
maintenir  au  mot  philologie.  X. 
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Eine  vergleichende  Darstellung  der  Beweise  des  Fundameniai' 
theorems  in  der  Théorie  der  quadratischen  Reste,,,,  fnauguraldisserti- 
tion,  GOttingue. 

BiKLKR  (Albkrt). —  Gemeinichaftliche  Tangenien  und  Polardreieek 
ziveier  Kegelschnitte.  Grcussen  beîm  Verfasser. 
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Xfon  Kurven  und  Fltichen.  i.  Ordnung.'>\\\\l*^diYi,  Mclzicr.  3  M. 
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SECONDE   PARTIE. 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 

ET  PÉIUODIQUES. 

MATHEMATISCllE  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klkin  et  A.  Mayer.  Leipzig, 

i884  (>). 

Tome  XXIV. 

Kupper  (A'.).  —  Sur  les  polygones  de  Sleiner  situés  sur  une 
courbe  du  troisième  ordre,  théorèmes  de  Géométrie  de  posi- 
tion. (i-40* 

Ce  Mémoire  avait  paru  en  1878  dans  les  Mémoires  de  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Bohême,  mais  on  l'avait  négligé  dans  les  travaux  ultérieurs  parus 
sur  ce  sujet.  Il  contient  la  première  théorie  purement  géométrique  de  ces  poly- 
gones. ^ 

Partant  de  deux  principes  géométriques  très  simples,  l'auteur  établit  les  con- 
ditions d'existence  et  les  propriétés  de  ces  polygones.  La  méthode  est  tout  aussi 
simple  que  celle  qui  résulte  de  l'emploi  des  paramètres  elliptiques.  La  dernière 
méthode  offre  peut-être  seulement  l'avantage  de  distinguer  les  éléments  réels 
des  éléments  imaginaires  et  de  caractériser  d'une  façon  plus  précise  les  C,  à  une 
ou  à  deux  branches. 

Voss  (A.).  —  Multiplication  des  séries  absolument  convergentes. 

(4M7)- 

A  la  suite  du  travail  de  Pringsheim  {Math,  Ann.,  t.  \\I).  Fauteur  établit 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'application  de  la  règle  de  Cauchy 


(')  Voir  Bulletin,  X^,  p.  loG. 
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r('liili\('  i'i  lu  iiiiiliplicalioii  tirs  si'rirs  absolument  (*oiivrr;;i.'iil<* 


\  -  v</,,    H  =y  ^, 


u 


ilaii**  l<*  ras  nii  lu  stTÎc  A,  iiii**r  m)ii««  lu  foriiir 
rsl  altsniiiiiiciil  romcrj;cnlo. 

l'o.v.v  (./.)•  —  ^"'"  '*'^  syslrnics  orthogonaux  parallèles.  (48-54). 

hriiinnslralinii  de  la  possibilité  de  faire  correspondre  deux  espaces  à  A  di- 
mensions, en  sorte  (fu'ù  un  système  de  courbes  orlliogonules  du  premier  espace 
(en  rliaque  point  il  y  a  /i  directions)  corresponde  dans  Tautrc  espace  un 
système  orthogonal  parallèle.  I/auteur  examine  d'une  façon  spéciale  le  cas  de 
deux  plans. 

/{o/tn  (A.).  —  Sur  los  surfaces  du  (|uatrièmc  ordre  à  point  triple. 
(54-1  »>i). 

l/auteur  dit  dans  son  lntn>du(  tion  : 

"  Les  surfaces  du  ln»isième  ordre  peuvent  être  traitées  de  bien  des  façoos  cl 
ont  été  examinées  à  dilTér('nt>  points  de  \ue.  On  peut  partir  du  mode  de  gê- 
iiiTtition  };éométri4|ue,  on  peut  prendre  ciinime  point  initial  leur  cquatioo  sous 
forme  normale,  une  souiim^  de  cinq  cube<  é;:alée  à  xéro;  on  peut  aussi  étudier 
les  particularités  auxifuelles  peut  se  >oumeltre  IVquation  générale  de  ces 
surfacci.  iKn»**  »m'  'ien>.  le  pn'init'r  travail  complt-t  à  citer  est  celui  publié  par 
Silil.Hli  d.iii'»  {«^«i  /7m/.»- •/»/*/<•.//  // ////N»/<7/'>;/v  «Ml  i*^'»i.  SiliKitli  détermine  t<»iit«'^ 
b'v  sini:iilanl<-H  ,|ui  pi'u\oii(  ^^  pri«««'iUi"r  >iir  uiu'  >uifaco  du  Iniisièiiic  unln' «l 
t-numèi'i^  lev  dilbii-iiU'»  MiilaiH'»  (|ui  Ic-i  i»nr«nl.  l'n  rc  (]ui  con«"i*rne  les  siirfaf'^^ 
du  qu.itrunu^  i»i\irt\  k>u  piMil  dan^  I»'  mènu'  «Tilro  d'idi*f<  citer  <|uelque>  rcrlicr- 
rlie>:  ni.n>  »0'«  ro»'lnMi  ln'<  n»*  ri'iiirnunl  que  lt'>  sui  faces  a  cmucIk*  dt»nblf  il  I»^ 
vuil.ui'»>  .tN.iiil  \\i\  n-'inbir  dr  {'••mi^  «!ouldf>  «  ;.al  ou  >upérieur  à  dix:  ni«''me 
ilan^  te  c.i<,  K<  i\>  lu  v»  lu  ^  ^l'Ul  eni'"ir  iiu  ••nipli  le-».  «lU  ne  Ci>nnaît  pas  les  équj- 
li«>n«>  dt^v  Ml!  !,no>  qm  «'Oi  lrii/'\  d"U/e.  ••n/«   el  dix  }Kdnts  lioubles  ordinairv* 

>  On  ne  «.«im,4i;  U>  «  .|uau«'ii>i  el  le<  pr- prirlcs  des  surfaces  du  qualriéni»' 
i>r»lir  que  daii-»  le  ra^  l'U  \v  i\i  iiiliir  .i""^  p"inl>  JiiuMe<  ««r-linaires  est  t::al  'a 
««ei.'o.  ijii.n;.'  .*u  .|ualt»r/o.  l.«.  ^  nilu  î«  Iu>  >!»'iil  il  ««".i:;!!  «-iil  t  ir  l.iitos  par  Kumm^r 
./m;.'  !.'',;•  :.'  .  î^  -.  li  îl.n:  J/  •:.;,'<'-•..  1^7.  :  p.ir  l..a\  I.\  i /Vch".  0/ Ih 
I  •;  ;'  ■;  1/ :  ;  . .  >  ■..111  lî.-.n^t  jiii  e  ;i  "  :  :ir  i< -»  <iirf  jrt.>  .i  >t  i/c  p.«ii4ls  d'»uMCî. 
par  lOi'i   ,  1/,:;;.     |-.'...  W  lll 

1>.,M<  to  M  Ml  lîv.  ;  :.î.  }:  î-. -i-.^  vi  .  r»  ^  r  |-  v;r  I-.  ^  "nr-.i-i^  "îu  qn^lrièmo 
.:.i;,  a  î  -i*.  îr.i  !.  .  ;;  •  ".  .:  ! ';:■':  ;  :  S  l.'.il*»  i-iir  1-."^  •'»iildit>  du  iP'i- 
'^..  n:,"  »  r.!:/  l  ^.^  :  .  ■  .  .  ..:  :  ;..i:.  u  : .  :■  t  iii.e.'.  r  U>  p.«rt.';u}dT  itvs  du  piânt 
il  \\  .  ■.,■.;'.;  :,:...  \  :  '  .-. ''>.:^  -'.:■.  ^  :-:  u^c  ni  «u».  ^i- r>  ^^  i«réM"o!cr. 
r -1  r.'.   V.-..    ;    :.  ;  v.   :     \     .■  \.v    >     r    '   ^    ..*.r..r.:t<   :■  :r:,-^   î--»d'Io'  d«r  b 

V.  .'■    .      .    V,    .....;•«.  :       '  '.       ..   -»:•.         -.    •:■    '^   pr'-;'--:'..  n    A*-^  p>*în\^ 

".*«."..  :^  .  L  :-  •-    "  ::■..■•  ;::      ;      "-;•.■    .'    K'i  ••«In*. 
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j'examine  quelques  surfaces  qui  se  présentent  naturellement^  par  exemple  des 
cas  particuliers  de  la  symétroïde.  On  peut  à  ce  sujet  faire  remarquer  qu'une 
partie  des  considérations  ultérieures  s'applique  directement  aux  surfaces  du  /a'»"»« 
ordre  à  point  {n  —  i)"!*'".  En  particulier,  on  peut  établir  1res  simplement  tous  les 
résultats  que  Schlâfli  a  donnés  pour  les  surfaces  spéciales  du  troisième  ordre 
(surfaces  qui  offrent  des  singularités  quelconques)  et  cela  par  la  méthode  ici 
employée  et  appliquée  au  cas  où  la  surface  ne  présente  qu'un  point  double. 

»  Le  iMémoirc  commence  par  quelques  considérations  générales  sur  les  sur- 
faces. Puis  on  s'occupe  des  singularités  de  la  surface  qui  peuvent  se  présenter 
en  supposant  que  le  point  triple  conserve  toute  sa  généralité.  A  cet  examen  se 
rapporte  la  mise  en  lumière  de  la  réalité  et  des  conditions  topologiques  de  lu 
surface.  Il  est  question  ensuite  du  cas  où  le  point  triple  est  particularisé  et  il 
y  a  alors  à  traiter  des  surfaces  où  le  point  triple  se  trouve  sur  une  droite  sin- 
gulière et  enfin  des  surfaces  qui  possèdent  une  droite  triple.  En  tout  cas,  l'au- 
teur examine  les  différentes  formes  que  peut  avoir  la  surface.  Dans  le  dernier 
Chapitre  il  est  question  des  conditions  de  réalité  et  des  cas  particuliers  offerts 
par  la  surface  de  Steiner.  » 

Segre  (C).  —   Sur  les  invariants  simultanés  de   deux   formes 
quadratiques.  (i52-i56). 

Lettre  adressée  à  M.  Rosanes  sur  l'invariant  harmonique  de  deux  formes  qua- 
dratiques à  n  -i-  I  variables. 

Stolz  (C).  —  Sur  les  séries  doubles  infinies.  (1 57-1 71). 

Markojff  (^i.).    —     Démonstration    de    certaines    inégalités    de 
iM.  Tchebj'chef.  (1  7.^-180). 

Théorème.  —  «  Soit  /(-s)  une  fonction  quelconque  de  z  et  une  des 

fractions  convergentes  (  réduites)  de  l'intégrale 


OC  —  ■•# 


la  fonction /( ;ï )  conservant  constamment  le  signe  -h  entre  les  limites  de  l'inlé 
grale,  c'est-à-dire  de  5  =  «  à  -3  =  6.  Soit  encore 

à  conditi(»n  que 

</  ■<  j?,  <1  j?^  <; . . .  -<  x^^  <[ . . .  ■  :',  J*,,. 

Cela  posé,  on  obtiendra  l'inégalité 

{Journal  de  LioitKÙlle,  1^7'!  ).» 

Ilôlder  (O.).  —  Sur  la  théorie  des  séries  Irigonométriqnes.  (181 
s>.  16). 
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I/objct  principal  du  préscot  travail  est  la  démonstralion  du  théorème  sui- 
vant : 

«  Toute  série  triKonomclriquc  qui  définit  une  fonction  intégrable  dans  l'ia- 
tcrvallo  de  —  r  à  + 1:  est  une  série  de  Fouricr,  c'est-à-dire  que  ses  coeflicienls 
sont  exprimés  parles  intégrales  données  par  Fourier.  » 

Comme  il  est  déjà  prouvé  dans  la  démonstration  antérieure  de  Dubois-Kc}- 
mond,  la  question  dépend  du  théorème  suivant  : 

ff  Si  V{x)  est  une  fonction  continue  donnée  de  a  jusqu'à  b  pour  laquelle 
est  une  fonction  intégrable^  alors 


<■ 


est  une  fonction  linéaire  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  a  et  6.  » 

Ce  théorème  est  ici  établi  sous  la  condition  que /(a?)  demeure  compris  entre 
des  limites  finies  et  la  démonstration  re[)ose  sur  ce  théorème  : 

«  Le  second  quotient  différentiel  moyen  d'une  fonction  continue  F(j:) 

„  /o  -4-  ô 


F(^)  -•.!F(^-^)-+-F(a) 


\      •>      . 

est  compris  dans  l'intervalle  des  valeurs  que  prend  entre  a  et  6  Teipression 

.,     ,       ,.          F(3?-f-6)-^F(3r)-hF(x-E) 
/{j;)  rr  hm,    .  -^ i » 

L'aut<;iii'  èlrnd  alors  le  lliéorèino  pritiiilif  au  cas  où  la  fonction  /{x)  devient 
infinie,  loiil  vu  roslaiiL  Inli'jiiraMi'.  Le  lliéorènie  subsiste  encore  même  lorsque 
les  positions,  dans  le  v()isiiiaj;e  destiuelles  la  série  trij^onomélrique  devient  in- 
finie, sont  en  nombre  infini,  si  l'on  snppose  (]ue  ce  nombre  est  un  in/ini  noni- 
hrablc.  Cet  infini  est  al«)rs  IimiJoutn  rvductihie. 

Dans  les  <Ieu\  <lcrni('rs  paraurajdies,  l'auleur  expose  une  condition  qui  doit 
toujours  être  remplie  |>ar  une  foiu  lion  définie  j»ar  une  série  trigonométriquecl 
inléj^rable  dans  un  intervalle  délerniiné. 

Kntin.  il  étudie  la  relation  (]ui  existe  entre  la  série  de  Fourier  et  l'intégrale 
(le  PiMNSon, 

lldvnack  (yl.r.).  —  l'Iirorrines  généraux  sur  la  reJalion  qui  existe 
rnlre  les  fonctions  d'tine  variable  réelle  et  leurs  dérivées. 
Seconde  l^irlie.  (21  "-'>.. V^  ). 

Dans  ce  Mémoire,  rauteur  étend  le^  théorèmes  au\<|uels  il  était  arrivé  dan^ 
Ir  \(duine  précédent  des  Mtitli.  Ann.:  il  examine  particulièrement  les  tlié<irènic> 
londamentaux  du  Calcul  inlé^ral.  Il  >  a  lieu  tout  <rabord  d'étendre  la  définition 
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donnée  par  Riemann  pour  les  intégrales  définies  aux  fonctions  qui  deviennent 
infinies  dans  les  limites  de  l'intégration. 

Lorsque  les  points  où  la  fonction  devient  infinie  sont  en  nombre  fini  ou  con- 
stituent simplement  une  infinité  nombrable,  les  propositions  ordinaires  du 
Calcul  intégral  conservent  leur  valeur.  On  a  toujours  en  particulier  ce  théo- 
rème : 

«  Si  une  fonction  continue  F{x)  admet  la  déri%'éc  intégrablc  F(a7),  on  a 

f     F'(a?)c?x  =  F(a:)-f-c.  » 

Ce  théorème  n'est  plus  vrai  sans  restriction  pour  les  fonctions  continues  dont 
la  dérivée  devient  infinie  en  un  nombre  infini  de  points,  lorsque  ces  points 
constituent  un  infini  de  puissance  supérieure  à  la  première.  Comme  exemple, 
Fauteur  prend  une  fonction  continue,  non  constante,  dont  la  dérivée  est  nulle 
en  général  et  est  infinie  en  des  positions  telles  que  la  somme  des  intervalles  est 
nulle,  mais  que  Ton  n'ait  plus  un  nombre  infini  de  première  puissance.  Au  point 
de  vue  géométrique,  une  telle  fonction  est  figurée  par  un  escalier  sans  change- 
ment subit  des  marches.  On  trouve  là  en  même  temps  des  courbes  pour  les- 
quelles la  longueur  de  Tare  ne  peut  se  trouver  au  moyen  des  règles  ordinaires 
du  Calcul  intégral. 

Ensuite,  on  établit  les  conditions  sous  lesquelles  l'intégrale  du  premier  quo- 
tient difi'érentiel  est  égale  à  une  constante  prés,  à  la  fonction  primitive;  la  même 
question  est  résolue  pour  le  second  et  plus  généralement  pour  le  /i*****  quotient 
diiïércntiel.  En  même  temps  se  trouve  établie  une  base  de  démonstration  du 
théorème,  que  «  toute  série  trigonométrique  qui  définit  une  fonction  intégrable 
est  une  série  de  Fourier».  Le  théorème  est  démontré  dans  le  cas  où  la  fonction 
intégrable  est  partout  finie,  ou  bien  si  ses  positions  d'infini  constituent  une 
masse  finie  ou  d'infinité  nombrable. 

Simony  (O.).  —  Sur  une  série  de  faits  nouveaux  du  domaine  de 
la  Topologie  (avec  deux  planches  lithographiques).  (253-28o). 

IL  Examen  des  phénomènes  présentés  par  un  anneau  non  tordu  et  Hcxiblc, 
à  section  circulaire  lorsque  l'on  coupe  l'anneau  par  une  section  allant  jusqu'à 
son  milieu  et  revenant  enfin  au  point  de  départ. 

m.  Examen  des  phénomènes  présentés  par  l'anneau  lorsque  l'on  fait  une  sec- 
tion le  traversant  de  part  en  part  et  revenant  enfin  au  point  de  départ. 

Staiide  (O.).  —  Représentation  au  moyen  de  paramètres  des  re- 
lations des  fonctions  thêta  à  deux  variables.  (281 -3 12). 

L'auteur  se  propose  dans  ce  travail  de  développer  la  théorie  de  l'inversion 
des  intégrales  hyperelliptiques  du  premier  ordre  sous  une  forme  plus  convenable 
pour  certaines  applications  géométriques  que  les  représentations  employée» 
jusqu'ici.  Pour  y  arriver,  on  introduit  tout  d'abord  une  détermination  uniforme 
pour  les  six  points  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets 
de  genre  deux,  en  sorte  qu'aucun  d'eux  ne  se  trouve  particularisé. 

Puis  l'auteur  s'occupe  du  groupement  caractéristique  des  seize  fonctions  thèla 
relativement  aux  six  points  de  ramification.  Ce  groupement  consiste  en  ce  que, 


lo  SliCONDE  PARTIE. 

des  seize  fonctions,  il  y  en  a  six  qui  répondent  aux  six  points  de  ramification 
pris  séparément,  tandis  que  les  dix  autres  correspondent  aux  dix  combinaisons 
de  ces  points  distribués  en  deux  groupes  de  trois.  Ce  mode  de  groupement 
donne  naissance  à  une  représentation  par  indices  des  fonctions  ihéta.  Un  dernier 
fait,  essentiel  pour  le  développement,  consiste  dans  la  substitution  aux  seize 
fonctions  thêta  de  seize  autres  fonctions  qui  n'en  différent  que  par  un  facteur 
constant;  ces  dernières  correspondent  aux  fonctions  sigma  introduites  par 
Weicrstrass. 

L'auteur  formule  le  problème  de  l'inversion  à  Texemple  de  Rosenhain  de  la 
façon  suivante  :  «  Représenter  les  relations  des  seize  fonctions  thêta  des  deux 
variables  i»,,  v^j  et  des  trois  paramétres  a„,  «„,  a„  comme  fonctions  algébriqufs 
(les  deux  fonctions  variables  indépendantes  ^,,  5,  et  2,,  5,  d'un  domaine  algé- 
brique de  la  forme 

s'=  {a^—z)(a^—z)ia^—z){a^—z){a^—z){a^—z); 

les  relations  ayant  été  obtenues  sous  forme  implicite,  il  faut  en  outre  les  ré- 
soudre d'une  part  relativement  à  i',,  i»^,  d'autre  part,  relativement  à  5,,  #,  H. 
z^t  5,.  De  plus,  on  a  à  exprimer  les  zéros  des  dix  fonctions  thêta  paires  et  les 
zéros  des  dérivées  partielles  des  six  fonctions  impaires,  et  aussi  les  troit  para- 
métres a„,  a„,  a,,  au  moyen  des  six  points  de  ramification  a^,  a,,  ...,  a^  do 
domaine  hyperelliptiquc.  Four  terminer,  l'aulciir  montre  que  ce  domaine  con- 
stitue bien  le  domaine  hyperelliptiquc  général  du  premier  ordre. 

Segrc  (C).  —  Etude  des  différentes  surfaces  du  quatrième  ordre 
à  conique  double  ou  cuspidale  (générale  ou  décomposée)  consi- 
dérées comme  des  projections  de  Tinterseclion  de  deux  variétés 
quadratiques  de  Tespace  à  quatre  dimensions.  (3i5-414)* 

L'uutciir  (loniîo  d'abord,  dans  une  Introduction,  un  exposé  des  différents  Ira- 
Naiiv  (jni  ntil  rté  lails  sur  l«s  surfarcs  du  quatrième  ordre  à  conique  double. 
Puis  il  donne  ime  inclliodc  (jui  rcptjsc  sur  le  théorème  suivant  : 

«  (Jia(|ne  snrfajc  du  ({ualiiènic  ordre  à  conique  double  (ou  cuspidale)  géno- 
ralo  ou  ilcconip<»sé(' on  deux  droites  peut  être  considérée  comme  une  projection 
cenlrale  de  rinlersc(!lion  de  deuv  variétés  quadrati(]ues  ;\  trois  dimcnsionâ  de 
l'espace  à  (|ualre  <liniensions.  » 

Ce  théorème  e>l  un  ras  particulier  d'un  théorème  donné  par  Mein  dans  les 
Gottinger  ISaclirichtcn,   «d  mars  iS-  ». 

Dans  un  espace  linéaire  à  (jualre  «limensions  R^,  on  prend  deux  espaces  qua- 
drati(jues  à  Uois  dimensions;  ils  déterminent  uu  faisceau  d'espaces  quadra- 
Ii<|ues  \'\  (jui  se  roupenl  suivant  une  même  surface  du  quatrième  ordre  T.  En 
jiénèral,  il  y  a  parmi  les  espaces  <]uadratiques  cinq  espaces  ctuiiques  de  pre- 
mière es[)èce,  «  cst-à-dire  fornK's  <le  x'  droites  (|ui  passent  par  un  point  appelé 
sommet.  Dans  des  cas  particuliers,  deux  ou  plusieurs  espaces  cc»ni(|ues  de  pre- 
mière espèce  peuvent  (  oïncider,  ou  bien  encore  le  faisceau  contient  un  ou  deux 
rs|)aees  coni(iuçs  de  seconde  espèce  (faisceaux  de  plans);  un  dernier  cas  est 
celui  où  Icnis  le»  espaces  quadratiques  du  faisceau  sont  des  espaces  coniques. 
Si  l'on  projelle  maintenant  d'un  point  (jueh'on(|ue  V  de  H,  la  surface  Tsurun 
espace  W.  contenu  flan>  It^,  on  obtient  une  surface  du  quatrième  ordre  s  à  co- 
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iiMjUc  douhic  Y'.  Parmi  les  espaces  quadratiques  qui  passent  par  T,  il  y  en  a  un,  9, 
qui  contient  le  point  I*;  l'espace  tangent  en  P  à  9  détache  sur  9  un  cône  ordi- 
naire sur  lequel  se  trouve  une  courbe  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce 
qui  est  l'iniersection  avec  T. 

Toute  génératrice  du  cône  projetle  deux  points  de  T  en  un  seul  et  même  point 
de  S  :  de  là  résulte  la  conique  double  y»  située  sur  S.  Sur  cette  conique  il  y  a  quatre 
points-pince  correspondant  aux  quatre  arêtes  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  du 
(|ualricnie  ordre  et  de  première  espèce.  La  méthode  de  projection  fournit  aussi 
les  autres  propriétés  des  points-pince.  La  propriété  de  T,  de  se  trouver  sur  cinq 
espaces  coniques  qui  possèdent  chacun  deux  faisceaux  de  plans  générateurs, 
donne  pour  la  surface  S  le  théorème  suivant  :  «  Sur  toute  surface  du  quatrième 
ordre  à  conique  double,  il  y  a  cinq  cùnes  appelés  cônes  de  Kummer,  tels  que 
leurs  plans  tangents  coupent  la  surface  suivant  des  couples  de  coniques.  » 
L'auteur  examine  alors  d'autres  propriétés  de  la  surface  T  dans  H^  et  les  trans- 
porte sur  la  surface  s  dans  H,.  C'est  ainsi  que  les  droites  de  T  fournissent  les 
seize  droites  de  la  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  double  et  leur  situation 
relative.  La  section  de  T  par  un  H,  quelconque  fournit  sur  S  Une  courbe  du 
quatrième  ordre  placée  sur  une  surface  du  second  degré  qui  contient  la  co- 
nique double.  Il  y  a  un  nombre  doublement  infmi  de  surfaces  du  second  degré 
qui,  outre  la  conique  double,  coupent  la  surface  S  suivant  deux  autres  coniques. 
De  plus,  l'auteur  arrive  aux  surfaces  du  second  degré  qui  touchent  S  le  long 
d'une  courbe  du  quatrième  ordre,  et  aux  inversions  fondamentales  qui  répondent 
aux  cinq  cônes  de  Kummer.  Il  s'occupe  ensuite  de  la  représentation  de  la  sur- 
face S  sur  le  plan  et  termine  la  première  Partie  par  l'examen  des  cyclides  et  de 
leurs  propriétés,  djjà  étudiées  à  fond  par  MM.  Darboux  et  Casey. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  traite  de  la  classification  des  surfaces  du 
quatrième  ordre  à  conique  double.  On  arrive  aux  différentes  classes  de  surfaces 
d'une  part  en  spécialisant  le  faisceau  d'espaces  quadratiques  qui  contiennent  T  : 
il  suflit  de  faire  coïncider  plusieurs  des  cinq  espaces  conicjues,  etc.,  d'autre  part, 
rii  donnant  au  centre  de  projection  des  positions  particulières.  Tous  les  cas 
possibles  qui  peuvent  se  présenter  sont  énumérés  et  l'auteur  discute  les  surfaces 
rorre«ipondantes,  donne  leur  clause  et  termine  son  Mémoire  par  un  Tableau  de 
toutes  les  surfaces. 

Pour  avoir  une  idée  de  cette  partie  du  travail,  il  faut  donner  rapidement  ici 
(|iielques-uns  des  cas.  Lorsque  les  cin(|  espaces  coniques  de  première  espèce  qui 
passent  par  T  sont  tous  dilTcrents,  on  obtient  la  surface  générale  du  quatrième 
ordre  à  conique  double,  en  prenant  le  centre  de  projection  P  <juelcon<|ue.  Si  le 
point  P  se  trouve  sur  un  espace  coni({ue,  la  conique  double  se  décompose  en  un 
couple  de  droites. 

Si  deux  espaces  coniques  coïncident,  on  a  trois  cas  à  distinguer.  Si  P  est 
<|uclconqiie,  la  surface  S  présente,  outre  la  conique  double,  un  point  conique. 
.Si  P  est  sur  l'un  des  trois  espaces  coniques  simples,  la  conique  double  se  dé- 
compose en  un  couple  de  droites  et  le  point  conique  subsiste.  Si  enfin  le  point  P 
est  sur  l'espace  conique  double,  il  y  a  sur  la  surface  S  deux  droites  double6  qui 
se  coupent  en  un  point  triple;  le  point  coni(|ue  est  venu  en  ce  dernier  point. 

Lorsque  trois  espaces  coniffues  coïncident,  il  y  a  de  nouveau  trois  cas  à  dis- 
tinguer: on  obtient,  ou  bien  une  surface  S  à  coni(|uc  double  et  à  point  double 
biplanaire  de  première  espèce,  ou  bien  une  surface  ayant  un  couple  de  droites 
doubles  et  un  point  bi[)lanaire,  ou  bien  enfin  une  surface  à  couple  de  droites 
doubles,  CCS  dn»ilcs  se  coupant  en  un  point  triplanaire  de  la  surface. 
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Si  le  fuisccau  des  espaces  quadratiques  conlienl  trois  espaces  coniques  de 
première  espèce  et  un  espace  conique  de  seconde  espèce,  la  surface  du  quatrième 
ordre  correspondante  possède  en  général  une  conique  double  et  deux  points 
doubles;  la  ligne  qui  les  joint  n'appartient  pas  à  Ja  surface.  Lorsque  Ton  prend 
le  centre  de  projection  sur  un  espace  conique  de  première  espèce,  la  conique 
double  se  décompose  en  deux  droites  doubles;  lorsqu'on  le  prend  sur  Tespace 
conique  de  seconde  espèce,  on  obtient  à  la  place  de  la  conique  double  une  droite 
de  contact. 

L'espace  conique  de  seconde  espèce  est  formé,  comme  on  Ta  déjà  dit,  par  on 
faisceau  de  plans;  Taxe  du  faisceau  possède  relativement  à  tous  les  espaces  qua- 
dratiques qui  passent  par  T  le  même  plan  polaire.  Si  le  centre  de  projection 
vient  dans  ce  plan  polaire,  les  deux  points  doubles  dont  il  a  été  question 
\iennent  sur  la  conique  double  qui  contient  alors  deux  points  à  contact  propre. 
Lorsque  le  centre  de  projection  P  occupe  dans  ce  plan  polaire  la  position  spé- 
ciale pour  laquelle  la  conique  polaire,  (fui  correspond  à  l'espace  conique  de 
seconde  espèce  relativement  à  Tcspace  quadratique  passant  par  P,  passe  par 
lui,  la  surface  du  quatrième  ordre  obtenue  alors  a  une  conique  de  rebrousse- 
ment. 

Les  exemples  qui  viennent  d'être  donnés  peuvent  suffire  pour  se  faire  aoe 
idée  de  nombreuses  surfaces  que  l'auteur  rencontre  dans  son  Mémoire  et  dont 
il  étudie  les  propriétés  principales,  tout  particulièrement  les  inversions  fonda- 
mentales qui  transforment  la  surface  en  ellc-iiiènie. 

Goursat  (G,).  —  Sur  les  inU'grales  rationnelles  de  TéquatioD  de 
Kummer.  (44Î>-4^o). 

Dans  deux  Notes  insérées  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
(18  février  et  10  mars  iH8^  ),  l'auteur  a  indiqué  une  méthode  générale  pour 
étudier  les  intégrales  de  l'équation  du  troisième  ordre,  due  à  Kummer,  qui  sont 

des  fonctions  ralionncllcs  de  la  variable. 

Dans  ce  travail,  il  donne  une  dcm'oiistration  simple  de  ces  résultats. 

Halphen.  —  Sur  une  équation  (liflréi-cnliclle  linéaire  du  Iroisièine 
oi^di^c.  (461-404)- 

L'équation  dti  HiS'  ({l'^rc,  (pril  osl  oss»»nli<'I  de  considérer  dans  la  transfor- 
mation (lu  seizième  ordre  des  («Miciions  elliptiques,  doit  pouvoir  être  résolue, 
(Ntmme  l'a  reniar«iné  Klein,  [)ar  une  r(|uation  diirérenliellc  du  troisième  ordre. 
L'auteur  montre  ([ue  cette  tMjualion  (lilVérentielIe  «lu  troisième  ordre  appartieut 
à  l'un  des  types  k\\\'\\  a  examinés  <luns  son  Mémoire  Sur  la  réduction  lits 
équations  linéaires  aux  formes  intvgrables. 

Kônig  (•/.).  —  Théorie  des  é(|uations  aux  dérivées  parliellcs  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendanles.  ( 465-5*^6 ). 

Ce  Mémoire  contient  de  nouvelles  méthodes  d'intéf^ration  des  équations  au\ 
dérivées  partielles  du  second  onire.  Dans  la  méthode  de  Monge  et  d'Ampère. 
rinté^rati<»n  est  ramenée  à  celle  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  totales 
pour  certaines  cl.i>ses  (rê<jualions  :  le  principe  est  ici  de  réduire  la  détermination 
d'une  >oluli«»u  mmplrle  de  l'é<|ualiHu  aux  dérivée^  parliellcs  du  second  ordre 
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■  (Murminaiioii  d'une  witiilîoa  {lurliciiliérc  d'une  ••■tuiiliiin  diKérenliHlc  I 
néaire  du  «econd  ordcc  i  jilusic 

•  Cette délermiuaiiou  s'obiicn 
eoliérc.  On  trouve  par  Tariatioi 
du  seennd  ordre  dont  U  silutio 
conlienl  encore  quatre  constanti 
solution  complet c.  La  délern 
l'inlégration  d'un  système  d'équations  aux  diiïérentiellea  totales. 

■  En  général,  une  éifuatioD  dilTércnticlle  qui  contient  une  constante  arbitraire 
ne  possède  sueune  solution  plus  générale  en  commun  avec  l'cqualioD  proposée. 
On  doit  cependant  excepler  une  claue  déterminée  d'équations  différentielle» 
relativement  auxquelles  des  équations  de  la  forme  donnée  existent  qui  possèdent 
un  nombre  infini  de  solutions  communes  avec  l'équation  proposée,  sans  pour- 
tant que  ce  soit  le  cas  pour  toutes  te.i  solutions  complètes.  On  peut  rcconnallre 
si  une  équation  rentre  dans  cette  classe  au  moyen  d'un  système  de  deux  équa- 
lioni  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Si  ce  système  admet  une  solu- 
tion en  général,  toute  solution  partieuliére  égalée  i  une  constante  arbitraire 
fouroirs  par  la  méthode  de  variation  une  équation  dilFércnticlle  qui  jouit  de  tu 
propriété  acquise.  Même  on  obtient  ainsi  une  solution  quelconque,  par  suite  la 
solution  générale,  dans  le  cas  où  ce  système  admet  deux  tolu lions.  Si  le  système 
ne  donne  qu'une  solution,  on  obtient  bien  encore  une  infinité  de  solutions 
complètes,  mais  non  pas  toutes  les  solutions.  L'ensemble  de  ces  solutions  con- 
stitue une  première  intégrale  dans  le  sens  le  pfus  général  du  mot;  en  effet,  lu 
multiplicité  ainsi  déterminée  coïncide  avec  le  système  déduit  d'une  première 
intégrale  dans  le  sens  ordinaire  du  mot. 

>  L'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  peut 
éln  coDsiilérée  comme  complète  après  la  détermination  des  solutions  complètes; 
cette  détermination  n'est  qu'un  premier  pas  lorsqu'il  s'agit  des  équations  du 
second  ordre.  La  tliéorie  générale  repose  sur  l 'extension  de  la  notion  de  solution 
complète.     . 

■  On  dit  qu'une  solution  est  complète  lorsqu'elle  contient  cinq  constantes  arbî- 
trairei  et  qu'elle  ne  satisfait  i  aucune  autre  équation  aux  dérivées  partielles  du 
Moood  ordre.  Nous  introduisons  aussi  des  solutions  A  5  +  r  constantes  arbi- 
traires et  nous  les  appelons  solutions  complètes  de  r"™  rang. 

■  La  détermination  d'une  solution  complète  de' rang  a(t  — n)  s'obtient  de 
nonveiu  i  l'aide  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
ayant  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes;  en  général,  toute  so- 
lution particulière  de  la  dernière,  égalée  i  une  constante  arbitraire,  fournit,  par 
la  méthode  de  s-ariation,  une  équation  différeniielle  du  A""  ordre;  su  solution 
la  plus  générale,  commune  avec  la  proposée,  contient  ik  antres  ronstantes  ar- 
l»itraime(  est,  relativement  i  celle-ci,  une  solution  complète  de  rang  i  (il'  — i). 
Cette  aoluliun  r.omplKtc  s'obtient  par  l'intégration  d'on  système  aux  dérivée» 

D  En  général,  on  obtient  encore  ainsi  la  solution  commune  [»  plus  («oérale 
des  deux  équations  diiïércntiellrs.  Il  y  a  cepcniluoi  pour  loule  valeur  de  Xv;  i 
■me  cUise  déterminée  déqnations  diiTcrenlielIcs  [«ur  lc»)acllej  on  peut  établir 
dci  équations  différentielle!,  de  !>■'"•  iirdrc  qui  possèdent,  en  romtoun  avci- 
r^qualion  proposée,  un  nnmbre  infini  de  solutions  communes.  Nous  "btenoti» 
encore  un  ■.•rilériuui  p"iii-  riviinnailrc  si  une  i-qualinn  iliffèri-iilicllr  dunnév  oii- 
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partienl  à  celle  classe  ou  non,  cl  la  Ihéoric  peu l  être  complètement  développce 
par  analogie  parfaite  avec  le  cas  le  plus  simple  où  A'  =  3. 

»  Nous  obtenons  ainsi  un  nombre  infini  de  classes  d'équations  différentielles 
du  second  ordre,  dont  les  intégrales  peuvent  se  ramener  à  celles  de  systèmes 
d'équations  aux  dérivées  totales.  Nous  possédons  des  critériums  certains  pour 
reconnaître  si  une  équation  donnée  appartient  à  l'une  de  ces  classes  et  nous 
donnons  dans  ce  cas  des  méthodes  complètes  d'intégration. 

»  En  supposant  certains  théorèmes  donnés  sans  démonstration  par  M.  Lévy 
{Comptes  rendus j  novembre  1873),  on  reconnaît  que  ces  classes  comprennent 
toutes  les  équations  difTérenti elles  du  second  ordre  dont  l'intégration  peut  être 
ramenée  à  celui  de  systèmes  d'équations  aux  dérivées  totales. 

»  Les  équations  difTérenlielles  dont  M.  Darboux  a  indiqué  l'intégration  san$ 
appuyer  sur  la  méthode  (Annales  de  VÉcole  Normale,  t.  VII;  p.  i63-i73)  sont 
contenues  comme  cas  particuliers  dans  les  classes  caractérisées  ici;  de  plos, 
c'est  le  plus  simple  des  cas  qui  se  présentent  chez  M.  Darboux  que  Hamborger 
a  traité  complètement  {Journal  fur  Mathematiky  t.  XCIII).  w 

Lie  (S,).  —  Sur  les  invariants  difTérenti  cl  s.  (SS^-S^S). 

Dans  rintroduction,  l'auteur  donne  un  résumé  de  l'ensemble  des  rechercher 
qu'il  a  faites  jusqu'ici  dans  le  but  de  former  une  théorie  générale  de  la  trans- 
formation et  d'appliquer  celte  théorie  aux  équations  différentielles;  il  examine 
en  particulier  les  travaux  qui  se  rapportent  aux  fonctions  admettant  un  groupe 
fîni  continu  cl  aux  invariants  différentiels  de  ces  groupes.  Il  montre  la  relation 
avec  les  travaux  de  Klein,  Poincaré,  Halphen  et  avec  la  théorie  algébriqae  des 
invariants. 

Ensuite  l'auteur  donne  les  principes  d'une  théorie  générale  des  groupes  dis- 
continus d'un  nombre  inGni  de  paramètres  el  démontre  le  théorème  suivant  : 

«  Toul  j;n)iipe  inliin  délcrrninc  une  si-rie  infinie  d'invarianls  différcnliels  qui 
peuvent  èlre  tléliiii^  romnie  solutions  de  syslèines  eomplets.  • 

La  lliéorie  est  appliciiiée  à  une  (luanlilé  d'exeriipies,  parmi  les(iuels  on  doit 
eilcr  les  reeh<MTlies  de  llaiplien  sur  les  opérations  linéaires  et  toute  la  srrie  de 
travaux  sur  la  mesure  de  la  eourhure  <le  (iauss. 

.VeNo  (/t.).  —  Sur  la  déconipositiou  en  facteurs  des  discriininanls 
des  é(]uali<)iis  al'^ébiMciues.  (  •>79-><^7). 

Pic/i  {(t.).  —  \otice  sur  les  substitutions  linéaires  entières.  (588- 

/*/(:/{  (G.).  —  Sur  certaines  fondions  définies  par  des  équations 
fonclionncUcs.  (.Kio-jgvi  ).  Ax.  \\. 
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Tome  VI;  1877. 

Maas  {£.),  —  A  propos  crunc  Communication  faite  à  rinstîtiil 
des  actuaires  anglais  stir  la  manière  d'opérer  des  Compagnies 
françaises.  (5-3o). 

Dormoy  {£.).  — Théorie  mathématique  des  assurances  sur  la  vie. 
(31-79;  23i-3o3;  3i7-39i). 

Suite  d'un  important  Mémoire  qui  comprend,  dans  ce  Volume,  dix-neuf  Tables 
numériques  donnant  les  facilités  nécessaires  pour  déterminer  les  annuités,  les 
assurances  et  les  rentes  viagères. 

Char  Ion  (//.).  —  Des  emprunts  publics.  (87-163). 
Suite  et  fin.  Tables  numériques  diverses. 

Achnrd {Af.-yi,).  —  Note  stir  Tévaluation  approchée  des  annuités 
viagères  temporaires.  (227-236). 

Chnrion  (//.).  —  Théorie  mathématique  des  opérations  finan- 
cières. (3o5-3i6). 

Annonces,  Préface  et  Table  des  matières  de  l'Ouvrage  publié  sous  ce  titre.  On 
en  pourra  trouver  le  compte  rendu  dans  les  Nouvelles  Annales,  a*  série,  t.  VIU, 

Tome  VII;  1H78. 

Chavlon  (//.).  —  Théorie  élémentaire  des  opérations  financières 
et  viagères.  (3i-i8o). 

L'auteur  s'est  proposé  de  mettre  la  théorie  mathématique  dc^  opérations  finan- 
cières, ainsi  <|ue  celle  des  opérations  viagères,  à  la  portée  des  personnes  qui 
possèdent  seulement  la  pratique  des  opérations  les  plus  élémentaires  de  TArilii- 
métique.  La  première  Partie  de  ce  résumé  est  divisée  en  cinq  Chapitres,  ayant 
respectivement  pour  objet  l'étude  des  points  suivants  : 

i<*  Intérêt  simple  et  composé,  escompte,  y."  Rentes.  Accumulation  à  intérêt 
composé  des  arrérages  d'une  rente.  Placements  égaux  faits  à  des  époques  équi- 
distantes.  3°  Emprunts  remboursables  par  des  rentes.  Évaluation,  d'après  un  taux 
quelconque  d'intérêt,  de  la  nue  propriété  des  litres  d'un  emprunt,  de  leur  jouis- 


(')  Voir  Bulletin,  l.  III,  p.  iTk),  iM  t.  I^.  p.  "o,,..-;!»;. 
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sance  et  de  ces  titres  cux-nu^iues.  \'*  Kmpriints  par  obligations.  Constraclion 
(ies  tableaux  d'amortissement  pour  les  emprunts  par  obligations.  Évaluation  de 
la  nue  propriété  des  obligations  d'un  emprunt,  de  leur  jouissance  et  de  ces  obli- 
ications  elles-mêmes,  d'aprôs  un  taux  d'intérêt  quelconque  et  sans  tenir  compte 
des  taxes  qui  les  frappent.  Procédés  de  calculs  relatifs  aux  obligations  frappées 
de  taxes  par  la  loi  française.  5"  Konds  publics  français.  Emprunts  delà  Ville  de 
Paris.  Parités. 

Dormoy  {E.),  —  Suite  des  Tables  de  la  théorie  mathématique  des 
assurances  sur  la  vie.  (i8i-a36). 

Tables  XX  à  XXVIII. 

Charlon  (//.).  —  Théorie  élémentaire  des  opérations  financières 
et  viagères.  (s^S-Siq;  347-363). 

Cette  deuxième  Partie  de  l'intéressant  Mémoire  de  M.  Charlon  renferme  les 
Chapitres  suivants  : 

I"  Opérations  viagères.  Tables  de  mortalité:  i""  Détermination  des  primes  pures 
des  opérations  viagères. 

Fouret  (G.).  —  Sur  la  détermination  de  la  durée  d'une  assurance 
mixte  souscrite  à  un  âge  donné,  moyennant  une  prime  unique 
et  une  prime  annuelle  également  données.  (Sai-SaG). 

Dormoy  {E.).  —  Loterie  nationale  de  l'Exposition.  Mode  de  ti- 
rage au  sort.  (39.7-330). 

Arhard  {A,).  —  Not*^   sur  l'emprunt  3   pour   100  amortissable. 

(33i-3/i:3). 

Tome  VIII.  1879. 

Jfassé  (L.).  —  Du  chargement  des  primes  d'assurances.  (r)-i4. 
'A  figures). 

/)ormoy  { E .).  —  TirajiC  de  la  loterie  nalionale.  lùiide  pratique 
des  lois  (lu  hasard,  ('ij-38,  .")  (ii>iires). 

L;i  lolcric  nalionale  a  olîcrl  un»;  orrasion  (fui  se  renronlrr  trôs  rarcmenl 
dans  la  praliquo,  cVsL  cvWe  du  liraijo  au  S(>rt,aii  nn»>on  d'appareils  iiiéraniqufs. 
d'une  Ins  ^'rande  quantité  de  nombres  et  de  chiffres.  Kn  eflet,  il  a  été  lire  au 
sort,  en  qiKîlqnes  jours,  i»';7  nombres  <!«•  -  eliiffresel  <)i)^o  nombres  de  <i  chiffres, 
en  tout  plus  de  joooo  «  liiffres,  qui  ont  dn  venir  se  i:rouper  suivant  certaines  lois. 
1/auteur  a  elicrelir  à  étn<lier  ce  groupement  et  à  en  profiler  pour  ajouter  une 
pap;e  à  l'étude  des  lois  du   Iiasar<l. 

Ce  travail  est  fait  d'après  la  théorie  expo^i'-e  par  l'auteur  dans  le  t.  111.  i*<-4. 
p.   'i .'>■->  et  suivantes. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  17 

Ces  cunclusioiis  Icndcnt  à  prouver  rirrégularilé  de  conslruclion  des  roues 
dont  on  s'est  servi  dans  le  tirage  de  la  loterie.  Dès  lors  on  ne  peut  plus  songer 
à  se  servir  des  résultats  de  ce  tirage  pour  contrôler  l'exactitude  de  la  formule 
relative  à  l'écart  moyen.  Au  contraire,  c'est  la  formule  qui  permet  de  contrôler 
la  construction  des  roues;  elle  permettra  de  même,  dans  tout  tirage  au  sort 
exécuté  par  un  moyen  mécanique,  de  contrôler  l'exactitude  des  appareils  em- 
ployés. 

Lefèvre  (//.)..  —  Théorie  générale  des  monnaies  et  des  changes 
du  commerce  et  de  la  banque.  (Sg-Gi;  88-1  aS;  188-5129). 

Fontaneau  {E.).  —  Chrématistique.  (230-287). 

Développements  et  applications. 

Anonyme.  —  Théoriemathémaliquedu  jeu  de  la  bouillotte.  (289- 
3 12). 

Foitret  (G.).  —  Sur  Tamortissement  des  primes  d'assurances  sur 
la  vie.  Application  à  cet  amortissement  de  la  participation  aux 
bénéfices.  (3 1 3-328). 

Dehais  {E,).  —  De  l'emploi  avantageux  des  Tables  de  Violeine 
pour  le  plus  grand  nombre  des  opérations  d'assurances  et  d'an- 
nuités viagères  sur  une  seule  tête.  (329-363,  4  figures). 

H.  B. 


.VNNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (  »  ). 

6*  série,  tome  IV;  'i""  semestre  1882. 

Flamant.  —  Compte  rendu  des  expériences  hydrauliques  faites  à 
Hoorkee.  (43-96,  3  fig.). 

Des  expériences  extrêmement  importantes  ont  été  faites  de  187^  à  1879,  su;* 
les  conditions  de  Técoulement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts,  par  le  capi- 
taine Allan  Cunningham,  ingénieur  anglais  dans  l'Inde,  qui  en  a  rendu  compte 
dans  un  Ouvrage  publié  en  1881  à  Uoorkee,  et  composé  d'un  Volume  de  texte 
(4oo  pages),  d'un  Volume  de  Tableaux  numériques  donnant  les  résultats  des 
expériences  (86  Tableaux)  et  leur  résumé  (34  Tableaux),  et  d'un  Volume  de 
Planches  (62  Planches). 


(')  Voir  Bulletin,  \l,  ^îSq;  II  ,  lor,;  IV  ,  ?.\\  et  VIIÏ,,  71. 

Bull,  des  Sciences  ma  (hem.,  r  srric,  t.  \I.  (Janvier  1887.)  R.a 
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Les  principales  mesures  unt  été  prises  à  Roorkee,  sur  le  canal  du  Gange.  La 
vitesse  a  élé  observée  au  moyen  du  double  flolteur.  La  première  idée  de  cet  in- 
strument remonte  à  Léonard  de  Vinci  (i643);  mais  c'est  Mariotte  (i684)  qui,  le 
premier,  en  a  fait  usage  sous  sa  forme  actuelle.  L'auteur  a  donné,  avec  raison, 
la  préférence  au  mcKlèle  d'instrument  dans  lequel  le  flotteur  de  surface  est  asseï 
petit  pour  que  l'action  du  courant  sur  lui  soit  négligeable  par  rapport  à  celle 
que  reçoit  le  flotteur  inférieur.  Il  a  admis  aussi  la  forme  parabolique  pour  la 
courbe  verticale  des  vitesses. 

L'usage  des  tiges  lestées  pour  mesurer  la  vitesse  moyenne  sur  une  verticale 
a  été  introduit  en  1813  par  Kragcnhoiï.  L'auteur  s'en  est  servi  avec  avantage. 

Les  superficies  des  sections  transversales  et  les  débits,  tant  superficiels,  sur 
des  lignes  verticales  ou  transversales,  que  cubiques  pour  toute  la  section,  oat 
été  calculés  par  les  formules  de  sommation  de  Simson  et  de  Weddie,  etc. 

Un  Happort  sur  la  Physique  et  l'Hydraulique  du  Mississipi,  de  MM.  Humphrejs 
et  .\bbot,  publié  à  Philadelphie  en  1861  et  souvent  cité  par  l'auteur,  a  discuté 
les  formules  anciennes  de  Dubuat  (1786),  Girard  (i8o3),  de  Prony  (i8o4), 
Voung  (180H),  Dupuit  (i848),  Saint-Venant  (i85i),  Ellet  (i85i),  et  il  les  a  toutes 
rejetées  comme  n'étant  pas  d'une  application  générale.  D'autres  formules,  dues 
à  Bornemann,  Hagen  et  Gauckler,  ont  été  discutées  dans  un  Ouvrage  de  Kutter 
intitulé  :  Aouvelle  formule  de  la  xHtesse  moyenney  dont  une  traduction  a  été 
publiée  à  Londres  en  1876  par  Jackson.  Ces  formules  sont  aussi  rejetées  par 
Kutter  comme  n'étant  pas  généralement  applicables. 

L'auteur  discute  seulement  deux  formules,  celle  de  Bazin  el  celle  de  Kutter. 

Perrodil  (de).  —  Arc  d'expérience  en  maçonnerie  de  brique  et 
ciment  de  Portland.  (iii-iSg,  1  pi.). 

Cet  arc  d'expérience,  construit  à  Vaugirard,  présentait  des  proportions  ina- 

sitées,  une  porlt-c  de  jo™  et  l'épaisseur  extrêmement  faible  de  o*,io5.  Ces  di- 
iin'nNions  avaient  rlé  adoptées  aliii  de  rendre  les  déformations  considérables  el 
faciles  à  ohserver. 

Il  n'est  pas  inutile  de  faire  reinanjucr  cjuc  les  déformations  élastiques  con- 
statées sur  cet  arc  d'expérience  dépassent  de  beaucoup  toutes  celles  qui  se  pro- 
duisent dans  les  ares  établis  suivant  les  données  ordinaires  de  la  pratique  des 
ctmslructions. 

L'auteur  s'était  proposé  de  vérifier  les  conclusions  de  sa  théorie  présentée 
dans  le  t.  \I\  des  yinnales.  (Voir  /Julletin,  IV,,  p.  2i3.  ) 

/{rsal  (J.),  —  Klude  sur  la  stabilité  des  ponts  métalliques  en  arc. 

(32()-.')()8,  2  1>1')* 

Cette  étude  a  été  diri;^'ée  vers  les  trois  points  suivants  : 

1"  Détcrinination,  dans  eliaque  se»  lion  d'un  arc  métallique  articulé  aui 
naissances,  du  inavimuin  absolu  du  travail  du  fer  à  la  compression  ainsi  qu'à 
l'extension,  sous  l'aclion  simultanée  de  la  charge  permanente,  des  variations  de 
la  température,  et  d'une  surcharge  d'épreuve  immobile  répartie  de  la  manière 
la  jilus  favorable; 

j'  Détermination  de  la  flèche  ou  de  rabaissement  à  la  clef,  ainsi  que  du  Ira- 
N.iil    maximum  du  métal,  dus  à   VvAYol  «l'une  charge  roulante,   jKmr  un  pt^nt 
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mclalliquc  en  arc  ou  en  poutre  droite.  Influence  de  la  vitesse  du  convoi  et  de  la 
charge  permanente  de  l'ouvrage; 

3**  Détermination  des  eiïorts  subis  par  les  tympans  rigides  d'un  pont  en  arc, 
par  suite  des  déformations  éprouvées  par  les  arcs  sous  l'influence  des-  variations 
de  la  température  et  de  la  surcharge. 

Sampité,  —  Appareil  orlhogonal  dans  les  voûtes  biaises  dont 
la  section  droite  est  une  ellipse  surbaissée.  (578-599,  2  fig., 
I  pi.). 

Les  questions  concernant  les  appareils  biais  ont  été  résolues  d'une  façon 
complète  au  point  de  vue  pratique  aussi  bien  qu'au  point  de  vue  théorique, 
pour  les  arches  où  le  cercle  est  la  courbe  de  section  droite  comme  pour  celles 
où  il  est  la  courbe  de  tête. 

Dans  son  remarquable  Ouvrage  :  De  l*appareil  et  de  la  construction  des 
ponts  biais,  M.  Graeff  a  plus  généralisé  le  problème,  mais  sa  solution  n'est  ap- 
plicable qu'à  une  voûte  dont  la  section  droite  est  surhaussée,  et  elle  laisse  de 
cùté  le  cas,  beaucoup  plus  fréquent  dans  la  pratique,  où  la  section  droite  est  une 
ellipse  surbaissée. 

M.  Collignon,  dans  son  Cours  de  Mécanique  appliquée,  donne  un  mode  de 
construction  de  la  trajectoire  orthogonale  parallèle  sur  le  développement.  Cette 
construction,  une  des  plus  employées,  ne  préjuge  rien  sur  la  section  droite  de  la 
voûte;  mais,  dans  ce  système,  la  trajectoire  s'obtient,  en  développement,  par  des 
projections  successives  qui  peuvent  être  admissibles  lorsque  la  voûte  à  con> 
struire  est  de  faible  ouverture  et  que,  par  suite,  les  épures  peuvent  être  faites 
sur  le  papier  à  une  échelle  proportionnellement  très  approchée;  on  peut  même 
les  tracer  en  vraie  grandeur  sur  une  aire. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  la  voûte  est  de  grande  ouverture.  Dans  ce  cas,  la 
construction  graphique  de  la  trajectoire,  en  développement,  ne  peut  être  faite 
sur  le  papier  qu'à  une  échelle  réduite;  elle  donne,  dès  lors,  lieu  à  trop  de  causes 
d'erreur  pour  pouvoir  être  admise. 

A  l'occasion  de  Tétudeet  de  la  construction  d'un  appareil  orthogonal  parallèle 
pour  un  pont  de  So*"  d'ouverture,  Tauteur  a  été  amené  à  rechercher  l'équation  de 
la  trajectoire  orthogonale  parallèle  dans  le  cas  de  la  section  droite  surbaissée,  et 
il  a  pensé  que  sa  méthode  pourrait  présenter  quelque  intérêt  dans  des  cas  ana- 
logues. 

Tom«  V,  i*'  semestre  i883. 

Fortet  (D,).  —  Calcul  et  tracé  des  panneaux  des  voûtes  biaises. 
(26-33,   I  pi.). 

Description  d'une  méthode  permettant  d'obtenir  facilement  les  panneaux  des 
voussoirs  d'une  voûte  biaise  dont  les  principaux  éléments  ont  été  arrêtés  dans 
un  projet.  On  ne  s'occupe  que  des  appareils  ayant  leurs  lits  engendrés  par  des 
droites  parallèles  aux  têtes. 

ffazaine.  —  Étude  sur  rinfluencc  des  irrigations  sur  Taltitude 
d'une  nappe  souterraine.  (34-6o,  3  fig.,  i  pi.). 
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M.  Delilleau  a  donné  les  formules  beanconp  plus  simples 

La  discnssion  comparaUre  de  ces  deux  systèmes  montre  q ne  les  dcniéNi 
formules  satisfont  aux  trois  paragraphes  de  l'art.  40  de  la  loi  do  3  mai  i84it  et 
que  leur  emploi  exclusif  doit  être  conseillé,  dans  le  cas  général  où  l'indemailé 
est  comprise  entre  l'offre  et  la  demande. 

Durand'Claye  (Z.)  et  d'Ocagne  {M.).  —  Note  sur  révaluatk» 
des  surfaces  de  déblai  et  de  remblai.  (4o3-4o4i  a  %•)* 

La  formule  de  ces  surfaces  est 

où  y  est  la  cote  rouge  sur  Taxe,  /  la  demi-largeur  de  la  plate-forme,  p  la  penle 
du,  talus,  X  la  déclivité  du  terrain  et  k  une  constante.  Cette  formule  peai 
s*écrire  plus  simplement 

«'  -  y'" 

Pour  la  construire  commodément,  M.  Siégler  {AnnaU»,  1881,  BuUeiim,  VQIg, 
p.  73)  dresite  une  épure  composée  de  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OT.  Svr 
chacun  d'eux  il  trace  des  divisions  espacées  suivant  les  valeurs  que  prennent «' 
et  y  pour  des  valeurs  successives  de  d?  et  ^  inscrites  4  côté  des  traita.  Prenant 
sur  OX,  OA  =x  a  et  sur  OY,  OM  =  b,  et  plaçant  le  sommet  d'une  équerreen  H 
et  le  petit  c6té  en  MA,  le  second  côté  MB  de  l'angle  droit  va  rencontrer  OX'ea 
un  point  B,  et  Tod  a 

a 

Cette  méthode  ne  donne  quelque  précision  que  si  le  sommet  de  l'équerre  est 
bien  exactement  an  point  voulu  M.  Aussi  M.  Siégler  a-t-il  imaginé  à  cet  eflèt 
un  instrument  spécial. 

Grâce  à  une  modification  très  ingénieuse  du  trace,  proposée  par  M.  d'Ocagoe, 
on  peut  éviter  l'emploi  de  cet  instrument.  Il  suffît  de  prendre  pour  échelle  des  < 
le  prolongement  OV  de  OY  et  de  reproduire  féchelle  des  y  sur  OX'.  Prenant 
alors  sur  OX'  la  longueur  0M'=  OM  =  by  et  menant  M'B'  parallèle  à  MA,  U 
longueur  OB'  interceptée  sur  OY'  est  Tinconnue  cherchée. 

Allard  {E.).  —  Mémoire  sur  Ja  portée  des  sons  et  sur  les  carac- 
tères à  attribuer  aux  signaux  sonores,  (567-621,  9  fig.)- 

Les  Américains  du  Nord  ont  sur  leurs  côtes,  non  compris  les  cloches,  plus  de 
soixante  signaux  sonores,  dont  près  de  trente  trompettes.  En  Angleterre  il  j  en 
a  également  un  grand  nombre.  Nous  en  avons,  jusqu'à  présent,  beaucoup  moins 
sur  le  littoral  de  la  France,  et  cela  tient  à  cette  circonstance  avantageuse  qac 
nos  côtes  sont  moins  embrumées.  Outre  les  cloches  mues  à  bras  d'homme,  nous 
avons  six  cloches  sonnées  mécaniquement  et  cinq  trompettes  à  vapeur.  Mais  U 
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loi  du  3  avril  i8$3,  relative  à  l'éclairage  des  cùtcs^  a  autorisé  Texécution  de 
vingt  nouvelles  trompettes  à  vapeur  qui  doivent  être  actuellement  installées. 

Les  expériences  sur  la  portée  des  sons  peuvent  se  classer  en  quatre  groupes; 
celles  de  Boulogne  en  1861  18G2,  avec  des  cloches  sonnées  mécaniquement,  celles 
de  Douvres  en  1873,  avec  des  trompettes  à  vapeur  et  d'autres  instruments,  celles 
de  New- York  en  i874-ï^75,  avec  des  trompettes  et  des  sifflets  à  vapeur,  et  celles 
de  TEIbe  en  1880,  avec  des  cornets  à  brouillard  mus  à  bras  d'homme. 

La  plupart  de  ces  expériences  ont  montré  que  la  portée  du  son  varie  à  peu 
près  comme  le  rayon  vecteur  d'une  ellipse. 

L'auteur  établit  ensuite  une  formule  de  la  portée  des  sons  et  en  déduit  di- 
verses conséquences.  Il  montre  aussi  l'influence  de  la  couleur  des  rayons  lumi- 
neux, dont  la  portée  optique  croit  du  violet  au  rouge. 


Tome  VI,  2'  semestre  i883. 

Susini  (JV,),  —  Note  sur  le  raccordement  parabolique.  (4y-33, 
I  fig.). 

Raccordement  en  arc  de  parabole  de  la  forme  ^  =  mx',  d'un  arc  de  cercle 
et  d'une  voie  droite,  en  tenant  compte  du  dévers  ou  surhaussement  du  rail 
extérieur. 

Lévy  (P-)'  —  Note  sur  un  procédé  de  calcul  du  mouvement  des 
terres  dit  Procédé  Bruckner.  (54-62,  i  pi.). 

Le  principe  de  ce  procédé,  encore  peu  connu  en  France,  est  exposé  dans 
l'Ouvrage  la  Statique  graphique  de  Culmann  (traduite  par  MM.  Classer,  Jac- 
quier et  Valat  ). 

Gobin  {A.).  —  Détermination  précise  de  la  stabilité  des  murs  de 
soutènement  et  de  la  poussée  des  terres.  (98-23 1,  72  fig.). 

La  théorie  de  la*  poussée  des  terres  et  de  la  stabilité  des  murs  de  soutènement 
est  encore  très  obscure  et  l'abondance  des  systèmes  proposés  suffirait  à  montrer 
combien  le  sujet  est  susceptible  d'interprétations  diverses.  Coulomb,  de  Frony, 
Français,  Poncelet,  Curie,  et  plus  récemment  Maurice  Lévy,  Considère,  Hankine 
et  Boussinesq  ont  successivement  traité  cette  question,  les  uns  en  admettant 
que  la  poussée  des  terres  est  perpendiculaire  à  la  face  intérieure  du  mur,  les 
autres,  qu'elle  est  parallèle  au  plan  du  talus  limitant  le  massif  à  sa  partie  su- 
périeure. C'est  la  théorie  de  Coulomb,  complétée  par  Poncelet,  que  Bélanger, 
Bresse  et  CoUignon  ont  adoptée  dans  leurs  Traités  de  Mécanique,  tandis  que  la 
théorie  de  Rankine,  qui  se  rattache  par  un  lien  étroit  au  principe  de  la  moindre 
résistance,  a  ouvert  la  voie  à  une  série  de  travaux  basés  sur  le  même  principe. 

Cette  incertitude  dans  les  résultats  obtenus  rend  difficile  le  choix  de  la 
meilleure  solution  à  adopter;  la  complication  même  des  formules  et  procédés 
est  un  obstacle  à  leur  application  pratique;  c'est  ce  qui  a  conduit  l'auteur  de 
ce  travail  à  étudier  cette  question  pour  trouver  une  règle  simple  qui  puisse 
guider  l'ingénieur  dans   la  réduction  de  ses  projets.  C'est   également  ce  qu'a 
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euayé  M.  de  Lagrené,  daoi  qd  Mémoire  publié  en  1881  {BtUteUn,  VŒ^  p.  7S- 

-fi)' 
Le  point  de  départ,  la  bâte  dn  système  de  M.  de  Lagrené,  est  le  principe 

suivant  qu'il  emprunte  4  Rankine  et  auquel  il  donne  la  désignation  de  Théorème 

n»  1  : 

«  Dans  un  massif  de  terre  iodéflni,  limité  i  la  partie  supérieure  pnr  mn  plan 
unique  faisant  un  angle  0  avec  rhorison,  la  pression  totale  sur  an  plan  vertical 
quelconque  OA.  normal  4  la  ligne  de  plus  grande  pente  dn  plan  sapérîenr  eit 
parallèle  à  ce  dernier,  et  fait  par  conséquent  un  angle  6  avec  l'horison.  m 

Ce  théorème  est  presque  évident  ;  il  se  déduit  d'ailleurs  d'une  démonstration 
générale  donnée  par  Rankine  et  par  M.  Boussinesq  (5*  série,  L  VIII,  18741  BmI- 
ieiin,  \I,  p.  a64-a65). 

L'auteur  ayant  remarqué  la  contradiction  de  ce  théorème  avec  le  résultat  de 
ses  propres  recherches,  a  repris  Têtu  de  de  la  question  et  a  rencontré  une  soln- 
tion  qui  est  en  parfait  accord  avec  l'expérience  très  curieuse  dn  général  Avdaat 
{Mémorial  du  Génie  de  i8jK),  citée  par  M.  Gollignon  dans  son  Coûté  dé  M- 
canique  appliquée  aux  co/uirueiions. 

Il  nous  serait  difficile  de  donner  une  idée  complète  de  rintéresaant  MéflMire 
dont  nous  venons  de  parler.  L'essentiel,  croyons-nous,  pour  les  lecteurs  dn  Bul- 
letin, est  de  pouvoir  aisément  reconstituer  la  bibliographie  des  questions  qai 
appellent  depuis  longtemps  l'attention  des  géomètres  sur  les  considérations 
théoriques  de  nature  à  éclairer  la  science  de  Tingénieur.  Nulle  part  peairtoe 
plus  que  dans  les  Sciences  mathématiques  et  leurs  applications,  ce  n'est  pss 
Mulement  la  solution  des  problèmes  ou  la  démonstration  des  théorèmes  qall 
importe  de  connaître  ou  d'établir,  mais  aussi  la  bibliographie  qui  les  rattache 
aux  travaux  antérieurs  ayant  trait  au  même  objet. 

Totirtny.  —  Note  sur  les  raccordements  paraboliques  de  la  voie  en 
plan.  (^.'J8j-4o8,  (i  lîg.). 

On  a  reconnu  depuis  longtemps  la  nécessite,  pour  faire  varier  le  devers  d'une 
fuçon  roiitiniie  dans  les  voies  ferrées^  d'inlercaler  entre  l'alignement  droit  et  le 
cercle  qui  le  suit  une  courl>e  de  raccordement  à  rayon  variable. 

l  ne  instniclion  jointe  à  la  circulaire  ministérielle  du  a8  juin  1879,  qui  ac^ 
compagne  le  rt*cueil  de  formules  pour  1  élude  et  la  construction  des  chemios 
ile  fer»  indique  la  manière  de  tracer  ce  raccordement,  au  moyen  d*une  courbe 
|>urabolique  dont  IVquation  est 

T' 

y  — 


iJÔlHX) 


La  solution  que  comporte  l'application  de  cette  courbe  de  raccordements  été 
dcYelop|H*e  par  M.  \onlling  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  1H67. 

Otte  solution  n'est  qu'appn>\imative,  car  la  démonstration  des  propriétés  <ie 

la  courbe  de  racconlement  se  fuit  en  admettant  comme  expression  de  la  coar- 

</*  y 
bure  -.  *   •  expression   approchée,  «{ui   ne  donne  des  résultats  suffisamment 

exacts  que  pour  des  art^s  île  faible  étendue  à  partir  de  lorifrinc.  comme  le  fait 
iTnianpior  M.  \i»nllin;;. 


i 
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L'appUcalioQ  de  la  courbe  précitée  donne  lieu  à  des  erreurs  assez  notables 
lorsqu'il  s'agit  de  raccorder  des  courbes  à  faible  rayon,  celles  de  3oo™  à  SSo" 
par  exemple,  avec  un  alignement  droit. 

On  peut  donc  se  proposer  de  déterminer  d'autres  coefficients,  et  de  raccorder 
par  une  courbe  telle  que  le  dévers  y  augmente  uniformément  depuis  la  valeur 
zéro  qu'il  a  sur  l'alignement  droit  jusqu'à  la  valeur  qu'il  doit  atteindre  sur  l'arc 
de  cercle. 

Le  dévers  doit  d'ailleurs  rester  toujours  inversement  proportionnel  au  rayon 
de  courbure,  d'après  le  principe  généralement  adopté. 

Allard  {E,).  —  Expériences  faites  pendant  et  après  l'exposition 
d'électricité  de  Paris  sur  la  lumière  électrique,  les  accumulateurs 
et  le  transport  de  la  force.  (4i7-464>  ^  ?!•)• 

Flamant,  —  Résumé  d'articles  publiés  par  la  Société  des  ingé- 
nieurs civils  de  Londres  sur  la  poussée  des  terres.  (477-532, 
I  pi.). 

Le  premier  est  un  travail  de  M.  G.-H.  Darwin,  contenant  les  résultats  d'expé- 
riences récemment  faites  sur  la  poussée  horizontale  d'une  masse  de  sable,  et 
leur  comparaison  aux  formules  théoriques. 

Le  second  est  une  Note  de  M.  Uoussinesq  sur  les  conclusions  du  travail  de 
M.  Darwin  et  dans  laquelle  il  établit  la  parfaite  concordance  des  résultats 
trouvés  par  cet  ingénieur,  et  convenablement  interprétés,  avec  les  formules.qu'il 
a  lui-même  données  précédemment,  et  notamment  dans  un  article  publié  à  la 
suite  d'un  Mémoire  de  M.  Baker  dans  les  Annales  de  1882  {Bulletin,  VIII,, 

P-  79)- 
Le  troisième  est  de  M.  Gaudard  et  contient  aussi  quelques  remarques  sur  le 

travail  de  M.  Darwin. 

Enfin,  l'auteur  de  ce  résumé  ainsi  que  M.  Boussincsq  répondent  au  Mémoire 

de  M.  Gobin  qui  avait  élevé  des  doutes  sur  Texactilude  de  certaines  conclusions 

de  précédentes  études  théoriques  de  la  poussée  des  terres. 

Fargue.  —  Réclamation  de  priorité.  (G12). 

L'auteur  rappelle  que  la  courbe  de  raccordement  proposée  par  M..  Tourtay 
est  précisément  celle  qu'il  a  indiquée  sous  le  nom  de  spirale-volute- d'Ans  %dL  pr£> 
mière  étude  sur  la  Garonne,  publiée  en  1868. 

TomoVIl,  !•' semestre  1884. 

Thévenet,  —  Expériences  sur  ledébit  des-puilîsen  terrains  sablon- 
neux aquifères.  (200-210,  3fig.)^ 

SwitkoKVsld,  —  Note  sur  un  procédé  die  détermination  expéditive 
des  surfaces,  emprises  et  talus  des  profils  de  terrassements» 
(21 1-218,  I  pi.). 
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Gilltot.  —  Mémoire  sur  quelques  propriétés  des  courbes  de  pres- 
sion et  de  leurs  tangentes  et  applications  pratiques.  (sôo-Soa, 
i3  fig.). 

Énoncé  et  dcmonstraiion  çêoméiriqBC  de  théorèmes  relatifs  i  la  détermina- 
tii>n  dc5  coarbe«  de  pn»5i«>n  qae  \'*ytx  rencontre  dans  l'étude  de  la  stabilité  des 
coûtes. 

Ih«cu«<ii>n  c^tmfuratire  des  théories  développées  par  MM.  G.  Jung  {BuUettM 
fie  ta  Soc.  math.,  t.  IV.  p.  ir^J-i;! .  et  Bulletin,  I,,  p.  280),  PeaaceIlier,Diirattd- 
Cla\e  et  Cunq  {Amnaies,  iSS>:  Bulletin,  Vni^.  p.  71-72). 

Fargue.  —  Xote  sur  le  tracé  des  rives  de  la  Garonne.  (4ii-43i« 
1  pl.^• 

Le  bat  do  ce  travail  est  indiqué  dans  les  articles  du  précédent  Tolume  relatifs 
au  pn.iblrnie  des  raccordements. 

L'auteur  se  trouve  amené  à  faire  usaçe  de  courbes  caractérisées  par  un  rap- 
port constant  n  entre  l'angle  de  continsonce  </2  et  l'accroissement  <ffi  de  l'angle 
polaire.  Ces  cuurbes  ont  pour  équation  générale 

(1)  /-^' =  Asin(ii  — 1)9. 

Pour  ra  =  3.  la  courbure  est  proportionnelle  au  ra^'on  vecteur  et  la  courbe 
est  une  lemnisi'ate  :  r*  —  A>in»^. 

L'auteur  de  la  N>*iî<:e  pr»p*>se  de  désigner  de  ce  nom  générique  la  famille  de 
c«»url>es  rrprésentcfs  par  l'équation  (i). 

Ce<  courln^s.  bien  connues  depuis  Maclaurin,  ont  été  rencontrées  et  étudiées 
par  un  ::rand  n>tinltre  «li"  ::•-•> m*: très  et.  parmi  les  noms  qui  leur  ont  été  donnés, 
c»'iui  »f*  «,'■/''■  z/;<-<:'i{/*"::A"<.  |  r-p  •>c  par  M.  HatiMi  île  la  Goiipillière,  nous 
paiiiil '!>'%•  ir  "  iT"'  i  ^11111%  iii-nt  .«l  »|it-  «  vi»ir  l-^'^  y*nt\eUes  Annales  de  Math.. 
\^-}.  p.  l'-'-î-  -.  i'^-''.  p.    17-1   '^  i^**',  p.    «.r-'.i^  cl  p'.issim'i. 

G'  nc^î  p.i'i  I''^  '^••ul  r\-iiipl'*  .1'.*  i'nirlM>  ,iu\.îuelIo>  «les  sctimètrcs  aient  donne 
plii^hMi;*»  n-'tii"i;  rini''»n\-ni'Mit  -nii  p«"ut  losuUer  «le  cftle  complicalion  est  assez 
ixi'i'iit  p  «ur  i}U''  r«ii  "'(  :T  «rco  do  rcalisor  au  plus  l«M  runilé  de  nomenclalure 
on  Matiu-inati<]Ui'S. 

nnussinc<f/  I  y.  .  —  r.omplt'mcnt  à  de  précédentes  Noies  sur  la 
poussée  des  terres.  •  4  i  >-i'^i  . 

iMsiMi'^'ii.'n  n'-niNoll*  •!  *^  lli  •  'r;-''i  «^l  i^\p  •riono«^'i  «If  MM.  G«>bin,  Darwin,  rap- 
p.»rl«'i*<  |>In>  iiaut.  Vu-i  •  et  P  'mv'r^uo  i  llvo-»  <lan>   le  Mtniorial  du  Génie  (u*  lô. 

\ou\c\  oxanion  d'un  pas-^aco  de  la  tlic..»rie  de  Coulomb  {^.l/emoires  des  savants 
etrunfcr.i.  l.  \  II.  177^'. 

iHizin  (  //.  V  —  X«>llee  sur  l'euiploi  des  doubles  flotteurs  pour  la 
mesure  des  \iles>es  daus  les  «grands  cours  d'eau.  (Sjî-Spi). 

U'impoiiaiilc-  c\perience>  outctc  faites  récemment  sur  plusieurs  grands  cours 
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d'eau  dans  le  but  de  vérifier  la  loi  suivant  laquelle  les  vitesses  décroissent  de- 
puis la  surface  libre  du  courant  jusqu'au  fond  du  fleuve.  Ces  recherches  nou- 
velles, généralement  faites  avec  beaucoup  de  soin,  n'ont  cependant  pas  conduit 
à  des  résultats  parfaitement  concordants.  Le  but  de  la  présente  Notice  est  de 
montrer  par  une  discussion  comparative  que  les  dinercnces  constatées  sont  sim- 
plement apparentes  et  tiennent  à  la  nature  des  instruments  employés  (moulinet 
et  flotteur). 
Les  expériences  dont  il  est  question  sont  les  suivantes  : 

1*  M.  Ellis,  sur  le  Connecticut  (187^1,  moulinet  et  flotteur); 

20  M.  Allan  Cunningham,  sur  le  canal  du  Gange  (1874-1879,  flotteurs); 

3"  M.  Harlacher,  sur  l'Elbe  et  le  Danube  (1876-1879,  moulinet); 

4*"  MM.  Nazzani  et  Zucchelli,  sur  le  Tibre  (1880-1881,  moulinet  et  flotteurs). 

b"  M.  Gordon,  sur  Tlrrawaddi  (1882,  moulinet  et  flotteurs). 

Bloch  (/?.).  —  Quelques  tracés  parlîculîers  des  courbes  en  anses 
de  panier  à  cinq  centres.  (596-606,  3  fig.). 

Le  choix  des  rayons  en  progression  arithmétique  combinés  soit  avec  des 
angles  quelconques,  soit  mieux  avec  des  angles  en  progression  de  même  sorte, 
ou  même  des  angles  égaux,  parait  donner  la  meilleure  solution  du  problème. 

L'objet  de  cette  Notice  est  de  donner  les  procédés  géométriques  et  les  formules 
algébriques  s'adaptant  le  plus  rapideaient  à  ce  tracé. 

Tome  VIII,  2"  semestre  1 88^. 

IIuleKvicz  (iï/.  )•  —  Calcul   de   résistance  des  poutres  droites  à 
plusieurs  travées.  (101-197). 

Dans  un  précédent  Mémoire,  l'auteur  a  établi  les  formules  relatives  aux  cas 
les  plus  usuels  des  poutres  symétriques  ( -4Ai/Mi/e*,  1882;  Bulle  tin  f  VIIÏ,,  p.  77). 

Cette  troisième  Partie  comprend  l'application  des  formules  précitées. 

Pour  chaque  travée,  un  tableau  spécial  renferme  les  éléments  suivants,  néces- 
saires au  calcul  des  ordonnées  de  la  courbe  enveloppe  des  forces  extérieures  : 

i**  Équation  générale  des  moments  fléchissants  en  fonction  de  l'ouverture  et 
des  charges  supposées  uniformément  réparties  sur  la  longueur  entière  de 
chacune  des  travées; 

2**  Expression  des  abscisses  qui  limitent  les  tronçons  de  la  travée;. 

3"  Expressions  des  moments  fléchissants  correspondant  à  ces  abscisses  qui 
forment  les  sommets  de  la  courbe  enveloppe; 

4*  Equations  des  moments  fléchissants  dans  les  trois  tronçons  principaux  de 
la  travée. 

Ce  travail  forme  à  peu  près  la  moitié  du  Mémoire.  L'autre  moitié  est  con- 
sacrée à  une  recherche  analogue  des  courbes  enveloppes  des  efforts  tranchants, 
dans  la  même  hypothés&  d'un  nombre  de  travées  variant  de  deux  à  huit. 

Lavoinne.  —  Mémoire  sur  le  tracé  des  courbes  de  pression  dans 
les  voûtes.  (3i5-434>  i  p'-)- 
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La  méthode  ingéoîeuae  de  M.  Ounnd-CIaye  coositte  à  inoer  à  Tûitériev 
d*aae  voftle  donnée  des  courbes  limites  des  courbes  de  pressions  et  à  apprécier 
son  degré  de  stabilité  par  l'écartement  de  ces  courbes. 

Cette  méthode  laisse  toutefois  la  question  de  stabilité  incomplètement  résoloe, 
et  ce  n*est  que  par  l'introduction  de  considérations  étrangères  à  i'éqnililiR 
proprement  dit  qu'on  peut  faire  cesser  l'indétermination  :  celle  da  priacipe  de 
la  moindre  action,  entre  autres»  a  été  employée  4  cet  effet. 

M.  Dupuit  a  signalé,  parmi  les  circonstances  susceptibles  d'exercer  une  in- 
fluence prépondérante,  le  mouvement  que  prennent  les  Tousaoirs  au  décintre- 
menU  Toutefois,  en  ramenant  tous  les  mouvements  4  un  seul,  el  en  lalsnat 
de  c6té  tous  ceux  qui  peuvent  se  produire  d'un  voussoir  à  l'autre,  M.  DnpuHs 
été  conduit  à  une  conclusion  qui  met  sa  théorie  de  Téquilibre  des  vcAtes  ea 
contradiction  avec  un  des  principes  les  mieux  établis  de  la  résistance  des  ma- 
tériaux, en  ce  qu'il  fait  passer  la  courbe  des  pressions  par  un  point  pris  sur 
l'intrados  même. 

La  considération,  plus  conforme  i  la  réalité,  de  l'ensemble  des  déformatioas 
des  voussoirs  et  du  rôle  que,  dans  ces  déformations,  joue  leur  compressibîlité 
propre,  peut  conduire,  tout  en  évitant  cette  contradiction,  à  se  faire  de  la  courbe 
des  pressions  une  idée  plus  rationnelle,  en  faisant  diverses  hypothèses  qn'uae 
construction  soignée  de  la  voûte  permet  de  réaliser  d'une  manière  plus  ou 
moins  complète. 

Le  Chdtelier.  —  Calcul  des  poutrelles  des  ponts  métalliques  povr 
voles  charretières.  (494-308,  6  Gg.). 

Exposé  d'un  mode  de  calcul  des  poutrelles  précis  et  maniable. 

lyOcagne  (AT).  —  Procédé  nouveau  de  calcul  graphique.  (53i- 

j4o,  I  lig.,  I  pi.). 

Ce  procéiU^  de  calcul  graphique  résulte  d'une  interprétation  géométrique  nou- 
velle du  principe  que  M.  I^lannc  a  imaginé  et  proposé,  dès  1846,  dans  les  An- 
nales, pour  la  résolution  graphique  des  équations  numériques. 

L'équation  5"-r-/>5 -f- 7  =  o  prise  pour  type  représente,  pour  une  valeur 
donnée  ot  de  «,  une  droite  si  l'on  remplace  p  ci  q  par  x  et  y.  L'enveloppe  de 
toutes  ces  droites,  lorsque  a  varie,  est  une  certaine  courbe  (E)  que  M.  Lalanoe 
a  appelée  la  soluti\^e  de  l'équation  donnée,  parce  que,  si  l'on  se  donne  x  =/>,  «t 
y  ■=  ç,,  les  valeurs  du  paramétre  a,  ou  les  racines  de  l'équation  proposée,  sont 
les  inclinaisons  des  tangentes  menées  du  point  (/',Ç,)  à  la  solutive. 

Mais,  une  courbe  étant  dessinée  sur  un  plan,  il  est  bien  plus  facile  de  cher- 
cher ses  intersections  avec  une  droite  que  de  lui  mener  des  tangentes  par  un 
point  donné.  La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  substituer  à  la  solutivt  une 
autre  courbe  donnant  les  racines  |>ar  son  intersection  avec  une  droite  complète- 
ment déterminée  par  lu  connaissance  des  paramètres  p  et  q. 

La  manière  dont  l'auteur  est  parvenu  à  réaliser  cette  substitution  repose  sur 
l'emploi  d'un  système  spécial  de  coordonnées  dites  coordonnées  parallèles,  qu'il 
a  étudiées  avec  détails  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Nouvelles  Annales  de  Ma-' 
thématiques  {ii^S\),  Le  système  en  question  a  été  décrit  dans  le  numéro  de 
janvier  1886  du  Bulletin^  comme  proposé  par  Schweriog;  mais  il  doit,  au  con- 
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traire,  être  attribué  à  Chasles,  d'après  un  article  tout  récent  des  Nouvelles  An- 
nales (juin  1886). 

Ce  travail  a  été  reproduit  à  part,  et  complété  par  trois  Notes  sur  une  appli- 
cation des  coordonnées  parallèles,  sur  le  barycentre  d'un  système  de  points,  et 
sur  les  transformations  axiales  des  courbes  planes. 

Enfin,  la  présente  Notice  y  a  été  également  insérée,  mais  réduite  à  ce  qu'elle 
avait  d'essentiel. 

Pour  le  type  d'équations  z*-\-px  -i-  q  =  0,  l'utilité  de  la  méthode  graphique 
n'est  pas  immédiate;  mais  son  avantage  se  manifeste  pour  l'équation 

La  solutive  employée  est,  quel  que  soit  n,  tangente  en  un  même  point  d'une 
droite  fixe,  et  asymptote  à  une  autre  droite  fixe,  perpendiculaire  à  la  première, 
sans  admettre  ni  inflexion  ni  rebroussement.  De  plus,  une  branche  du  tracé 
peut  suffire,  la  symétrique  est  inutile  moyennant  un  changement  de  signe. 

Une  fois  construite,  il  suffit  de  déplacer  une  droite  tracée  sur  un  transparent 
pour  obtenir  très  vite  et  sans  aucun  tâtonnement  les  intersections  demandées. 

Ce  procédé,  basé  sur  l'emploi  d'une  courbe  fixe  pour  chaque  valeur  de  n  et 
d'une  droite  mobile,  offre  une  certaine  analogie  avec  la  transformation  de 
Sarrus,  applicable  au  même  type  d'équations  trinômes.  Dans  cette  méthode,  la 
droile  mobile  est  toujours  parallèle  à  OX,  mais  la  construction  de  la  courbe 
fixe  est  peut-être  moins  expéditive  que  dans  le  procédé  que  nous  venons  de 
rappeler.  La  comparaison  nous  a  semblé  cependant  de  quelque  intérêt  pour  les 
géomètres. 

Tome  IX;  i*' semestre  i885. 

Perrodil  [de).  —  Note  sur  Temploi  des  nombres  primordiaux 
dans  les  calculs  avec  des  Tables  ou  avec  des  règles  logarith- 
miques. (85-88). 

On  peut  définir  les  nombres  primordiaux  en  disant  qu'ils  sont  les  termes  de 
la  progression  arithmétique  obtenue  en  insérant  une  infinité  de  moyens  entre 
I  et  10.  Les  nombres  primordiaux  ont  donc  toujours  un  chiffre  à  leur  partie 
entière  et  n'en  ont  qu'un  seul.  Ainsi  2,728  est  le  nombre  primordial  de  2728000 

+  6 

représenté  dans   le  nouveau  mode  d'écriture  par  2,728.  La  caractéristique  du 
logarithme  est  alors  inscrite  comme  exposant,  et  avec  son  signe. 
Quelques  exemples  montrent  l'avantage  de  celte  nouvelle  notation. 

Flamant.  —  Note  sur  le  Traité  d'Hydraulique  de  M.  Graeff.  (89- 
95)- 

Compte  rendu  bibliographique  sommaire.  Un  complément  à  cette  bibliogra- 
phie se  trouve  donné  dans  une  livraison  suivante,  aux  pages  781-782. 

Laievradc.  —  Considérations  sur  la  stabilité  des  voûtes  en  maçon- 
nerie. (141-178,  2  fig.). 
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.Noii%rllrH  rc<-||(>rrhe^  fondées  »ur  Iîé  théorie  de  Mcr\'.  Parmi  les  conclo^ioas 
fie  re  travail,  iioua  reinari|ueroos  les  deux  propositions  suivantes  : 

I*  Dani  toutr»  le«i  voùtr;!  en  maçonnerie  de  même  espèce  et  de  même  forme^ 
lii  Hiirfarr  de  toute  M:rtion  comprise  entre  deux  joints  quelcooqaes  est  sensi- 
lilrtiicnt  proportionnelle  au  produit  de  l'ouverture  par  rêpaisseor  à  la  clef. 

-j"  La  (irritHion  par  centimètre  carré  sur  un  joint  quelconque  d'uoe  voûte  en 
tiiiiroiitirric  qui  m:  Hupporlc  qut*  son  propre  poids  sans  surcharge  est  i  peo 
pri'H  inilrpcndatile  dr  hou  rpaisseur;  clic  dépend  presque  uniquement  de  sonoo* 
vert  uns  ^  laquelle  l'Ilc  ciit  sensiblement  proportionnelle. 

f  \tt/(trf  {(t,),  —  Théorie  des  ponts  suspendus  américains  à  tablier 
rigide.  (179-1*17,  i  pi.)- 

0  Hujrl  a  été  déjà  traité,  au  moins  en  partie,  par  M.  J.  Resal  {voir  les  Vo- 
luuK'H  de  18K1  et  iS8it),  qui  a  constaté  une  asser.  (grande  concordance  entre  les 
résultat!!  ddiiiiéH  par  les  épreuves  et  par  se»  formules  pour  des  ponts  en  arc  on 
ii  poutres  drttites;  on  peut  donc  admettre  que  ses  conclusions,  en  ce  qui  concerte 
les  pont  H  iiUHprndus,  st>ut  exactes. 

I.e  nouveau  Méuiiure  a  pour  objet  dVxposer  comment  on  peut  calculer  les 
dimensions  à  donner  aux  poutres  raidissantes  pour  que,  la  répartition  des  sar- 
«liurfieH  mobiles  \enant  ù  se  moditier,  le  câble  conserve  la  forme  parabolique, 
ou,  eu  d'«iutivs  ternies,  pour  qu'il  soit  soumis  à  des  eiïbrts  uniformément  ré- 
partis !iui\anl  l'horiiontalo  sur  toute  la  longueur  de  la  travée. 

I.a  théorie  donnée  dans  ce  travail  e<t  indiquée  dans  un  Ouvrage  de  M.  W.-H. 
Iturr,  elle  e^t  >euloiiient  pn*MMitee  sous  une  forme  différente,  et  appliquée  i 
IVtude  d'une  poutiv  eueastr\*e  à  >es  deux  extK'mités  ou  simplement  appujée, 
a>eo  des  sur\'har»;e>  isolées  ou  uniformément  réparties. 

ti^:t  .!i\''i  .  /^  '♦;-  !*'fus  .  —  Notice  sur  le  tracé  des  raccordements 
V  n\  ul.uro>  d.in>  lc>  i^jH-raliiMis  sur  le  torraio.  «  230-244?  ^  %•)• 


;..":.■    .'!  ■■r.n.tni    !•>    Î'"in::ueur5  de5  rayonii 
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S'appuyaot  sur  des  hypothèses  assez  plausibles,  l'auteur  trouve  les  relations 

2  3(v/K-hi)  G 

dont  la  deuxième  représente  une  hyperbole  équilatèrc  et  la  troisième  une  pa- 
rabole ayant  pour  axe  l'ordonnée  du  point  où  l'hyperbole  rencontre  Taxe  des 
abscisses. 

Flamant.  —  Tables  numériques  pour  le  calcul  de  la  poussée  des 
terres.  (5i5-54o,  2  %.)• 

Dans  divers  articles  précédemment  indiqués,  M.  Boussinesq  a  établi  la  par- 
faite concordance  de  la  théorie  de  l'équilibre  des  massifs  pulvérulents  avec  les 
faits  d'expérience  constatés  en  Angleterre  par  M.  Darwin,  et  en  France  par 
M.  Gobin.  Il  a  montré  également  que  la  même  théorie  rendait  compte  de  cer- 
taines observations  faites  antérieurement  par  le  colonel  Aude,  le  général  Ar- 
dant,  etc.,  en  supposant  que  les  terres  sont  absolument  dépourvues  de  cohésion 
et  que  le  coefficient  de  frottement  des  terres  sur  le  mur  est  égal  à  celui  des 
terres  sur  elles-mômes  (ce  qui  revient  à  admettre  qu'une  très  mince  couche  de 
terre  reste  adhérente  au  mur),  et  qu'il  a  pour  mesure  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'angle  du  talus  naturel  des  terres  avec  l'horizon. 

La  poussée,  exercée  par  le  massif  sur  le  mur,  ne  peut  pas  en  général  être 
calculée  exactement,  mais  M.  Boussinesq  fait  connaître  deux  limites,  l'une  in- 
férieure, l'autre  supérieure,  entre  lesquelles  elle  est  comprise;  et  d'une  analyse 
délicate  donnée  aux  Comptes  rendus  (17,  2^,  3i  mars  et  7  avi'il  i884),  il  con- 
clut que  la  valeur  la  plus  probable  de  la  poussée  n'est  pas  la  moyenne  arithmé- 
tique de  ces  deux  limites,  mais  qu'elle  est  égale  à  la  plus  petite,  augmentée 
des  Yi  ^c  leur  différence. 

La  réduction  de  ces  formules  en  Tables  numériques  pourra  être  utile  aux  in- 
génieurs ;  c'est  ce  qui  a  engagé  l'auteur  de  ce  travail  à  les  dresser. 

Hétier.  —  Llude  sur  la  résistance  des  matériaux  dans  les  murs  de 
soutènement.  (795-989,  61  fig.). 

L'auteur  se  propose  d'établir,  à  l'aide  des  principes  de  la  résistance  des  maté- 
riaux, des  formules  et  des  procédés  pratiques  pour  construire  des  murs  solides, 
sans  dimensions  exagérées.  Il  accuse  d'inexactitude  la  théorie  de  M.  Gobin,  qui 
conduirait  à  donner  aux  murs  des  dimensions  beaucoup  trop  faibles. 

Les  deux  cas  principaux  étudiés  dans  ce  Mémoire  sont  ceux  des  murs  qui 
doivent  soutenir  des  eaux  ou  murs-barrages  et  ceux  qui  doivent  soutenir  des 
remblais  ou  murs  de  soutènement. 

Les  profils  successivement  étudiés  sont  ceux  des  murs-barrages  sans  contre- 
forts, les  murs  de  soutènement  en  maçonnerie  ordinaire,  sans  contreforts  et 
avec  contreforts;  les  murs  de  soutènement  à  pierres  sèches;  les  murs  sans  stabi- 
lité propre  et  perrés. 

Durand-Claye  (L,),  —  Note  sur  la  stabilité  des  voûtes.  (1200- 
i2o4,  I  fig.). 


la  sia:uM)t-:  paktik. 

CnnllrmalloD  dn  rétuluu  obtenai  par  M.  Lslemule,  dontT 
qaiert  plai  de  rigueur  en  praljlant  de  U  TJftilIe  remarque  de  La  tlirc.  i  wioit 
qu'une  portiou  de  votilti  est  un  rnin  en  équilibre 

Ko  parUnl  de  cette  donnée,  nn  parvient  à  quatre  formules  tr^  simples 
dont  len  propoïklnn»  de  M.  Ijtlerrdde,  et  uii^me  de  plus  gi:u<^i'«l<-«,  suni  du  cub- 
séqncneet  imniédUten. 


Tomo  X;  a'  somc-slro  i88j. 

Collignon  {E.).  —  ÎVole  sur  la  clt'lGnnlnatioii  graphique  des  mo- 
menls  fléchissatils  tlmis  \Ki  giièces  clmrgécs  du  puids  discoaLiuus. 
(5-4fi,  i8  ^.,  1  pi.). 

Il  7  a  ptui  d'une  mi^thodc  pour  résoudre  le  problème  de  la  d 4 tej-mi nation  do 
moments  (lAchiïsants  dans  une  pi^cc  sauraUe  t  des  poids  discontinus.  L'iulcur 
de  e.ettc  Notice  a  nru  devoir  publier  quelques  rilsultats  simples  et  d'un  canette 
pratique,  auxquels  il  a  i*tiï  récemment  amené  par  une  nouvelle  étude  de  la  quu- 
tioD. 

L-UCOa  (f.).  —  Les  niucliincs  raagnélo-électriqiics  et  l'arc  vol- 
Uïque  des  phares.  (47-i3ii  a  fig.). 

Théorie  de!  machines  magnéto -électriques  du  type  Méritcns,  adoptées  potr 
récliirage  électrique  des  phares,  et  dont  la  première  applioatiua  i  4lé  faite it 
phare  du  rianirr  (■■*  décembre  lifn),  tandis  que  ks  machines  de  VAlUoMt 
étaient  déji  employées  en  iH63  k  l'un  des  phares  de  la  Hère,  prés  dn  Havre. 

L'aulcur  estima  qu'un  proKri'i  considérable  sera  réalisé  Iv  juur  ub  le«  fnni* 
foyers  d'incandescence  pourront  être  substitués  aux  arcs  voltafques;  c'est  dis) 
cette  voie  qu'il  faut  chercher  la  future  solution  du  problème  de  l'éclairage  élec- 
trique des  phares. 

Perrodil  {de).  —  Modification  de  la  formule   d'inté^atïoQ  ap- 
prochée de  Thomas  Simpson.  (ia2-ia8,  2  fig-). 
Cette  formule  a  pour  expression 


Pour  certaines  quadratures  qui  se  présentent  dan 
voûte  de  pont,  par  exempte,  il  y  aurait  sans  doute 
formule  les  deux  suivantes  : 


y'  désignant  la  dérivée  premi^i 
A  ce  propos,  nous  croyons  ul 
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les  perfeclionnemenls  pratiques  dont  est  susceptible  la  formule  de  T.  Simpson 
a  été  faite  par  notre  honorable  collaborateur  M.  P.  Mansion  (Supplément  au 
t.  I,  1881,  de  Mathesis;  Bulletin  VI,,  p.  igS-igS).  C'est  la  monographie  la  plus 
complète  des  recherches  des  géomètres  sur  cette  question. 

Guillaume.  — Notice  sur  la  Statique  graphique.  ( 267-85 1,  9  pi.). 

La  Statique  graphique  a  pour  objet  de  ramener  à  des  constructions  géomé- 
triques, les  problèmes  qu'on  étudie  dans  les  Traités  de  résistance  des  maté- 
riaux. 

Elle  se  prête  sans  difficulté  à  la  solution  rapide  de  ces  problèmes,  que  les  in- 
génieurs doivent  résoudre  la  plupart  du  temps  avec  une  extrême  urgence,  et 
les  résultats  obtenus  ont  toute  l'exactitude  nécessaire  aux  besoins  de  la  pra- 
tique. 

La  publication  d'un  Mémoire  sur  cet  objet  offre  donc  un  grand  intérêt,  au 
moment  où  paraissait  la  traduction  de  l'Ouvrage  de  M.  Cremona  Sur  les  figures 
réciproques  en  Statique  graphique,  bientôt  suivi  de  la  Statique  graphique  et 
ses  applications  aux  constructions  par  M.  Maurice  Lévy,  et  du  second  volume 
des  Leçons  de  Statique  graphique  de  M.  A.  Favaro,  traduites  par  M.  P.  Ter- 
rier. 

Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties,  consacrées  à  l'application  des 
principes  de  la  Statique  graphique  aux  poutres  droites  reposant  sur  deux  ap- 
puis, aux  poutres  droites  encastrées,  aux  poutres  continues  et  aux  arcs,  en  at- 
tendant l'étude,  presque  promise,  des  systèmes  réticulés. 

Perrodil  (de).  —  Note  sur  la  résistance  comparée  des  construc- 
tions semblables.  (569-581,  3  fig.). 

La  théorie  de  la  similitude  en  mécanique  appliquée  à  Part  des  constructions 
remonte  à  Galilée.  Plus  récemment,  MM.  Phillips  et  Collignon  en  ont  signalé 
d'autres  applications.  Celle  qui  est  traitée  dans  le  présent  article  a  pour  but  de 
comparer  exclusivement  des  constructions  de  même  nature  et  de  figures  géo- 
métriques semblables  avec  ou  sans  surcharge. 

La  conclusion  relative  aux  forces  des  dynamomètres  semblables  est  intéres- 
sante à  connaître:  elles  sont  dans  le  rapport  des  carrés  des  dimensions  homo- 
logues. 

Hausser  (A.-E.)  et  Cunq  (L.).  —  Note  sur  les  moments  fléchis- 
sants sur  les  appuis  d'une  poutre  droite  continue.  (61 3-644 j 
i4fig.,  I  pi.). 

Les  deux  ingénieurs  que  nous  venons  de  nommer  doivent  être  ajoutés  aux 
différents  auteurs  qui  ont  publié  des  Traités  de  Statique  graphique  appli- 
quée. 

Le  présent  travail  est  fait  pour  donner  une  idée  des  méthodes  élémentaires 
qu'ils  ont  exclusivement  adoptées  dans  leur  ouvrage,  destiné  à  vulgariser  les 
notions  sur  la  résistance  des  matériaux  appliquée  aux  constructions.  Il  se  rap- 
porte au  calcul  des  moments  fléchissants  sur  les  appuis  d'une  poutre  à  plusieurs 
travées  solidaires,  produits  par  la  surcharge  formée  de  charges  isolées  ou  non, 
et  quels  que  soient  le  nombre,  la  position  et  l'importance  des  charges. 


Lagarde  (de).  —  Noie  sur  te  caleul  des  |ioutrcs  droites  ■ 
sotidaîrc.i.  (6^4-7^^!   '0 '■g-i  ■  1*1')- 

II  »'»(;U  de  Imurpr  en  rlis^ue  puinl  de  l;i  puulrp  le»  rlTarCt  maiima  qai  pw- 
vent  SB  jiroduïrc  piiur  tduUri  Ir*  uumbiiiaïcout  dir  snrdurso.  Bresse  a  tnppmc 
Il  tn*^  lottjoars  vido  du  lurchurge  uu  portint  uoc  surcharge  uaifonnc  im 
louie  ««  longueur, 

M.  DuIfwiFi  ( OEi/jp(m.  VIII,,  p.  77)  a  traita  te  prohl^mn  dai»  In  ra«  k>'(iM 
de  sureluirEri  dîspuH'u  d'une  iiiunicre  qnelronque.  Il  a  lU-mnaUr  <)ur  ii  rnu^- 
(kraiinn  det  trivi'eit  JDc<iinpli\lenienl  surchar^-i^cs  ne  cbaoïteak  rino  ant  liipo- 
ib^iu  de  Ureuo  pour  la  «urehsr^  îles  travées  autres  ijae  r^llc  oa  l'on  rtmdw 

L'auieur  du  prt^ACDl  U-aviil  s'c«t  pmpusé  de  résumer  la  m^llui^  de  M.  Holf- 
wiei  en  liuiginant  un  niode  parliculier  d'applicnljair;  il  adopte  \r»  BaULmu 
et  le;  si^nei  A,m  tnu[i>fnl«  Q^chiisanU  du  cours  dn  Bresse,  et  il  ennstruit  sJfi- 
rément  lei  ctiurbei  dos  muuients  uu  des  elTnrts  truacbanls  dus  1  U  charge  |>o- 
manenle  et  t  U  sun-liarge  ;  lus  premiers  sont  placés  au-dcssoas  de  1«  Ugfic  i» 
terre,  leg  autres  au-desitus. 

Ihtrbet.  —  Noie  sur  la  profondeur  à  douner  aux  (écluses,  (ja;- 

,4:!, ,  |,i.). 

A  eettc  étude  l'ajnutc  celle  de  l'inlluence  qu'exerce,  au  puiot  de  vue  du  Itm- 
plisingc  du  sa»,  la  position  des  v  eu  tel  les  des  portes  d'amont, 

L'auteur  adopte  les  natations  d'un  précédent  travail  de  MM.  roatdine  rt 
Dc»niur  {BuUeliit,  VIU,,  p.  7^-73)  et  y  introduit  quelques  roctificatioa). 

largue  {L.).  —  Nouvelle  recherche  sur  la  poussée  des  terres  et 
le  profil  de  rcvôlemenl  le  plus  économique.  (788-1003,  I3(3(ig-. 

10  pi.). 

Cet  important  Mémoire  est  peut  £tre  le  plus  complet  qui  lit  paru  dans  lis 
Annales  sur  une  question  aussi  intéressante  pour  les  iugénieurs. 

L'auteur  ne  se  place  pas  i  un  point  de  vue  eiclusivement  mathématique;  îl 
se  préoccupe,  au  contraire,  de  donner  des  résultais  utiles  i  la  pratique  des  con- 


En  présence  des  conditions,  où  les  hypothèses  d'un  cAté  et  la  science  pure  de 
l'autre  ont  une  trop  large  part  pour  donner  au  constructeur  toute  la  conGincc 
dont  il  a  besoin,  l'auteur  a  reconnu  l'intérêt  d'entreprendre  une  série  d'expé- 
riences directes  et  méthodiques,  qui,  reproduites  sous  Torme  de  courbes  et  tra- 
duites par  des  règles  semi -empiriques,  seraient  de  nature  i  élucider  la  qaestioa 
et  lui  conserveraient  le  degré  de  simplicité  nécessaire. 

Voici  les  subdivisions  principales  du  Mémoire  : 

Première  Partie.  —  Vérification  des  hypothèses  admises  sur  la  cohésion,  la 
déformation  des  massifs,  la  direction,  le  point  d'application  et  l'intensité  de  la 
poussée;  formules  empiriques  de  la  poussée  et  détermination  de  ses  coostanlrs 
physiques;  comparaison  avec  la  théorie  en  usage. 

Deuxième  Partie.  —  Applicalion  des  formules  empiriques  de  la  poussée  anx 
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murs  de  soutènement  et  comparaison  des  résultats  obtenus  avec  les  expériences 
rapportées  par  différents  auteurs  (  Backer,  Hope,  Paslcy,  Gobin,  Darwin,  Aude); 
recherche  du  meilleur  profil  de  mur;  formules  semi-empiriques  des  épaisseurs 
en  fonction  du  degré  de  stabilité  voulu  ;  comparaison  avec  les  formules  de 
M.  Boussinesq. 

Troisième  Partie.  —  Application  des  formules  empiriques  de  la  poussée  des 
terres  à  différents  murs  construits  et  valeur  économique  de  ces  profils.  Conclu- 
sions. 

Laierrade  et  Durand-Claye  {L.).  —  Notes  sur  la  stabilité  des 
voûtes,  (i  004-1007). 

M.  Laterrade,  en  réponse  à  un  article  de  M.  Durand-Claye  inséré  au  tome 
précédent,  montre  que  la  formule  de  Navier  conduit  aux  mêmes  résultats  que 
la  remarque  de  La  Hire. 

M.  Durand-Claye  fait  ensuite  observer  que  sa  propre  formule  est  identique 
à  celle  que  Navier  a  trouvée  d'une  autre  manière.  Il  relève,  à  ce  sujet,  une 
erreur  qui  avait  échappé  à  Navier  dans  son  Résumé  des  leçons  à  l'École  des 
Ponts  et  Chaussées  (i833,  p.  188).  Sa  formule  donnerait  une  pression  normale 
inânie  sur  le  joint  de  naissance,  quand  celui-ci  est  horizontal,  alors  qu'il  est 
évident  a /7rîbri  qu'elle  est  égale  au  poids  de  la  demi-voûte. 

Kleitz.  —  Note  sur  la  théorie  de  l'écoulement  de  l'eau  par  déver- 
soir. (1157-1164,  I  fig')- 

Démonstration  de  la  formule 


Q=  m^lU 


v/^ 


/  désignant  la  longueur  du  déversoir,  H  la  hauteur  du  liquide  non  encore  dé- 
primé, au-dessus  de  l'arête  du  déversoir,  Q  le  débit,  g  l'accélération  de  la  pe- 
santeur, m  un  coefficient  généralement  un  peu  supérieur  à  l'unité. 

Durand-Claye  (A.).  —  De  Tentraînement  et  du  transport  pour 
les  eaux  courantes  des  vases,  sables  et  graviers.  (1165-1178, 
6  fig.). 

Analyse  d'un  intéressant  Mémoire  de  M.  L.-L.  Vauthier,  présenté  au  Congrès 
de  Blois  en  1884. 

H.  B. 


3r,  SECONDE  PARTIE. 


NOUVELLES  ANNALES  dk  Math6matiques,  rédigées  par  IIM.  Gebo!io  fi 
Cii.  Brissb  (').  —  3*  série. 

Tome  IV;  i885. 

Laguerre  (£*.)•  —  Sur  les  anticaustiques  par  réfraction  de  la  pa- 
rabole, les  ravons  incidents  étant  perpendiculaires  à  Taie.  (5- 

Application  de  la  ihtWie  dos  scmi-droilos.  Voir  le  Mémoire  de  Tauteor  sur 
le»  hypcrryclrîi  {Comptes  rendus,  mars  el  avril  1882).  Dans  le  présent  article, 
il  arrive  à  d'as«ez  nombreuses  propositions  géométriques  sur  la  parabole,  en 
ronsidéraul  r.rlte  courbe  comme  un  hypercyclc. 

Halphen  {G, -IL),  —  Formules  d'Algèbre.  Résolution  des  équa- 
tions du  Iroisii^ine  et  du  quatrième  degré.  (i^-So). 

Dans  ce  pelit  Mémoire,  dit  l'auteur  au  début,  on  trouvera  démontrés,  par  les 
inoyeuH  len  plus  élémentaires,  des  résultats  importants  que  l'on  considère  d'ba- 
bilutle  comme  étant  réservés  à  la  théorie  des  covariants.  Sur  quelques  points 
même  ces  résultats  dépassent  un  peu  ce  qui  se  rencontre  dans  les  meilleurs 
Ouxra^es,  notamment  lu  décomposition  des  polynômes  du  quatrième  degré  en 
facteurs  linéaires. 

\oici  les  divisions  principales  du  Mémoire  : 

ItéMtlntinn  df  rétpialioM  du  scr<Mi(l  (Icjîré.  —  Hiiminalion  entre  deux  équa- 
lion>  (lu  stM'ou»!  dfîii»'.  Coiiiliiion  pour  (lu'uuc  équalion  du  troisième  degni 
ail  uuc  »\u  inc  double.  h<'M»»inposili»)U  d'uu  polynôme  du  troisième  degré  en 
la   tlilIritMuc   de    (Umi\   rul»o>.  I>i'roinposili<»M   d'un    polynAme  du   troisième 

«If^r»'  i'i\  larliMUS  liutMirrs.  -  (^>n(iition  pour  (|u'unc  équalion  du  qualrièmc 
(lt>;ic  ait  uiu'  racine  doul»!»'.  (loinlilious  pour  (ju'un  pol>nôme  du  qualrièmc 
«IrKre  ^oïl  un  raiiv.  l>rcou»po>iiion  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  en  la 
«liUtTiMuc    dr    deu\    rairè^.  I)èc«>mposilion    «l'un    polynôiTic    du    (jualrième 

dc^iè  ru  larltMU^   linéaires.  Discussion   de  l'èiiuation  du  (lualriènic  degré  à 

«•nrfliticnl^   li'cK. 

(t'Sit/tt  (^A'.V         Sur  nue  ét|ualion  aux  diiréreuccs  mêlées.  (36- 

jn  ). 

I.»'i|ualinn  fludiée  est  v  liu^  -'' ^(*',.  i  q"'on  obtient  en  parlant  d'une  fonr- 
hitii  iiilnhaire  »  ./('*').  ^*^'  •!"'  donne  v,  :  ^  j-)''.  Los  coef(icients  des  termes 
luiniaut    le    tlèxeloppeuienl   de   )-^,  jouissent   de  propriétés  aux(ïuellcs  se  ralla- 


N..II    h'n/fttin,  l.   \  .  p.    ii«. 
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chent  les  nombres  de  Bernoulli,  et  que  le  calcul  symbolique  permet  dp  décou- 


vrir. 


Cesaro  {£')'  —  Dérivées  des  fonctions  de  fonction.  (4i-55). 

Nouvel  et  très  heureux  emploi  du  calcul  symbolique.  M.  Cesaro  calcule 
d'abord  les  dérivées  d'ordre  quelconque  d'une  fonction  de  e';  puis  il  en  fait 
diverses  applications,  notamment  aux  intégrales  définies;  même  étude  pour 
y  =  /(loga:)  ;  puis  généralisation  et  introduction  du  symbole  désigné  par  l'au- 
teur sous  le  nom  d'algorithme  isobarique.  L'article  se  termine  par  une  série 
d'applications  fort  intéressantes  et  par  l'examen  de  deux  nouveaux  algorithmes 
qu'il  propose. 

Publications  récentes.  —  (55). 

Nécrologie.  —  Annonce  de  la  mort  de  M.  Lionnet.  (5t)). 

Questions  proposées.  —  1520  à  1522.  (56). 

Hermite.  —  Sur  une  identité  trigonométrique,  (57-09). 

Démonstration  nouvelle  et  généralisation  remarquable  d'une  formule  de 
M.  J.-W.-L.  Glaisher. 

Cesaro  {E.).  —  Note  sur  le  calcul  isobarique.  (Sg-^S). 

Cet  article  contient  de  nouveaux  développements  sur  le  calcul  symbolique 
dû  à  l'auteur,  et  qui  semble  de  nature  à  pouvoir  rendre  de  très  importants  ser- 
vices dans  certaines  branches  de  l'Analyse.  A  rapprocher  de  deux  articles  ana- 
lysés ci-dessus,  et  de  divers  travaux  de  M.  d'Ocagne. 

L'article  présente  les  divisions  suivantes  : 

Algorithmes  d'algorithmes.  —  Sur  la  dérivation  des  fonctions  de  fonction.  — 
Différences  des  fonctions.  —  Algorithmes  isobariques  composés.  —  Algorithmes 
homogènes  composés. 

Dewulf  {E.),  —  Théorèmes  de  Géométrie  et  de  Cinématique. 

(79-80). 

Propriétés  se  rattachant  à  l'étude  du  déplacement  d'un  plan  sur  lui-même, 
et  notamment  aux  centres  de  courbure  des  trajectoires. 

Jaggi {E,),  —  Sur  les  complexes  de  droites  du  premier  degré  et 
sur  leurs  congruences.  (80-87), 

L'auteur  se  propose  de  transformer  la  définition  analytique  de  PlUcker  en 
définition  géométrique,  et  il  tire  de  là  des  conséquences  géométriques  intéres- 
santes. A  noter,  l'explication  géométrique  de  l'analogie,  constatée  par  M.  Appell, 
entre  les  pôles  et  plans  polaires  dans  une  cubique  gauche,  et  le  système  des 
foyers  et  plans  focaux  dans  le  déplacement  infiniment  petit  hélicoïdal. 

Bull,  des  Sciences  malhém.,  2*  série,  t.  XI.  (Mars  1887.)  '^-^ 


S!Hienne{J.-E.).  —  Quelques  n^fleiions  sur  l'étude  g^ométréjoe 
des  courbes  géométriques,  et  tliéorèmes  pouvant  y  être  utiles. 
(87-98,  i3i-i38,  297-3i5). 

Mémoire  fart  Driginil  oii  l'auteur  prend  comme  poial  de  déparl  qurJqoti 
tbitorémcs  fondiimeDUui  sur  le*  courbes  géométriques,  et  noiBinment  le  Uiéo' 

ntmc  d'tliilcr  sur  \n  rourbes  d'ordre  n  paisani  par  ~ — ; —  1  points  Gicj. 

Il  y  «joule  un  nouTeaa  théorème  sur  les  n'  point»  d'iotcrscetioa  de  isn 
cnurbM  d'ordre  r.  Utns  l'impossibilili  d'analjmr  les  diverses  coaséquacM 
(ju'il  déduit  dp  p.ette  élude,  nnu»  devons  nous  borner  A  reproduire  lu  li 
dn  divisions  prineipalei  du  Mémoire  de  M.  Esiienne.  Cela  sera  surCsint  pour 
donner  ou  lecteur  une  idée  générale  : 

Ëipoléde  la  nipibode  (théorèmes  généraux}.  —  Remarques  sur  les  tWortmn 
préetdenU.  —  Kélleiioas  et  théorèmes  sur  les  surraces  du  second  ordre  «• 
quadriquM.  —  Délation  entre  huit  plans  scplaîres.  —  De  la  cubique  gaaclie.— 
Autre  (ualugie  entre  la  rubiquc  gauche  et  la  conique.  —  Digression  sor  li 
condition  simple  du  premier  ordre,  la  pins  générale,  i  laquelle  on  peut  >v 
ireindre  une  cunique.  ~  Quelques  théorèmes  sur  les  quadriques  lyanl  Itun 
analogues  dans  la  théorie  des  coniques,  et  pouvant  servir  i  la  recheithe  d'aM 
relation  entre  dix  points  d'une  quadrique. 

Antomari{X.).  —  ïliéorèmcs  de  Géométrie  sur  le  centre  J« 
moyennes  dislances.  (98-100), 


m-pi   ni~p. 

Escary. —  Remarques  coocernanlla  limite  de  [1  +  ~l   ■  (loi- 
102). 

Dans  le  terme  général  du  déreloppement  ajanl  pour  dénomiiuitMr  al 
M.  Escary  pose  m  ==  n'u,  ce  qui  le  conduit  à  une  proposition  nouvelle  sv  le 
nombre  e. 

Publications  ntcENTEs.  —  (102-io.j). 

Questions  proposées.  —  15â3,  1524.  ([o4). 

Un  ancien  Elève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Note  de  Géo- 
métrie. (105-109). 

A  propos  d'une  question  proposée  en  i85i  par  Clusles  au  coaconn  géaènl  : 
propriété  de  deux  cercles  qui  ne  se  touchent  pas,  Chasies  •  pnUié  di»  wlalù» 
de  la  question,  et  cet  article  en  fournit  une  onzième. 

Ocagne  {M.  d').   —  Étude  de  deux  systèmes  simples  de  coor- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  39 

données  tangentielles  dans  le  plan  :  coordonnées  parallèles  et 
coordonnées  axiales.  (iio-i3o). 

Fin  d'une  étude  publiée  dans  le  tome  précédent  et  que  nous  avons  antérieu- 
rement analysée.  Elle  comprend  les  Chap.  IX  et  \  (méthode  de  transformation 
et  applications);  nous  nous  bornerons  ici  à  reproduire  les  titres  des  divisions 
principales  : 

Définitions  et  principes.  —  Droite  divisant  le  système  de  deux  autres  dans  un 
rapport  donné.  —  Points  parallèles.  —  Module  angulaire  d'un  point.  —  Angle 
de  deux  points.  —  Points  perpendiculaires.  —  Remarques  sur  la  transforma- 
tion des  coniques.  —  Transformation  des  propriétés  segmentaires.  —  Transfor- 
mation des  propriétés  angulaires.  —  Note  sur  la  transformation  des  propriétés 
barycentriques.  --  Résumé. 

Ajoutons  que  l'ensemble  de  cette  étude  fort  intéressante  a  été  publié  en  une 
brochure,  contenant  en  outre  l'indication  d'un  procédé  de  calcul  graphique  et 
des  Notes,  ne  figurant  pas  dans  les  articles  des  Nouvelles  Annales. 

Ilumbert  (E,).  —  Note  sur  la  théorie  des  foyers.  (i38-i43). 

M.  Humbert  établit  cette  théorie  au  moyen  d'une  transformation  de  l'équa- 
tion générale  des  coniques,  qui  le  conduit  également  à  la  théorie  des  axes.  11 
obtient  aussi  Téquation  générale  des  cercles  doublement  tangents  à  la  conique. 

Correspondance.  —  Af,  Genocchi  :  A  propos  d'une  Lettre  de 
Gauss  à  Sophie  Germain  sur  la  forme  y^  '\-  nz^.  —  M.  IL 
Brocard  :  Sur  une  courbe  étudiée  par  M.  d'Ocagne  dans  son 
étude  relative  aux  coordonnées  axiales  et  parallèles  (i43-i47). 

Bibliographie.  —  Théorie  du  potentiel,  par  Emile  Mathieu; 
extrait  de  la  Préface  de  ce  troisième  Volume  du  Traité  de  Phy- 
sique mathématique.  (i47-i3o). 

Questions  proposées.  —  1525  à  1529.  (i5o-i52). 

Biehler  (C).  —  Sur  la  construction  des  courbes  dont  Téquation 
est  donnée  en  coordonnées  polaires.  (iSS-iSg,  223-235,  249- 
a56). 

Ces  articles  sont  la  suite  d'une  étude  dont  la  publication  a  été  commencée 
dans  le  Tome  précédent.  Nous  devons  renouveler  ici  nos  regrets  de  voir  les  di- 
verses parties  d'un  intéressant  Mémoire  publiées  à  de  si  longs  intervalles. 

M.  Biehler  poursuit  d'abord  l'étude  des  tangentes  et  des  points  d'inflexion, 
puis  il  passe  à  la  théorie  des  asymptotes,  au  sujet  desquelles  il  se  livre  à  une 
discussion  très  précise  et  très  détaillée.  Il  termine  enfin  par  l'étude  des 
branches  paraboliques  et  des  dispositions  diverses  qu'elles  peuvent  présenter. 

Ces  articles  seront  consultés  avec  fruit  par  les  élèves  des  cours  de  Mathéma- 
tiques spéciales. 


40  SECONDE  PARTIE. 

De  Saint-Germain  {A,).  —  Étude  sur  un  théorème  d'Abel  re- 
latif aux  séries  et  sur  un  développement  en  série  souvent  utile 
en  Astronomie.  (iSg-iôg). 

Perfectionnement  d'une  démonstration  de  Dirichlet;  il  s*agit  d'une  propo- 
sition sur  la  convergence  des  séries,  sujet  si  délicat  et  qui  se  prête  si  facilement 
à  de  graves  erreurs. 

L'analyse  de  M.  de  Saint-Germain  parait  tout  à  fait  inattaquable.  L'article 
se  termine  par  une  application  à  la  série  donnant  0  développé  suivant  les  puis- 
sances de  Zf  lorsqu'on  a 

cosô  ^  cosç  -\-  z. 

Pomey  {J.-B,).  —  Sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré.  (169-170). 

Démonstration  de  la  proposition  suivante  : 

«  Si  une  droite  passe  par  trois  points  d'inflexion  sur  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  elle  la  coupe  encore  en  un  quatrième  point  d'inflexion.  » 

Goffart  {N,),  —  Évaluation  géométrique  de  l'intégrale 

sin  OL  dx 


2;r  cosa4-a?' 

(171-172). 


=/(«)• 


ic 


/(a)  a  pour  valeur  -  ou suivant  les  valeurs  de  a,  et  cette  fonction/(a) 

est  périodique. 

Mirman  (L.),  —  Sur  les  fonctions  homogènes  de  deux  poly- 
nômes U  et  V,  premiers  entre  eux  et  de  même  degré  en  x. 

(173-176). 

F(U,  V)  étant  l'une  de  ces  fonctions,  les  racines  communes  aux  équations 
UV—  VU'  —  0  et  F(U,  V)  =  o  sont  racines  multiples  de  cette  dernière.  Cette 
proposition  cl  sa  réciproque  sont  l'objet  de  l'article  dont  il  s'agit. 

Alonv  (L,-A.),  —  Quelques  formules  générales  relatives  aux  in- 
tégrales définies  et  indéfinies.  (176-183). 

M.  Mony  établit  une  formule  fondamentale  intéressante,  dont  il  fait  ensuite 
application  et  qui  lui  fournit  d'assez  nombreux  théorèmes.  Nous  nous  borne- 
rons à  citer  celui-ci  : 

«  Si  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  d'une  fonction,  on  en  déduit  immédia- 
tement celle  de  la  fonction  inverse.  » 

Picquet  {IL).  —  Sur  l'enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux 
cercles  harmoniquement.  (1 83- 184)- 
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Cette  eaveloppe  est  une  conique  ayant  pour  foyer  les  centres  des  deux  cercles. 
DdmonstratîoQ  trii  simple  de  cette  propriété. 

IVeiil.  —  Sur  une  identité  algébrique.  (iS^-iSS). 

L'auteur  se  propose  de  trouver  quatre  polynùmea  entiers  satisfaisant  à  l'iden- 
tité 

X-Y-l-VZ  +  Z'U-(-U'X  =  o. 

Cette  étude  le  conduit  i  de  nombreuses  conséquences,  utiles  en  Analyse  indé- 
terminée. 

Weitl.  —  Sur  quelques  équations  indétermiaées.  (1S9-193). 
Nous  citerons  les  équations 

ax'  +  by'  =  z'f*',        X'  +  by'  =  x",        x'  —  ay'  =  n'. 
Application  i  l'intégration  de  certaines  équations  aux  différences  finies. 
Pomey  [J.-B.  ).  —  Applicalîon  d'un  procédé  particulier  à  la  re- 
cherche de  l'intégrale  / -^-  (193-194)- 

L'auteur  passe  par  une  intégrale  double.  Le  procédé  est  peut-être  un  peu 
détourné,  bien  qu'ingénieux. 

Antomari  (--r.).  —    Généralisation   d'un   théorème   d'Algèbre. 
(i94-i96)- 

Sur  deux  polynâmes  entiers,  premiers  entre  eux.  Applications  aux  fractions 


Cesaro  (£".).  —  Sur  le  coefficient  de  stabilité  des  massifs.  (19 
200). 

Cette  Note  renferme,  sous  forme  résumée,  une  application  des  pli 
des  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  à  la  stabilité  des  revêtements  et  s< 
nements.  Il  y  a  là  le  germe  d'applications  fort  utiles  dans  la  pratique  des 


Lemotne  (£"-)-  —  Sur  une  généralisation  des  propriétés  relatives 
au  cercle  de  Brocard  et  au  point  de  Lemoiiie,  (201-223). 

Dans  cet  article,  M.  Lemoinc  reprend  l'élude  de  certaines  propriétés  de  la 
géométrie  du  triangle,  qui  ont  fait  l'objet,  depuis  plusieurs  années,  de  travaux 
si  nombreux  et  si  dignes  d'intérêt,  et  dont  nous  avons  eu  occasion  de  parler  i 
plusieurs  reprises  dans  les  précédents  comptes  rendus  des  Nouvtlles  Annales. 
11  y  ajoute  des  théorèmes  nouveaux  et  inédits,  obtenus  presque  tous  par  la  mé- 
thode des  coordonnées  trilioéaires.  La  plupart  se  rapportent  aux  coniques  in- 


\ppIiollun  d«  l«  ihfcrjc  d»  rutei  dci  puîiMnccs  ïi 
(llviMtM  par  un  noailirc  rnnitanl.  Ln  propriétés  bien  connues  relatives  t  l«  né-  I 
rliidiclM  ninduitcnt  l'auteur  l  piusieurt  remarques  digne*  d'iniér«t  se  n)pp«t-  ] 
u  lyÉtûnte  dicimal.  Nom  iig:D(ileruai  en  particulier  cdte-ri  : 


ËcoLK  M»vALB  (Concoiifs  de  i88^),  —  Lnoiicés  descomnosiUoiu: 
Arilliiiiéliquc  cl  A](jt>brc,  (îi'oini5tric,   Géométrie  descriptin*. 

La  C/ieSHUÙ{A.).  —  Constniclion  du  centre  de  courliure  eo  un 
point  d'une  ellipse.  (247-348). 


i)iicmci>t  t]! 

tltKSTlONS    l-nofOSÉKS. 

Centru  {h'.).  —  lAemarques  sur  un  article  de  M.  d'Ocane.  (»56^| 

L'article  ca  question,  publié  ta  démiibrc  t9S\  iIbu  Ia  Am 
t*l  rcitlit  «ni  roordonaécs  «liaks.  M.  Cetars,  ^n  s' 
lu^e  quuliMl,  trnunjue  que  le  inUMc  des  Cowifcaaée  a 
tnurdoDDcra  |»Uirei  soal  corMlMifs.  SaircM  f' 
laiBci  cuurb«'>,  ci  pArltcultcreateiU  si 

\  rappriH-licr  drs  tntaat  de  M.  Lasocne  lar  ta  t 
Jraites  t(«ipnM)iw»,  qiw  M.  Cmro  mt  Ma>qw  pa*  4a  iif|itii.  « 

(iiat {/*.}.  —  SoIntioD  di-  U  (fur^boii  prupoâfe  a«  4 
uéral  d«  itt8i  ca  Malhriiuitiqu«$  spéciales.  («AS-iSSi. 
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Giat  {P')'  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  gé- 
néral de  1881  en  Mathématiques  élémentaires.  ('267-270). 

Propriétés  relatives  aux  bissectrices  intérieures  d'un  triangle. 

Giat  {P')'  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  gé- 
néral de  1881  en  Rhétorique.  (271-272). 

Problème  relatif  à  un  tronc  de  cône. 

Bénézech  {E.).  —  Solution  delà  question  proposée  au  Concours 
général  de  1881  en  Seconde.  (272-274). 

Problème  reposant  sur  une  construction  dans  l'espace. 

Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1884.  — 
Énoncés  des  compositions.  Admissibilité  :  Mathématiques  spé- 
ciales. Mathématiques  élémentaires,  Composition  sur  un  sujet 
du  programme  de  la  licence.  Compositions  finales  :  Mécanique, 
Calcul,  Epure.  (274-277). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1884.  — 
Énoncés  des  compositions  données  à  plusieurs  élèves  qui  n'ont 
pu  composer  que  plus  tard  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive. (277-278). 

ORMALE  supérieure  (Concours  dc  1884).  —  Enoncés  des 
positions  :  Mathématiques,  Physique.  (279-280). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale.  —  Enoncés  des  com- 
positions. Première  session,  juillet  1884  •  Géométrie  analytique, 
Calcul  trigonométrique.  Géométrie  descriptive.  Physique,  Chi- 
mie. Seconde  session,  octobre  1884  :  Géométrie  analytique, 
Calcul  trigonométrique.  Géométrie  descriptive,  Physique,  Chi- 
mie. (280-286). 

L   École  forestière  (Concours  de  1884).  —  Énoncés  des  composi- 
B       tions  :  Mathématiques,  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmique. 

\      (286-287). 

^EcoLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (Coucours  de    i884).  —  Enoncés  des 
^H   compositions:  Mathématiques,  Epure.  (288-28()'). 


(■i8y-a<5  i 

ili.'i?rniinanl 

d'une  méthode  ti 
i  r■■dc^  d<'s  mil»- 

*s  sin 

pie  pour  tiblFDir  1 
lifs  ù  t  lÎKnesqud 

OIJUUM.  Suiïcoi  Jcui 

uppUcitiuas, 

C^,aro  (A,-. 

.  —  Sut-  lit  s(5i 

l.>  11» 

riiioniquc.  {3(>J- 

it)G). 

Somuiati..n 

ileî  H  (irumûTï  U 

rm«d 

c  lu  ïi^rie  hurmuniq 

e.  CmisUnle  d'Eulw. 
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Cesaro  (£'.)•  —  Sur  un  lliéorèmc  de  M.  Lagucrre.  (Sai-Saj).  \ 

Il  Vagit  lie  lu  ([ii(!«linn  laHI),  retilive  uux  racinn!,  de  l'ùqualinn 

y(-)-^  *■/■'(*!  =  "■ 

CéninliMat  la  question,  H.  Cesaro  y  ajoute  de  nombreuaes  et  iatéKanatti 
remarque*  lar  les  fonctions  dont  les  léros  sont  aligna  inr  nne  droite. 

Cesaro  {E.).  —  Solution  de  la  question  1338.  (3a8-33o). 
Thdoréiue  relatif  i  nde  iquation  qui  a  tAntca  se*  racines  iMles. 

De  Saint-Germain  (A.).  —  Note  sur  la  discontinuité  de  certaines 

séries.  (331-334). 

Discussion  d'observations  de  M.  Catalan  concernant  une  étude  de  l'aolenr  sur 

un  thiorÈme  d'Abel  Ivait  Nouvelles  Annales,  avril  i8S5). 

Jaggii^E.).  —  Sur  les  complexes  linéaires.  (334-337). 

Démonstration  analytique  d'un  tbéoréme  sur  les  normales  aux  trajectoires 
d'un  solide  dont  le  déplacement  est  assujetti  à  cinq  conditious. 

Fouret  (G.).  —  Sur  la  loi  de  succession  des  coefficients  dans  la 
formule  du  binôme.  (337-338). 
Démonstration  iadiïpendante  de  tu  parité  de  l'exposant. 

Lcbon  (E.).  —  Construction  nouvelle  des  points  d'intersection 
d'une  di-mlc  et  d'une  conique.  (338-34a). 
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Biblioghapiiie.  —  Les  figures  réciproques  en  Statique  graphique, 
par  L,  Cremona;  Compte  rendu,  par  M.  L,  Bossut.  (34 2-344)* 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Solution  géo- 
métrique de  la  composition  mathématique  pour  l'admission  à 
rÉcole  Polytechnique  en  i885.  (345-35o). 

Problème  sur  une  ellipse  et  une  circonférence  passant  par  ses  deux  foyers. 
Parmi  les  propriétés  remarquables  que  fait  ressortir  l'auteur  de  cette  solution, 
il  y  a  lieu  de  signaler  celle-ci  : 

«  Le  produit  des  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  l'ellipse  et  de  la  cir- 
conférence est  constant,  quelle  que  soit  cette  circonférence  passant  par  les  deux 
foyers.  » 

Gomes  Teixeira  {F,),  —  Sur  Tinterpolation  au  moyen  des  fonc- 
tions circulaires.  (35i-359). 

Développement  sur  des  formules  de  M.  Hermite  donnant  une  méthode  d'in- 
terpolation au  moyen  d'une  fonction  entière  homogène  de  sinj?  et  cosâ?.  For- 
mules inverses  de  décomposition  et  application  au  Calcul  intégral. 

D^Ocagne  {M,),  —  Note  sur  la  symédiane.  (36o-36n). 

Nombreuses  conséquences  des  propriétés  du  point  de  Lemoine  et  des  points 
conjugués  isogonaux  et  isotomiques  dans  un  triangle.  Voir,  du  même  auteur, 
une  Note  précédente  sur  le  même  sujet  (3*  série,  t.  Il,  p.  463). 

Realis  (S.).  —  Scolies  pour  un  théorème  de  Fermât.  (367-372). 

Le  théorème  en  question  est  le  suivant  : 

«<  Si  le  nombre  p,  compris  dans  la  forme  linéaire  4^  +  1,  est  premier,  ou 
composé  de  facteurs  premiers  de  cette  forme,  p  est  la  somme  de  deux  carrés.  » 

Mirman  (L,).  —  Sur  la  cissoïde  de  Dioclès.  (372-374)- 

Démonstration  géométrique  de  l'un  des  modes  de  génération  de  cette  courbe. 

Correspondance.  —  M.  d^Ocagne  :  Au  sujet  des  transformations 
axiales,  et  remarque  sur  les  racines  imaginaires  des  équations. 
—  iS.  Realis  :  Envoi  d'énoncés  sur  des  questions  d*arithmo- 
logie.  (374-378). 

Fauquembergue.  —  Solution  de  la  question  14SI.  (379-380). 

Sur  une  équation  indéterminée. 

Goffart  (N.).  —  Solution  de  la  question  4504.  (38o-38i). 

Propriété  d'un  triangle  rectangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatcrc. 
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Jukel-Rénoy. 

—  Sololion  de 

la  question  1506.  (38|.^Sl^^^H 
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Moret'Itlane. 

—  Solution  dr 

la  question  (S07.  (38a-3g3).     ^^B 

Michard  (J.). 

—  SolttUoa  de  U  que&tïon  1513.  (384).                       ^ 

U\e^ 

iM  p»r*lR.|«  do«i  1 

\t  fvjtr  n  un   poiot  d«    lu   dircflricr  »unl 

■  Les.  —  Solution  de  la  question  1314.  (  385-386).                              ^ 

froprieu  dm 

I  uUoiiIc  rt  d'un  Ir 

iinMre. 

Barisien  {K.) 

.  -  Solution  d 

r  la  question  1520.  (386-388). 

l'ioprMU  da  trians'*- 

Leboutteux.  - 

-  Solution  de  la 

question  1S2I.  (aSg-Sgo).                    ' 

M.  GeniD». 

UiMgk.  U  sololiu 

QuRSTioi«s  fttoposfjis.  —  l^tSâlSit.  (3()i-393).      ^^^^^^^^^H 

Ltgoux  {A.).  —  Sar  nne  ooavelle  propriété  d'an  sjstéme  IrifJe 
de  surfaces  quartïques  homofocales,  comprenant  comme  eu 

particulier  la  surface  des  ondes.  (393-408). 
L'aultur  considère  les  surfaces  représentées  par  l'Équation 


/■■-i-p—  a'       r'-i-p  —  6"       z^  +  p  —  c" 

■vccri—  x*-^^-■  +  '^  et  pétant  un  paramètre  variable.  Il  montre  que  le  système 
triple  de  ces  surfaces  se  prête  k  l'élude  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
d'onde  ordinaire.  Son  Mémoire  présente  les  divisions  suivante»  :  Formules  re- 
latives aux  courbes  tracées  sur  une  surface  p,.  —  Équation  difTérentielle  des 
lignes  de  courbure  d'une  surface  d'onde.  ~  Équation  diflcrentielle  des  lifncs 
asymptotiqucs.  —  Hayon  de  courbure  d'une  section  normale.  —  Généralisation 
des  ré^iultats  préccdenl^. 

Pomey  (J.-ii.).  —  De  la  partition  des  nombres.  (4o8-4'7)- 

Démonstration  d'un  certain  nombre  de  propositions  relatives  t  ce  problème 
fuiueuXi  et  exemples  A  l'appui. 

('cafiro  {/■:.).  —  Généralisation  de  l'idenlilé  de  MM.  Tchebychef 
et  de  l'olignac.  (4i8-.i32). 
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Cet  article  se  rapporte  à  des  formules  sur  les  nombres  premiers,  et  conduit 
Fauteur  à  des  conséquences  extrêmement  curieuses  et  originales,  comme 
celle-ci  : 

«  Il  y  a  environ  douze  à  parier  contre  un  qu'un  nombre  entier,  pris  au  ha- 
sard, n'admet  pas  de  diviseurs  bicarrés,  autres  que  Funité.  » 

Barisien  {E.).  —  Solution  de  la  composition  mathématique  pour 
l'admission  à  l'École  Centrale  en  i883;  première  session.  (422- 
426). 

Problème  relatif  à  un  système  de  paraboles. 

Fauquembergue,  —  Solutions  de  questions  proposées  par 
M.  Realis.  (427-429). 

Sur  des  équations  n'admettant  pas  de  racines  entières. 
Realis  (S.).  —  Solution  des  mêmes  questions.  (429-431). 

Démonstration,  s'appuyant  sur  un  certain  nombre  de  propositions  d'Euler, 
concernant  les  formes  biquadratiques. 

GeronOy  rédacteur.  — Note  sur  les  solutions,  en  nombres  entiers, 
de  Téqualion  — — —  =yj  où  Ton  suppose  x  impair.  (43i-432). 

La  solution  est  a:  =  47  -t-  5o/. 

Droz.  —  Solution  de  la  question  1456.  (432-433). 

Propriété  d'une  conique  et  d'un  triangle. 

Un  Anonyme.  —  Solution  de  la  question  4461.  (434-435). 

Propriété  de  deux  hyperboles  équilatères. 

Bibliographie.  —  Théorie  et  application  des  sections  homothé- 
tiques  de  deux  quadriques,  par  M.  Ernest  Lebon;  gr.  in-8", 

1884.(436). 

Publications  récentes.  —  (436-44o)« 
Question  proposée.  —  1543.  (44o)* 

Peticol.  —  Loi  de  probabilité  des  écarts.  (44^-448). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  Texpéricnce  consistant  à  jeter  en  Tair 
m   pièces  de   monnaie,  m  étant  pair;  n  pièces  tombant  pile  cl  m  —  n   face. 
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Tcxpérience  présente  l'écart /i.  Il  calcule,  en  partant  de  là,  les  probabilité  -=^ 

d'un   écart  quelconque,  puis  Técart  moyen.  Enfin,   il   étend   cette  théorie  ^ 
d'autres  expériences,  et  notamment  au  tir  des  pièces  d'artillerie. 

Questions  proposées   par  M.    E.   Cesaro.    (448-434»  556-565). 

Sûixante-sept  énoncés  portant  sur  diverses  questions  de  Géométrie  ou  d'Ana- 
lyse,  et  notamment  sur  des  questions  de  probabilités. 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  composition  mathématique  pour 
l'admission  à  TÉcole  Centrale;  seconde  session,  octobre  i883. 
(454-460). 

Lieu  géométrique  dans  un  plan. 

Juhel-Rénoy.  —  Théorèmes  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole  équila- 
tère.  (46o-463). 

Propriétés  de  la  directrice,  de  deux  diamètres  conjugués,  d'un  triangle  rec- 
tangle inscrit. 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  en  i885;  première 
SESSION.  —  Enoncés  des  compositions  :  Géométrie  analytique, 
Épure,  Triangle,  Physique,  Chimie.  (463-466). 

Correspondance.  —  G,  Mittag-Lefjler  :  Lettre  concernant  un 

Concours  pour  un  prix  à  décerner  on  1889,  sur  Tiniliative  du 
roi  de  Suède.  —  A.  Matliicu  :  Sur  les  points  conjugués  isogo- 
naux  dans  le  triangle.  (46()-472). 

J7...  (Louis),  —  Solution  de  la  question  1449.  (473). 

Sur  la  somme  des  restes  du  nombre  cnlier  n  divisé  par  chacun  des  nombres 
qui  le  précèdent. 

Pisani  (F.).  —  Solution  de  la  question  1509.  (47I-47G). 

Propriété  du  triangle. 

/Parisien  (A.).  —  Solution  de  la  question  1515.  (476-479). 

Propriété  de  deux  normales  à  une  ellipse. 

Drouot  (G.)  et  Boyard  (//.).  —  Solution  de  la  question    lol6 

(i8o-48iV 

Propriété'  d'une  normale  à  r('lli|)>c. 
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Geneix-Afartin  (-^■)-  —  Solution  de  la  question  1524.  (4^'- 
/183). 

Propriété  du  tétraèdre. 
Homero  (•/■)■  —  Solution  de  la  question  1533.  (483-484). 

3'"*'+  4on —  17  est  dirisiblc  par  65. 
Russo{G.).  —  Solution  de  la  question  1536.  (484-485). 

Propriété  de  ia  parabole. 
Un  ANonYHE.  —  Solution  de  la  question  1538.  (485-48^). 

Aire  du  triangle  formé  par  les  ceotres  des  trois  cercles  exiascrits  A  nn 
triangle. 

Questions  proposées.  —  lo-ifi  à  1553.  (487-488). 

Pomey  {J.-B.).  —  Propriétés  élémentaires  des  faisceaus  en  in- 
volution  et  leur  application  à  quelques  problèmes  relatifs  aux 
courbes  du  second  et  du  troisième  degré.  (489-498). 

L'auteur  définit  l'involution  au  moyen  des  deux  droites  y  =  mx,  y  =  m'x, 
avec  la  condition  Amni'-l- B(7n  H- m')  H- C  =  o.  Il  en  déduit  d'assez  nom- 
breuses conséquences  concernant  les  coniques  et  tes  courbes  du  troisième 
degré. 

Jukel-Rénoy.  —  Solution  analytique  de  la  composition  mathé- 
matique pour  l'admission  à  l'École  Polytechnique  en  i883. 
(498-502). 

Propriétés  d'une  circoofércDCC  variable,  passant  par  les  deux  fojers  d'une 
ellipse  fixe. 

Barisien  {E.).  —  Solution  de  la  composition  mathématique  pour 
l'admission  à  l'École  Centrale  en  1884;  seconde  session,  oc- 
tobre. (5o3-5o9). 
Question  relative  i  un  système  d'hyperboles. 

CoHREspOHoiiicE.  —  De  Saint-Germain  (ettrail  d'une  Lettre): 
Sur  la  construction  du  centre  de  courbure  d'une  ellipse.  (5io). 

Bibliographie.  —  J.  de  la  Gournerie  :  Traité  de  Géométrie  des- 
criptive, 2'  édition;  compte  rendu  par  M,  Ei'Uëst  Lehon.  — 
A  If.  Colas:  Cours  de  C^omélrie  élvioentaire;  compte  rendu 
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par  M.  Désiré  André,  —  Henri  Genaille  et  Edouard  Lucas: 
Les  appareils  à  calculs  exacts  et  instantanés.  (SioSig). 

Chrétien  {E,).  —  Solution  de  la  question  1362.  (Sig-Sao). 

Problème  sur  la  circonférence. 

Catalan,  —  Solution  de  la  question  1489.  (5ao-524). 

Solution  d'une  équation  indéterminée  de  degré  p. 

Brocard  (//.).  —  Note  sur  la  question  1500.  (524-525). 

Propriété  de  l'hyperbole  équilatcre. 

Richard  {J.),  —  Solution  de  la  question  1518.  (526-528). 

Problème  sur  une  courbe  plane  de  poursuite. 

Juhel-Rénoy,  —  Solution  de  la  question  1535.  (528-53o). 

Produit  des  distances  des  foyers  d'une  ellipse  à  une  normale. 

Bassani  {IL),  —  Solution  de  la  question  1537.  (53o-53i). 

Propriété  des  quatre  normales  menées  d'un  point  à  une  ellipse. 

Un  Anonyme.  —  Solution  de  la  question  1513.  (532-533). 

Problème  relatif  à  l'hyperbole  équilatcrc. 

Morct-Blanc,  —  Solution  de  la  question  154  i.  (533-533). 

Problème  relatif  ù  la  parabole. 
Questions  proposées.  —  13oi  à  1060.  (535-536). 

Brisse{Ck,)^  rédacteur.  —  Démonstration  directe  d'une  identité. 

(53-). 

Celle  identité  est  extraite  de  V Algèbre  de  M.  de  Longchamps. 

Barbarin,  —  Note  sur  l'herpolliodie.  (538-556). 

Quand  un  corps  libre  tourne  autour  d'un  point  fixe,  son  ellipsoïde  d'inertie 
demeure  tangent  à  un  plan  invariable.  Le  point  de  contact  décrit  sur  l'ellip- 
soïde une  courbe  appelée  polhodie  et  trace  sur  le  plan  fixe  une  autre  courbf, 
Vherpolhodie,  que  M.  Barbarin  se  propose  d'étudier.  Son  travail  présente  les 
divisions  suivantes  : 

Kqualion  de  l'herpolhodie.  —  Discussion  et  forme  de  la  courbe.  —  Mouve- 
ment sur  rherj)olli<)di«'. 
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Le  grand  avantage  de  cette  consciencieuse  étude  est  de  rendre  plus  claires,  à 
l'aide  de  Therpolbodie,  les  circonstances  du  mouvement  de  rotation. 

Bibliographie.  —  //.  Resal  :  Traité  élémentaire  de  Mécanique 
céleste,   2*  édition;  1884,  in-4",  46o  P- î  extrait  de  la  Préface. 

—  J,  Moutier  :  La  Thermodynamique  et  ses  principales  appli- 
cations; i885,  in-8",  568  p.;  extrait  de  la  Préface.  —  E»  Prit- 
vost  :  Leçons  de  Géométrie  analj^tique;  i885,  gr.  in-8",  352  p. 

—  G,  de  Longchamps  :  Cours  de  Mathématiques  spéciales  : 
II*  Partie,  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions,  et  IIP  Par- 
lie,  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  i885;  in-8°, 
396  et  4ïo  p.  —  G.  de  Longchamps  :  Cours  de  Mathématiques 
spéciales,  P*  Partie,  Supplément;  i885,  in-8®,  173  p.  —  CA. 
Vacqiiant  :  Cours  de  Trigonométrie;  1886,  in-8'*,  4oo  P- 
(565-573).  A.  L. 
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Tome  XXIII;  octobre  i883-mars  1884. 

Duguet,  —  Résistance  des  corps  solides.  (?.i-4i,  ii5-i3o,  3i8- 
335,  498-516,  5o  fig.). 

Les  Chapitres  du  Mémoire  se  rapportent  maintenant  aux  applications. 

Chap.  VI.  Compression.  Traction.  Flexion.  —  Limite  d'élasticité  apparente 
de  compression.  Compression  symétrique  des  corps  de  révolution.  Ressort  Bel- 
leville.  Traction.  Déformation  des  prismes.  Déformation  des  corps  fibreux  et 
cristallins.  Compression  dissymétrique  des  barres  longues. 

Chap.  VIL  Déformation  et  résistance  des  cylindres  creux.  —  Petites  défor- 
mations élastiques.  Forces  principales.  Fretlage.  Nouvelle  forme  des  équations 
d'équilibre.  Forces  tangentielles  maxima.  Limite  d'élasticité  ou  résistance  élas- 
tique des  tubes. 

Perrin  (M.).  —  Note  sur  le  tir  au-dessus  de  Thorizon.  (i3i-i36, 

'A  %.).  ^ 

Dans  une  précédente  livraison  de  la  Bévue  d*Artillerie,  M.  Percio  a  montré 
que,  lorsque  le  but  est  suffisamment  élevé  au-dessus  du  niveau  de  la  pièce,  il 


(  '  )  Voir  Bulletin,  VIII,,  79. 
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est  des  cas  où,  pour  ratteindrc,  il  faut  employer  une  hausse  inférieure  à  celle 
qui  correspond  à  sa  distance  réelle. 

L'auteur  du  présent  travail  était  arrivé  déjà,  d'une  autre  manière,  à  la  même 
conclusion.  Il  fait  connaître  la  forme  comparative  des  courbes  neutres  {Bul- 
letin, VII,,  p.  87-88)  correspondant  à  six  principaux  types  de  bouches  à  feu. 

Un  Anonyme.  —  Calcul  des  vitesses  initiales  et  des  pressions  dans 
les  canons  ayant  des  longueurs  d'âme  variables.  (137-1 52,  i  fîg., 
I  pi.). 

Extrait  des  Mittheilungen  uber  Gegenstànde  des  Artillerie  und  Génie 
Wesens,  donnant  les  formules  et  tableaux  de  constantes  numériques  en  usage 
dans  les  aciéries  de  Krupp. 

Percin,  —  Sur  la  précision  que  procure  dans  le  réglage  du  tir 
l'observation  de  la  grandeur  des  écarts.  (iSg-ipS). 

Discussion  du  degré  de  précision  que  comporterait  cette  observation. 

Laurent  (P.).  —  Des  freins  hydrauliques  à  résistance  constante 
et  à  matelas  d'air.  (207-231,  i  fig.). 

La  question  des  freins  sans  matelas  d'air  a  déjà  été  traitée  dans  plusieurs 
articles  de  cette  Bévue  et  en  particulier  par  M.  G.  Canet  {Bulletin,  VIII,,  p.  80). 

L'auteur  de  ce  nouveau  Mémoire  s'est  appuyé  sur  les  mêmes  principes,  en 
introduisant  dans  la  question  deux  nouveaux  facteurs,  le  matelas  d'air  qui 
existe  dans  beaucoup  de  pompes  d'affût,  et  la  solubilité  de  l'air  dans  le  liquide 
contenu  dans  ces  dernières. 

Uchard,  —   Effets  du  recul  dans  les  affûts  de  campagne.  (281- 

Cette  Note  a  pour  objet  de  préciser  un  extrait  antérieur  publié  dans  le  môme 
Volume,  d'après  un  article  anglais,  et  de  rectifier  une  assertion  erronée  qu'il 
renferme. 

Tomo  XXIV;  avril-septembre  1884. 

Duguet,  —  Résistance  des  corps  solides.  (i38-i5i,  326-344? 
517-545,  24  fig-)* 

Voici  la  subdivision  des  paragraphes  développés  dans  le  présent  Volume  : 

Considérations  générales  sur  les  solides  d'égale  résistance.  Cylindre  d'égale 
résistance.  Calcul  de  la  résistance  élastique  d'un  cylindre  composé  d'un  nombre 
donné  de  frettes  et  des  éléments  de  la  construction.  Déformations  perrnancntos. 
Développement  des  forces  élastiques.  Résistance  élastique  d'un  tube  primitive- 
ment déformé.  Résistance  d'un  tube  soumis  à  une  dilatation  croissante.  Équi- 
libre et  résistance  élastique  de   la  sphère   creuse.  Fonds  sphériqucs  des  rliau- 
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«lières.  F»»rmiiles  relatives  au&  enveloppes  de  faible  épaisseur.  Fonds  de  cylindres 
épais.  Culasses.  Cylindres  ouverts.  Grandes  déformations  longitudinales  des 
cylindres.  Rupture  et  cassures  des  cylindres. 

Putz  {IL  ).  —  Mémoire  sur  Tapplication  du  Calcul  des  probabilités 
aux  questions  d'Artillerie.  (5-3o,  io5-i22,  2  fig.)* 

Le  l)ul  de  ce  Mémoire  est  d'indiquer  une  marche  à  suivre,  certaine  pour 
éviter,  dans  les  applications  du  Calcul  des  probabilités  aux  questions  d'artil- 
lerie, une  faute  de  principe,  (]ue  l'on  commet  habituellement,  et  dont  les  con- 
sé(]ucnces  erronées  ont  été  signalées  par  M.  Siacci  {Bulletin,  VIII,,  p.  81). 
Dans  la  théorie  généralement  enseignée,  on  commet,  suivant  l'auteur,  une 
double  fauJe,  parce  que  l'on  calcule  les  écarts  probables  sans  se  préoccuper  de 
la  direction  des  axes  des  coordonnées,  et  parce  que  l'on  considère  à  tort  les 
écarts  probables  ainsi  calculés  comme  absolument  indépendants. 

Dans  le  tir  de  l'artillerie,  deux  problèmes  principaux  se  présentent  :  la  dé- 
termination d'un  point  dans  un  plan,  ou  celle  d'un  point  dans  l'espace.  La 
probabilité  des  écarts  est  alors  figurée  par  une  ellipse  ou  par  un  ellipsoïde  des 
écarts  probables,  dont  les  axes  peuvent  s'appeler  axes  des  écarts  probables. 
Cette  conique  et  cette  (|uadrique  doivent  être  considérées  comme  donnant  en 
«{uelque  sorte  la  mesure  de  la  précision  du  résultat. 

Ce  Mémoire  est  terminé  par  une  importante  remarque  critique  sur  l'influence 
du  nombre  des  observations.  Contrairement  à  une  assertion,  non  prouvée  d'ail- 
leurs, de  Poisson  {Mémorial  de  l' Artillerie,  j83o)  dix  ou  douze  observations 
ne  donneraient  (|u'uiic  approximation  d'environ  le  septième  de  leurs  valeurs 
moyennes  aux  axes  de  l'ellipse  ou  de  l'ellipsoïde  des  écarts,  et  il  en  faudrait 
vingt  à  vingt-cinq  pour  que  l'approximation  s'élevât  au  dixième.  Il  y  a  là, 
pour  la  conduite  des  expériences,  une  indication  précieuse  à  suivre. 

L'auteur  fait  observer  que  les  conclusions  auxquelles  il  est  arrivé  pourraient 
certainement  se  déduire  des  formules  dun  Mémoire  publié  par  Bravais  (iSjO), 
mais  la  marche  suivie  dans  ce  nouveau  travail  est  bien  difl'érentc. 

Ilojel  ([r.-C).  —  Expériences  de  Balistique  exécutées  en  Hol- 
lande. (262-270). 

Traduction  et  compte  rendu,  par  M.  Chapel,  des  résultats  publiés  par  M.  Ilojel 
et  de  leur  appréciation  par  M.  Siacci. 

Les  premières  idées  sur  la  résistance  de  l'air  peuvent  être  attribuées  à  Newton 
qui  regarda  lu  résistance  comme  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  On 
trouva,  plus  tard,  que  la  résistance  croissait  plus  rapidement  pour  les  grandes 
vitesses  (Kobins,  Ilutton)  et  semblait  varier  à  peu  prés  comme  le  cube  de  la 
vitesse  (Welter,  Hélie,  Uashforth).  On  reconnut  aussi  que,  dans  le  voisinage 
de  la  vitesse  du  son,  la  résistance  croit  beaucoup  plus  rapidement  (Mayewski) 
pour  redevenir,  peu  au  delà,  proportionnelle  au  cube,  puis,  un  peu  plus  loin 
encore  (à  partir  de  5oo*),  au  carré  de  la  vitesse,  et  même  moins  rapidement 
que  le  carré,  pour  des  vitesses  variant  de  600"  à  1000°  par  seconde,  vitesse  que 
l'on  a  réussi  à  atteindre  et  à  dépasser  même  au  polygone  de  Meppen.  De  là 
bien  des  hypothèses  et  des  formules  présentées  par  les  balisticiens  pour  la 
théorie  du  mouvemenl  des  projectiles  dans  l'air.  Nous  avons  eu  déjà  l'occasion 
de  signaler  plusieurs  de  ces  formules,  iiiai-^  il  ne  nous  semble  pas  utile,  pour 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2*  série,  t.  \I.  (.Mars  1887.)  H. 5 
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le  moment,  d'indiquer  d'autres  expressions  plus  approchées,  parce  qu'elles  re- 
vêtent toujours  un  certain  empirisme  et  que,  suivant  l'habileté  mathématique 
de  leur  inventeur,  elles  se  prêtent  plus  ou  moins  aisément  aux  transformations 
qu'elles  doivent  subir,  notamment  pour  les  besoins  de  l'intégration. 

Putz  {II')-  —  Note  sur  les  imperfections  inévitables  des  projec- 
tiles et  leur  influence  sur  la  justesse  du  tir.  (agS-SoS,  3  fig.). 

Projectiles  forcés.  Influence  de  l'excentricité  du  centre  de  gravité.  Influence 
de  l'angle  d'écart  d'un  des  axes  principaux  d'inertie  avec  Taxe  de  figure. 

Projectiles  non  forcés.  Influence  de  l'excentricité  et  du  vent  des  ailettes. 
Influence  de  l'angle  d'écart  et  du  vent  d(ïs  ailettes. 

Siacci  (F.),  et  Scliols  (C.-M,).  —  Note  sur  les  axes  des  grou- 
pements. (445-452). 

A  propos  de  l'article  de  M.  Siacci  {Bulletin,  VIII,,  p.  81),  M.  Schols  fait 
observer  que  le  théorème  énoncé  appartient  à  Bravais  {Aîém.  de  l'Inst,  de 
France,  t.  I\;  1846)  mais  il  en  attaque  les  démonstrations  données,  comme 
fondées  sur  une  h3'pothèse  inadmissible  a  priori.  M.  Siacci  maintient  que  ce 
théorème  a  son  importance,  car  il  n'est  pas  mentionné  dans  les  Ouvrages  de 
Didion,  Hélie,  JoulTret,  Ollera,  Breger,  etc. 

Le  débat  scientifique  se  termine  néanmoins  à  la  satisfaction  des  deux  partis. 

La  rédaction  de  la  Bévue  a  profité  de  la  circonstance  pour  reproduire  les  ré- 
sultats de  l'application  de  la  formule  de  M.  Siacci,  par  le  général  Mayewski, 
au  tir  des  projectiles  oblongs.  Ces  résultats  tendent  à  prouver  que  les  axes  des 
groupements  peuvent  être  considérés  comme  étant  l'un  horizontal,  l'autre 
vertical. 

Tome  XXV;  octobre  1884-mars  i885. 

Dugiiet,  —    Résistance   des   corps   solides,    (i 46-161,    3g8-422, 
II  fig.). 

CuAP.  VIII.  Considérations  sur  le  travail  mécanique ,  l'emploi  et  la  récep- 
tion des  métaux.  —  INIétallurgic  physique.  Procédés  mécaniques.  Marche  du 
laminoir.  Poinçonnage.  Des  grandes  déformations.  Travail  des  outils. 


Tome  XXVI;  avril-septembre  i885. 
Du  guet,  —  Résistance  des  corps  solides.  (2'î-49,  9  fig-)- 

Etirage.  Pièces  de  grande  résistance.  Essais  mécaniques. 
Cet  article  est  le  dernier  de  ce  que  l'auteur  appelle  la  Partie  statique. 

Roblin  (/?.).  —  Note  sur  un  procédé  de  repérage  en  direction. 
(133-146,7%,). 
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Emploi  (l'un  appareil  d'une  conslruction  simple  et  d'un  usage  commode, 
fondé  sur  l'adoption  d'un  pclil  miroir,  d'une  réglette,  d'une  fiche  et  d'un  cor- 
deau. 

Laurent  (P-)»  —  Tlu'orie   de  l'équilibre  élastique  des  surfaces 
coniques,  (i 47-16'^»  3r>()-382,  562-583,  g  fig.). 

La  théorie  de  l'équilibre  élastique  des  surfaces  coniques  est  nécessaire  pour 
l'étude  de  la  résistance  de  la  volée  des  canons. 

La  théorie  de  la  résislanre  des  cylindres  simples  ou  frettés  a  été  exposée  par 
les  généraux  Virgile  et  Gadolin,  mais  celle  des  surfaces  coniques  a  été  ramenée, 
inexactement,  à  Télude  de  cylindres  de  hauteur  infiniment  petite.  Il  y  a  donc 
intérêt  à  la  reprendre  sur  de  nouvelles  bases. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties.  La  première  comprend  le  rappel  des 
formules  de  l'équilibre  élastique  de  Lamé  (avec  application  au  tétraèdre);  la 
deuxième  traite  de  l'équilibre  élastique  du  cùne  (tronc  de  cône,  enveloppe  co- 
nique à  génératrices  non  parallèles,  enveloppe  cylindro-conique;  relations  entre 
les  forces  élasti(|ues  dans  la  volée  d'un  canon);  la  troisième  est  consacrée  à 
l'étude  du  cône  composé,  c'est-à-dire  des  enveloppes  coniques  frottées  l'une  sur 
l'autre. 

f^allier  (E.).  —  Etude  sur  les  lois  de  la  résistance  de  l'air.  (226- 
235,  324-347). 

Celte  étude  est  divisée  en  deux  parties  principales  :  la  première  a  pour  objet  la 
recherche  de  la  loi  de  résistance,  par  la  discussion  des  expériences  les  plus  ré- 
centes en  Allemagne;  la  deuxième  est  consacrée  à  l'établissement  des  formules 
balistiques  et  des  expressions  analytiques  des  éléments  de  la  trajectoire 
(ordonnée,  vitesse,  etc.)  et  profitant  des  simplifications  que  permet  de  réaliser 
l'emploi  des  fonctions  hyperboliques  et  du  logarithme  intégral. 

En  terminant,  on  a  signalé  l'utilité  qu'il  y  aurait  à  exécuter  quelques  tirs 
aux  vitesses  pour  résoudre  certaines  questions  sur  la  résistance  de  l'air  restant 
encore  douteuses  aujourd'hui  (entre  autres,  la  loi  de  résistance  pour  des  vitesses 
égales  ou  inférieures  à  la  vitesse  du  son). 

Siacci  (Z'.).   —   Sur  rétablissement  des  Tables  du  tir  vertical. 

(431-445). 

Traduit  de  la  Hivista  di  Artigliera  e  Genio  et  résumé  des  considérations 
dont  le  savant  professeur  de  l'école  de  Turin  fait  précéder  cette  nouvelle  forme 
donnée  aux  Tables  d'Otto. 

Ces  Tables  donnent,  pour  un  angle  de  projection  9  variant  de  3o*>  à  76**  par 
intervalles  de  ô",  la  vitesse  initiale  V,  la  portée  X,  la  flèche  Y  de  la  trajectoire, 
ainsi  que  d'autres  éléments  du  tir,  en  particulier  la  réduction  A\  de  la  portée, 
due  à  une  variation  AV  de  la  vitesse  initiale  ou  à  une  variation  Ao  du  poids 
spécifique  de  l'air,  u)  étant  l'angle  de  chute,  M.  Siacci  a  établi  les  relations 

A.V.û  _  I   A\\V  __  ùk\\\  _     Une? 

X.Ao   ~  â    X.AV        '*  X.AV   ""^tângu>' 

AX'  et  AX*  correspondant  respectivement  à  A5  et  AV.   La  première  de  ces  for- 
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mules  oL  Hgixircutii  ;  la  McontJe  auppnti^  les  alinlaacmcnli  rrrltraui  au-<loi»niis 
dn  la  llgnn  de  projrcllon   iavcncmcnt  |iri)pnrlionnels  nui  carrCs  iln  liicwrs 

Pouchehn  {F,).  —  Tables  balistiques.  (467-476). 

Cm  Tables  nnt  <^1<^  drciw^es  d'après  le«  formulea  de  M.  Sîacci.  Elles  ont  ité 
nlr.uli^M  t  partit  d'unn  vitesse  initiale  dn  7x1",  viLessc  i  laquelle  les  luis  du 
gi^nteal  Ma}re»iki  pcnTcnt  s'appliquer,  mict  ditTirent  eoeore  des  Tiiblcs  puhli^eï 
pnieddeinineat  (wr  la  itttvut,  en  ec  qu'elles  danoeal  les  valeurs  ite  lu  foneliop 
T(v)  qui  »erl  au  calcul  de  U  duiro  ila  irajul  t. 

Lea  viiMwt  iniUnlei  vtriaionl  ile  -m\-  i  \iw  par  intcrvillu  de  1".  Quant  aui 
formules  ruiutain«n[«le*  «dopii^t,  ce  auol  celles  du  Mfmutre  publia  »u  t.  XYII, 
p.  43  {Dallettn,  V.,  p,  i3>-]33). 


Tome  XXVll;  octobre  iSHi- 


Sigaiit elJUattrice.  —  titudc  sur  le  tir  ù  la  mer  ija»s  les  batteries 
basses.  (ay-^J,  kVi-kJ^,  4  '■€■•  ^  |>l.)- 


Dcscriplion  d'un  nouvel  upparoil  detliné  à  1 
«tididc  i  une  4i)|;uille  instnllde  dans  un«  aiitra  slalion,  et  qui,  par  son  recou- 
pement avec  une  autre  aiid4de<  vient  indiquer  immédiatement  sur  une  pUn- 
chett«  la  distance  t  laquelle  duit  se  trouver  la  but  i  atteindre. 

Perrin  {M.).  —  Note  complémentaire  sur   li'   tir   au-dessus   de 
l'horizon.  (118-12/î,  1  lig.}. 


La  courbe  neutre  {voir  le«  précédents  travaux  à 
par  un  point  en  partant  de  la  relation 


e  sujet)  peut  être  tracée 


tanga  =  si 


~  tans  r  ■■ 


a  étant  l'angle  de  tli 
go",  a.  passe  par  un 
toute  valeur  de  a  si 
rayon  ne  rencontre  j 


glc  de  site  du  but.  Mais,  quand  t  varie  de  o>  i 
6°j3'  correspondant  â  i  =  5i'5o'.  Ainsi,  pour 
i6"4a',  ta  circonférence  jjant  la  portée  pour 
le  neutre.  Pour  toute  valeur  de  a  inférieure  i 
^s,  situés  à  la  méoie  distance  de  la  pièce,  pour 
lesquels  la  hausse  i  employer  est  la  même.  Entre  ces  trois  points,  la  hausse 
subit  des  variations  et  passu  par  un  maximum  et  par  un  minimum  ;  ce  nouvel 
article  a  pour  objet  la  dclcrininaliun  de  ce  maximum  et  de  ce  minimum  en 
position  et  en  grandeur. 

Braccialini.  —  Tables  et  formules  pour  les   problèmes  du  lir 
courbe.  (237-2,^7). 

Extrait  de  la  Jtivùta.  Dans  tes  quatre  p 
flcient  balistique  a  été  Tait  implicitement; 
cienl  balistique,  peuvent  servir  il  détermine 


mîùrcï  Tables,   le  calcul  du  coef- 
s  trois  autres,  où  figure  le  cneffi- 
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Viant,  —  Influence  de  la  conslitiition  des  projectiles  sur  les  eflets 
qu'ils  peuvent  produire  dans  diverses  circonstances  de  guerre. 
(211-226,  297-314,  7  fig.). 

Siacci{F,),  — Un  procédé  d'intégration  des  formules  balistiques. 

(3i5-32a). 

Ce  procédé  revienl  à  une  méthode  peu  différente  de  celle  qui  a  été  déjà  em- 
ployée par  le  général  Didion,  adoptée  dans  presque  tous  les  Traités  de  Balis- 
tique.   La    métliode    consiste    à    remplacer    la    fonction-résistance    F(v)    par 

— ^ —z — >  a  étant  une  constante,  tandis  que  maintenant  l'on  remplace  F(v) 

acosO  '  T  r  X     / 

(vcos6\  cos' o 
)  - — ï:  >  Q  étant  une  constante.  Or  les  deux  quantités  a  et  Q  ne 
COS9  /   cos6      ^  T  r 

peuvent  être  constantes  en  même  temps  que  dans  le  cas  où  la  résistance  est 
proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse;  dans  tout  autre  cas,  si  ^  est  con- 
stante, a  est  variable  et  réciproquement.  C'est  ce  point  qui  constitue  la  différence 
des  deux  méthodes. 

Laurent  (P.)»  —  De  la  déformation  de  Tâme  des  canons  dans  le 
voisinage  de  l'obturateur  et  du  déculassement.  (53o-55o,  4  fig*)* 

La  résistance  des  bouches  à  feu  au  déculassement,  considérée  pendant  long- 
temps comme  une  question  de  peu  d'importance  relativement  à  celle  de  la  ré- 
sistance transversale,  a  pris  dans  les  préoccupations  des  artilleurs  la  place 
qu'elle  mérite  réellement. 

L'analyse  appliquée  à  l'étude  de  cette  question  n'a  fourni  que  des  résultats 
encore  bien  incomplets.  Cela  tient,  sans  aucun  doute,  à  la  difficulté  que  l'on 
rencontre  dans  l'emploi  des  formules  de  Lamé,  et  surtout  dans  l'intégration 
des  équations  différentielles  données  par  lui. 

Déjà,  dans  un  Mémoire  tout  récent  (voir  plus  haut),  M.  Laurent  a  donné 
deux  intégrales  particulières  dans  le  cas  d'un  corps  de  révolution.  Lorsqu'on  exa- 
mine attentivement  ces  intégrales  particulières,  et  les  valeurs  des  composantes 
des  forces  élastiques  en  un  point  quelconque  d'un  solide,  on  est  frappé  de  ce  fait, 
que  certaines  composantes,  telles  que  le  glissement  longitudinal,  ne  sont  fonc- 
tions que  du  rayon.  Cela  tient  à  ce  que  les  intégrales  des  déplacements  con- 
tiennent des  constantes  arbitraires.  Il  est  donc  possible  de  trouver  des  inté- 
grales plus  générales  remplissant  mieux  les  conditions  dans  lesquelles  se  trouve 
le  corps  considéré,  et  ce  sont  celles-ci  qui  ont  permis  à  l'auteur  de  traiter  les 
questions  abordées  dans  ce  Mémoire. 

Une  première  Partie  est  consacrée  à  l'établissement  des  nouvelles  formules; 
une  deuxième  traite  de  la  question  de  la  déformation  de  l'àme  dans  le  voisi- 
nage de  l'obturateur. 

Un  article  ultérieur  renfermera  la  troisième  et  dernière  Partie. 

H.  B. 
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JOURNAL  FUR  DIB  RBiffE  UND  AN6EWANDTE  BfATHBMATiK,  heraosgegeben  Ton 
L.  Kronegkbr  and  K.  Wbibrstrass. 

Tome  XCV;  i883. 

Hùuck  (Guido),  —  Nouvelles  constructions  de  la  perspective  et 
de  la  photogrammétric  (Théorie  de  la  correspondance  trili- 
néaire  de  systèmes  plans,  article  l^').  (i-35). 

La  correspondance  trilinéairc  entre  trois  formes  géométriques  de  première 
espèce  s'établit  par  une  équation  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  trois  va- 
riables qui  définissent  la  position  des  éléments  variables  dans  les  trois  formes 
fondamentales  ;  deux  de  ces  éléments  correspondants  déterminent  donc  le  troi- 
sième. Cette  correspondance  a  été  étudiée  par  MM.  Rosanes,  Schubert  et 
Benno  Klein  dans  des  Mémoires  antérieurs  (voir  Bulletin^  (a),  V,»  p.  107; 
VII,,  p.  337).  M.  Hauck,  Professeur  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  Poly- 
technique de  Berlin,  a  été  porté,  par  ses  occupations  géométriques,  à  rechercher 
les  relations  de  la  correspondance  trilinéaire  non  seulement  dans  les  formes  de 
première  espèce,  mais  encore  dans  celles  de  la  deuxième  espèce.  Or,  les  trois 
paires  de  variables  {xy)y  {^'y')f  (^y  )i  qui  expriment  les  coordonnées  de 
trois  éléments  correspondants  des  trois  systèmes  plans,  peuvent  être  liées  par 
deux  équations  ou  par  trois;  ces  deux  cas  de  correspondances  pourraient  donc 
être  désignés  comme  de  quatrième  et  de  troisième  espèce,  parce  que  deux 
équations  admettent  une  variété  quadruplcmcnt  infinie,  tandis  que  trois  four- 
nissent une  variété  triplement  infinie.  D'ailleurs,  selon  la  diversité  des  formes 
fondamentales  de  deuxième  espèce,  il  faut  distinguer  la  correspondance  trili- 
néaire :  I*  didesuiique  {zweibûndig)^  ri"  lr\dt%m\i\uQ  {dreib&ndig)  de  systèmes 
pians  ponctuels,  Z"  didesuiique,  4"  triticsmiquc  de  systèmes  plans  réglé».  —  En 
supposant  encore  (jue  les  points  et  les  droites  se  correspondent  en  même  temps 
dans  les  trois  syslènies  plans,  les  (jualre  possihiiiiés  se  réduisent  à  deux,  à 
savoir  les  cas  i  et  4  <>"  '^  <it  3  se  coinbinenl  ensemble. 

L'application  de  trois  plans  fixes  de  projection  où  se  projettent  de  trois 
contres  fixes  le*  points,  droites  et  plans  de  l'espace,  entendre  \v>s  munies  quatre 
sortes  de  correspondance;  on  obtient  :  i"  trois  systrincs  ponctuels  tridesmico- 
trilinéaires  par  rcnscnible  des  projections  de  points,  2"  trois  systèmes  l'êglés 
didesniico-trilinéaircs  par  l'ensenible  des  projections  de  droites,  3"  trois  sys- 
tèmes ponctuels  didesmic«)-trilinéaiies  par  rensemble  des  traces  de  droites, 
4"  trois  systèmes  réj^lés  Iridesniico-lrilinéaires  par  l'ensemble  des  traces  de 
plans.  Cependant,  les  sy>lrmes  3  et  \  ne  représentent  pas  le  cas  le  plus  général 
de  la  correspondanci*  respective.  Cette  manière  d'envisajjer  l'objet  fait  voir  l'in- 
térêt tlàéori(|ue  et  pratique  de  la  (juestion  :  les  procédés  qui  en  résultent  font 
suite  aux  métho<lcs  inaugurées  par  la  Géométrie  descri[)tive  de  Mongc. 

La  publication  ne  comprend  (|ue  le  premier  article  des  recbcrclies  de 
M.  Hauck;  il  se  borne  à  la  construction  fondamentale  et  ses  applications  à 
quelques  exemples  empruntés  à  la  prati(|ue.  Ce  problème  fondamental  de  la 
Géométrie  descriptive  s'énonce  comme  il  huit  :  étant  données  deux  projections 
d'une  liRurc  de  Tespace,  en  construire  une  troisième  projection  quelconque:  ou 
bien  en  deux  «as  (rim])ortanc(>   remarquable   :    1"  étant   données  deux  projcc- 
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lions  orthogonales,  chercher  une  projection  centrale  (problème  de  la  perspec- 
tive), 2"  étant  données  deux  projections  centrales,  chercher  une  projection 
orthogonale  (problème  de  la  photogrammétrie).  Ces  problèmes  se  trouvent 
résolus,  en  toute  généralité,  dans  le  Mémoire  que  nous  anal^'sons,  et  M.  Hauck 
a  déjà  fait  l'épreuve  de  ses  nouvelles  constructions  :  en  les  enseignant  dans  s.on 
cours  de  l'Ecole  Polj-^technique  et  en  observant  les  progrès  de  ses  élèves  dans 
les  salles  à  construction,  il  s'est  convaincu  que  la  méthode  est  propre  à  servir 
aux  besoins  de  la  technique.  De  plus,  il  a  achevé  la  construction  d'un  appareil 
mécanique  destiné  à  résoudre  le  problème  en  question  par  une  voie  purement 
mécanique  :  si  deux  pointes  de  l'appareil  glissent  sur  deux  lignes  correspon- 
dantes des  deux  projections  données,  une  troisième  pointe  (celle  du  crayon 
dessinateur)  dessine  la  ligne  correspondante  de  la  troisième  projection  cher- 
chée. Cet  appareil  a  été  décrit  et  photographié  dans  la  Festschrift  publiée  à 
l'occasion  de  l'inauguration  du  nouveau  palais  de  l'École  Polytechnique.  Pour 
plus  de  détails  nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Mémoires  originaux. 

§  1.  Exposition.  Généralités  sur  la  correspondance  trilinéaire.  Perspective 
technique  et  photogrammétrie.  —  §  2.  Théorème  fondamental  sur  la  relatioo 
entre  deux  projections  d'une  même  ligure  de  l'espace.  —  §  3.  La  construction 
fondamentale  de  la  correspondance  projectivo-trilinéaire  de  systèmes  plans. 
—  §  4.  Exemple  L  Perspective  centrale  trouvée  à  l'aide  de  deux  projections 
verticales  (vues  de  front  et  de  côté).  —  §  5.  Remarques  sur  l'exemple  L  — 
§  (i.  Exemple  IL  —  Perspective  centrale  trouvée  à  l'aide  des  projections  hori- 
zontale et  verticale.  —  §  7.  Remarques  sur  le  problème  combiné  I  et  IL  — 
§  8.  Exemple  III.  Projection  verticale  trouvée  à  l'aide  de  deux  perspectives 
(Lever  photogrammétrique  d'architecture).  —  §  9.  Exemple  \\.  Projection  hori- 
zontale trouvée  à  l'aide  de  deux  perspectives  (Lever  photogrammétrique  de 
terrain).  —  §  10.  Remarques  sur  la  pratique  photogrammétrique.  —  §  IL  Re- 
marques ultérieures  sur  les  exemples  ill  et  IV.  —  §  12.  Exemple  \.  Lever  pho- 
togrammétrique  de  terrain   à   chambre  inclinée. 

Caspavy  (F.).  —  Sur  quelques  identités  entre  des  déterminants 
qui  se  présentent  dans  la  tliéorie  des  triangles  perspectifs.  (36- 
43). 

Étude  de  ces  déterminants  envisagés  comme  produits  extérieurs  suivant  la 
défmition  de  Grassmann. 

Thonié  (L,-TV,).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires.  (44"98). 

Ce  Mémoire  termine  la  série  des  publications  de  M.  Thomé  sur  le  sujet  dont 
il  s'est  occupé  depuis  plus  de  dix  ans,  ou  plus  exactement  sur  la  question  qu'il 
a  posée  au  tome  LWXIII;  il  achève  maintenant  d'eifectuer  l'intégration  des 
équations  différentielles  homogènes  et  linéaires  dans  lesquelles  l'expression  dif- 
férentielle peut  être  représentée  par  un  système  d'expressions  différentielles 
normales.  L'intégration  de  ces  équations  différentielles  part  de  la  représenta- 
tion des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  singuliers.  Cette  représentation 
revient  à  exprimer  une  fonction   à  intégrer,  au  moyen  d'une  intégrale  définie 
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qui  contienl  la  même  fooction.  Soit 

(i)  f{x—'aY^{x  —  a)[\og{x  —  a)]'*dx 

la  foncUon  intégrale  à  représenter,  où  ^  possède  un  développement  de  la  forme 

^c  {x  —  a)    -h^^c  {x  —  a)  .  Désignons  par  /     l'intégration  étendue  sur 

0  - 1  "  * 

le  contour  d'un  cercle  décrit  autour  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  un. 

i*"  Soit  r  non  entier;  alors  si  a  est  entier,  on  a 


t  'i\ 

Posons 

(/   ^^.'"iH^^ -«)'.]  =  V,(x- a), 

(3) 

J           ^1 

]  J^  ^:i;;^«îu.[(^-o)«J=u.(^-a). 

rela  élant,  il  résulte  pour  (i), 

{x  —  «)'•+'  j  U,  (a?  —  a) [\og{x  —  a)]* 
(O       j  — /iU,(a7— a)[log(a7— a)]»-«4-... 

(  4-(-i)-/i(n-i)...iU„^,(a7-a)î. 

-2"  Soit  r  entier  et  posons  {x  —  ay^^^x  —  a)  =  W{x  —  a).  Pour  a  entier  et 
positif,  on  a 

^    '  2itiV,      \2riV      P         a  +  i 

Posons 

(0)  ?(x-a)=^'  ^  ._(j"'aH;.X)-'^<"'^)'"'°^("-°)"->'' 
(;)  •/.[(x-a)-.]=^'  ^  __J^_^-(U.X),  mod[(x-a)-.]R<.. 


(8) 


(0) 


/J5-/.[<'-">'a]=v.<'->. 


(10) 


IlEVUE  DES  PUBLICATIONS.  Gi 

Cela  étant,  il  résulte  pour  (i) 

-h  J  (  a:  —  a)  V,  (  X  —  a  ) 

-{-{- iYn{n  -  1) . .  .1  \{x  -  a)\\^,{x -  a) 

En  appliquant  successivement  les  formules  (^)  et  (lo),  on  établit  l'expression 
des  intégrales. 

Celte  expression  en  fournit  les  développements,  et  Ton  en  lire  les  expressions 
des  constantes  en  décrivant  un  circuit  autour  du  point  singulier  ou  en  procé- 
dant à  un  autre  point  singulier.  Puis  le  Mémoire  représente  en  entier  Tinté- 
gration  des  équations  différentiel  les  considérées.  En  particulier,  Tauteur  entre 
dans  une  élude  approfondie  des  problèmes  algébriques  que  présentent  ces  équa- 
tions difTérentielles.  Les  opérations  qu'il  faut  employer  pour  elTectuer  Tiotégra- 
lion  demandée  dépendent  de  la  résolution  d'équations  algébriques  dont  les 
coefficients  sont  liés  par  des  relations  algébriques  avec  les  constantes  dans  les 
coeflicicnts  rationnels  des  équations  différentielles.  Si  ces  constantes  sont  des 
nombres  algébriques,  toutes  les  opérations  demandées  peuvent  être  effectuées. 

Valyi{J.)»  —  Sur  rinlégrallon  d'équations  simultanées  aux  diffé- 
rentielles partielles  de  deuxième  ordre  à  deux  variables  indé- 
pendantes. (99-101). 

Stem,  —  Une  proposition  combinatoire.  (102-104). 

Si  l'on  forme  les  variations  des  éléments  i,  2,  ...,  m,  le  nombre  des  varia- 
tions de  toutes  les  classes  ayant  chacune  la  somme  n  et  formées  des  deux 
éléments  1  et  m  (avec  répétition  illimitée)  est  égal  au  nombre  des  variations 
de  toutes  les  classes  ayant  chacune  la  somme  n  4-  m  et  formées  de  tous  les 
éléments  qui  ne  sont  pas  inférieurs  à  m. 

Schoute  (P. -/!,),  —  Les  polygones  steinériens.  (io5-i  19). 

Dénotons  un  polygone  de  2/1  c6tés  inscrit  à  une  courbe  G,  de  troisième  ordre 
par  le  nom  de  polygone  steinérien,  si  ses  côtés  passent  alternativement  par 
Tun  des  deux  points  fixes  P  et  Q  de  la  courbe  (théorème  I  de  Stciner);  il  n'y 
a  que  deux  cas  qui  puissent  se  présenter  :  i"  ou  les  deux  points  fixes  P  et  Q, 
choisis  à  l'arbitraire,  n'admettent  pas  un  seul  polygone  steinérien  de  2/1  côtés; 
3*  ou  il  y  en  a  une  infinité.  Dans  ce  dernier  cas,  un  point  quelconque  de  la 
courbe  est  une  fois  un  sommet  d'un  tel  polygone.  —  Dénotons  un  polygone  de 
an  côtés  inscrit  à  une  courbe  C,  de  quatrième  ordre,  douée  de  deux  points 
doubles  P  et  Q  par  le  nom  de  polygone  steinérien,  si  ses  côtés  passent  alter- 
nativement par  l'un  des  deux  points  doubles  P  et  Q  (théorème  II  de  Steiner); 
il  n'y  a  que  deux  cas  qui  puissent  se  présenter  :  i"  ou  les  points  doubles  P 
et  Q  n'admettent  pas  un  seul  polygone  steinérien  de  2/1  côtés,   2"  ou  il  y  en  a 
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une  infinilé.  Dans  ce  dernier  cas,  un  point  quelconque  de  la  coarbe  est  une 
fois  un  sommet  d'un  tel  polygone. 

Ces  théorèmes,  énoncés  sans  démonstration  par  Stciner,  ont  été  démontrés 
analytiqucment  par  Clebsch,  en  partie  synthétiquement,  mais  en  partie  aussi 
analyti(|ucnicnt  par  M.  lid.  Wcyr.  M.  Sclioute  donne  des  preuTcs  extrêmement 
simples  selon  les  méthodes  de  Géométrie  pure;  cependant,  dans  an  second 
article,  il  signale  un  travail  de  M.  Kûpper,  publié  dans  les  Mémoires  de  Prague 
en  187.3,  où  ce  géomètre  a  donné,  lui  aussi,  une  démonstration  synthétique. 
Celte  démonstration,  de  même  que  celle  de  M.  Schoute,  revient  à  la  proposi- 
tion suivante  sur  une  courbe  C,  de  troisième  ordre.  Si  C,  contient  huit  points 
d'entre  les  neuf  points  de  rencontre  de  deux  triples  de  droites,  elle  en  contient 
aussi  le  neuvième.  La  comparaison  des  méthodes  de  raisonnement  des  deux 
géomètres  et  l'amplification  de  quelques  théorèmes  de  M.  Kftpper,  fait  robjet 
de  la  seconde  Note. 

Ilazzidakis  {J.-N,).  —  Sur  les  courbes  qui  peuvent  se  déplacer 
(le  façon  à  rester  toujours  courbes  géodésiques  des  surfaces  en- 
gendrées par  elles.  (120-139). 

Toutes  ces  courbes  satisfont  à  Téquation  différentielle 


(■) 


X  y  z 
A  B  C 

\  T.  ; 


-+-a$  -+-67J4-  c^  =  o. 


où  (ty  bf  r,  A,  n,  C  désignent  des  constantes,  Ç,  t„  ^  les  cosinus  de  direction 
de  lu  nonnulo  principale. 

M.  lla/./.i(iakis  dislingue  les  trois  cas  où  la  courbe   satisfait  :  i"  à  une,  3"  à 

deux,  .'?"  à  trois  écpiations  (lin'éronticllos  de  la  forme  (i).  Il  décrit  pour  chaque 
r,i->  le  ninilc  i\c  Av\Adcvtin\t\l  de  la  roiiri)e  et  élablit  l'équalion  de  la  surface 
rnf;rn(lrr('  eu  exprima  ni  le^  coordomices  par  deux  paramètres  arbitraires. 

W  cih'i'  (./.).    —  Ciéncralioii   simple  de  quelques  complexes  du 
second  do^ri'.  (  i4o-i  {(iV 

h.ins  uit  ;niitlc  ins,  r,'  à  la  Zcitschrift  fur  Mathcmatik  und  Physik  de 
M.  Sclilninijrli  vu  iSSi,  M.  WCiJi^r  a  eiiseiiiiié  eoiiiuienl  on  peut  engendrer,  par 
tirie  Nuit'  tii's  siinplt',  î(>s  euiiiplexes  «!•'  deuxièine  degré  dont  les  surfaces  siii- 
miIi«"M<-^  sont  «!(••%  surla»  es  re^l«e<.  Kn  exeluanl  ces  complexes  ainsi  que  le  coru- 
plexe  ^l'iural  du  «leiixii  inc  «leiirc  <|ui  a  élc  traité  par  Pliickcr,  F.  Klein  et 
Seliiir,  t»u  a  encore  uu  reste  de  dix  complexes  qui  ne  se  composent  pas  de 
faiseeaux  tie  eoniiruenees  liiié.iires.  (a^  sont  ces  dix  que  M.  W'eiler  fait  naître 
par  d('•^  prooi'di^  s\  ntlutiijurs. 

Ktuitoi'  yS.\,  —  Sur  uno  ro|)r(''si'nlalioii  plane  unilrivoque  {cin- 
iirriifcufii:)  iTnno  surfaoo  i\c  troisième  ordre.  (i47-i63). 

Soit  MU'  tin  triaiule  eonjufiuo  à  «»oi-nîènie  |»ar  rapport  à  un  triangle  A'B'C 
en\  i^a^r  et»inine  eombe  de  troisième  onire;  alors  le  second  triangle  A'B'C 
r>l  «lo  m.'-m»'  rt^njnmiè  à  >»oi-mènie  par  rapport  au  premier.  —  \  un  trianglefl^ 


J 
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inscrivons  un  deuxième  a'b'c'y  et  à  celui-ci  un  troisième  «"ft^c",  de  sorte  que 
6*0",  c"»",  «"ft*  passent  respectivement  par  ay  by  c  :  ces  trois  triangles  forment 
une  coniiguration  (A)  (jui  a  été  déjà  étudiée  par  v.  Staudt.  Les  trois  triangles 
appartiennent  à  un  faisceau  de  courbes  C,  qui  possèdent  un  triangle  inflexional 
commun  tuv  par  rapport  auquel  chacun  des  trois  triangles  est  conjugue  à  soi- 
même.  Tous  les  triples  conjugués  par  rapport  à  tuv  s'engendrent,  d'une  ma- 
nière très  simple,  par  les  courbes  du  faisceau  des  C,.  —  Une  surface  qui  est 
représentée  sur  le  système  des  triples  conjugués  appartenant  à  un  triangle 
fixe  tuv  selon  la  manière  décrite,  de  telle  sorte  que  ses  sections  planes  corres- 
pondent aux  courbes  T,  pour  lesquelles  tuv  est  un  triangle  inflexional,  ne  peut 
être  que  du  troisième  ordre,  et  les  trois  points  de  rencontre  de  la  surface  S, 
avec  une  droite  quelconque  correspondent  aux  trois  triples  d'une  configura- 
lion  (A).  Voilà  en  quoi  consiste  la  méthode  remarquable  pour  l'étude  géomé- 
trique des  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  une  courbe  C,. 

Hernies  («/.).  —  Observation  sur  les  substilulIoDS  d'équivalence 
(le  formes  binaires  quadratiques.  (165-170). 

La  Note  concerne  les  coefHcients  de  substitution,  qui  se  présentent  comme 
numérateurs  et  dénominateurs  d'une  fraction  continue. 

Kônigsberger  (L.).    —    Propriétés  de    fonctions   irréductibles. 
(171-196). 

L'auteur  commence  par  observer  qu'une  équation  irréductible  algébrique 
définit  chacune  de  ses  solutions  d'une  manière  entièrement  uniforme  parce 
qu'il  n'y  en  a  aucune  qui  puisse  appartenir  à  une  autre  équation  irréductible 
de  même  nature.  La  théorie  des  équations  différentielles  algébriques  présente 
des  analogies  frappantes.  Après  en  avoir  rappelé  quelques-unes  qui  ont  été  éta- 
blies dans  le  Livre  AUgenieine  Untersuchungen  aus  der  Théorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen,  1882  {Bulletin,  VII,,  5-i4),  M.  Kônigsberger  discute  la 
question  :  sous  quelles  conditions  une  équation  algébrique  ou  une  équation 
difl*ércntielle  a-t-elle  toutes  les  solutions  communes  avec  une  expression  de 
même  nature  supposé  qu'il  en  subsiste  une  commune?  Comment  peut-on  éli- 
miner d'une  telle  forme  toutes  les  solutions  qu'elle  a  communes  avec  une 
forme  de  même  nature  et  de  degré  inférieur?  Pour  les  équations  algébriques, 
le  procédé  de  division  appliqué  aux  deux  équations  données  fournit  la  solu- 
tion demandée;  reste  donc  à  traiter  la  question  pour  les  équations  différentielles. 
Sans  entrer  dans  le  détail  des  opérations,  transcrivons  un  résultat  remarquable. 
Dans  la  théorie  des  équations  algébriques,  on  montre  qu'une  équation  irréduc- 
tible en  y,  /{Xy  y)  =  0,  à  coefficients  rationnels,  se  transforme  en  une  équa- 
tion irréductible  de  même  degré  F(a7,  Y)  =  o,  par  l'introduction  d'une  nou- 
velle variable  Y  liée  avec  y  par  une  relation  algébrique  sous  la  seule  condition 
que  chacune  des  variables  ;k  et  Y  puisse  s'exprimer  rationnellement  par  l'autre. 
Voici  l'analogue  pour  les  équations  différentielles.  Supposons  qu'une  équation 
différentielle  irréductible  en  y  soit  transformée  en  une  équation  irréductible 
de  même  ordre  en  Y  par  l'introduction  de  la  nouvelle  variable  dépendante  Y 
dont  la  relation  avec  y  soit  mise  sous  la  forme  d'une  équation  algébrique 
entre  ^  avec  ses  dérivées  et  Y  avec  ses  dérivées.  Alors,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que  chacune  des  deux  variables  dépendantes  s'exprime  algébriquement 
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par  l'autre  et  les  dérivées  de  celle-ci.  De  plas^  si  l'on  demande  qœ  rô(|«atM« 
transformée  soit  da  même  de^^ré  par  rapport  an  quotient  différraiiel  d«  pl«« 
haut  degré  que  l'équation  donnée,  il  faut  que  les  deux  équations  dif^rrealielk» 
à  transformer  soient  linéaires  et  que  chacune  des  deux  Tariables  dèpeadastes 
s'exprime  algébriquement  par  l'autre  et  les  dérivées  de  celle-ci.  Un  appesdke 
sert  à  établir  une  proposition  sur  la  condition  d'irrationalilé  de  la  soaaie 
a  -f- a,  3  +  a^2'  +. . .  +  a.x*,  où  les  a-  sont  rationnels,  les  a,  irratioaneis. 

Slern.  —  Irrationali lé  de  séries.  (197-200). 

Soit,  dans  la  série  -=—  dz  ;=—  ±: h. . .  in  inf.,  Z  un  nombre  entier  i  Tcx- 

Z*i       Z*i       Z»s 

ception  de  Funité;  s,,  x^,  s,,  ...  une  série  inflnie  de  nombres  positifs,  telle  qve 
chacun  de  ces  nombres  soit  supérieur  à  celui  qui  le  précède  immédialemeat  et 
que  d'ailleurs  la  différence  x^^, —  x^  augmente  indéfiniment  aTec  m  croissant 
indéfiniment;  alors  la  série  ne  peut  avoir  nulle  valeur  rationnelle,  quel  qne 
soit  l'ordre  des  signes  dans  les  termes  de  la  série.  L'n  second  théorème  se  rap- 
porte à  la  sirie  pln>  générale  dont  les  termes  ont  pour  nuroérateors  les  nombres 
entiers  6,,  b^,  b^^ 

Ilunvitz  (A.),  —  Démonstration  du  théorème  ;  Une  fonction 
monotrope  d^un  nombre  quelconque  de  variables  qui  peut 
être  représentée  partout  comme  quotient  de  séries  à  puis- 
sances (Potenzreihen)  est  une  fonction  rationnelle  de  ses 
arguments,  (201-206). 

Théorème  énoncé  sans  démonstration  par  M.  Weierstrass,  t.  $9  du  même 
Journal. 

Schur  (/^.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces  de  troisième 
ordre.  (20--217). 

En  désignant  par  le  nom  de  sur/ace  desmique  de  quatrième  ordre  la  sur- 
face réciproque  à  la  surface  des  centres  de  courbure  pour  une  surface  de 
second  ordre,  on  a  le  théorème  suivant  :  «  La  surface  caustique  d'un  système  de 
rayons  de  deuxième  ordre  et  de  sixième  classe  engendre  par  les  plans  tangents 
correspondants  de  deux  surfaces  collincaires  de  second  degré  est  une  surface 
desmique  de  quatrième  ordre;  les  points  des  deux  espaces  collinéaires  qui  se 
correspondent  à  eux-mêmes  sont  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  commun 
aux  deux  surfaces  du  second  degré.  D'après  une  remarque  de  M.  Veronese,  les 
douze  nœuds  de  cette  surface  forment  un  système  desmique.  A  chaque  triangle 
de  droites  situé  sur  la  surface  générale  de  troisième  degré  appartient  une  sur- 
face desmique  de  quatricaie  ordre,  lieu  des  centres  des  cùnes  de  second  ordre 
qui  passent  par  les  trois  sections  coniques,  suivant  lesquels  la  surface  est  coupée 
par  trois  plans  quelconques  passant  par  les  côtés  du  triangle.  Enfin,  l'auteur 
montre  comment  on  peut  trouver  l'inverse  de  ce  théorème  de  Steiner,  c'est- 
à  dire  construire  une  surface  de  troisième  ordre  qui  appartient  à  une  surface 
desmique  donnée  de  <iuatrième  ordre. 
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Kiepert  {L.),  —  Sur  la  théorie  de  transformation  des  fonctions 
elliptiques.  Mémoire  3.  (aiS-aSi). 

Suite  des  recherches  publiées  t.  87,  p.    199-216  [Bulletin,  (2),  IV,,  p.   244]» 

t.  88,  p.  ao5-2i2  [Bulletin,  (2),  V^,  106].  —  §  1.  Développement  de  I  1  (i  —  A**')" 

suivant  les  puissances  de  h},  —  §  2.  Définition  de  l'équation  en  L.  D'autres 
relations  entre  les  grandeurs  H,(/i).  —  §  3.  Application  à  la  transformation  de 
a3*  degré.  Le  dernier  paragraphe  donne  l'équation  modulaire  pour  n  =  23  sous 
forme  rationnelle.  On  ne  la  connaissait  jusque-là  que  sous  la  forme  irration- 
nelle due  à  M.  Schrôter. 

Pérou  (7.).  —   Sur  la  formation  des  déterminants  irréguliers. 

(232-236). 

Netto  {E.).  —  Note  sur  les  équations  dont  le  discriminant  est  un 
carré.  (237-239). 

Rudio  {F.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  pour  lesquelles  les 
lieux,  des  centres  de  courbure  sont  des  surfaces  confocales  de 
second  degré.  (240-246). 

L'auteur  a  déjà  étudié  ces  surfaces  dans  sa  dissertation  de  1880.  Le  problème 
de  les  trouver  n'est  pas  beaucoup  différent  de  celui  de  déterminer  la  longueur 
d'arc  d'une  ligne  géodésique  sur  une  surface  de  second  ordre,  et  le  problème 
particulier  à  résoudre  n'est  donc  pas  dépourvu  d'un  intérêt  plus  général. 
M.  Kumnier,  qui  a  engagé  l'auteur  à  entrer  dans  cette  recherche,  lui  a,  en 
même  temps,  montré  le  chemin  à  suivre  :  c'est  celui  qu'il  avait  pris  lui-même 
dans  sa  théorie  des  systèmes  de  rayons.  Considérons  le  système  de  rayons  de 
quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe  dont  les  surfaces  caustiques  se  compo- 
sent de  deux  surfaces  confocales  de  second  degré  :  il  s'agit  de  déterminer  la 
surface  qui  a  ce  système  de  rayons  pour  système  de  normales.  Les  calculs  effec- 
tués dans  la  dissertation  étaient  encore  bien  compliqués;  maintenant,  l'auteur 
les  a  simplifiés  de  beaucoup. 

Rosanes.  —  Sur  les  systèmes  ponctuels  dépendants  et  sur  le  rap- 
port qu'ils  ont  à  la  correspondance   réciproque  de  deux  plans 

(247-255). 

En  général,  cinq  couples  d'éléments  de  deux  domaines  ternaires  déterminent 
un  sixième  couple  formant,  avec  ceux-là,  un  système  dépendant;  cependant,  si 
les  cinq  points  d'un  plan  correspondent  collinéairement  aux  cinq  de  l'autre 
plan,  ces  cinq  couples  constituent  déjà  un  système  dépendant.  De  ce  cas  impor- 
tant de  systèmes  dépendants,  on  tire  des  relations  entre  des  systèmes  polaires 
d'une  ou  de  plusieurs  formes  bilinéaires  et,  comme  cas  spéciaux,  quelques 
théorèmes  connus  de  la  théorie  des  sections  coniques;  de  plus,  on  gagne  ainsi 
quelques  théorèmes  sur  deux  triangles  et  quadrilatères  réciproques.  Enfin»  on 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XL  (Avril  1887.)  R.6 
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Irouvfi  la  solution  du  problômr  aUrbriquc  :  composer  trois  formes  bilinéaires 
simultantrmcnt  dos  nirinrs  quatre  r<»rincs  spcciulcs.  Colle  composition  n*csl  pos- 
sible que  quand  un  certain  invariant  (combinant)  s'évanouit;  encore  résulie- 
l-il  que  les  trois  formes  se  changent  tout  à  la  fois  en  formes  symétriques  par 
l'application  d'une  transformation  linéaire  à  un  système  de  variables. 

Kraiise  (M,),  —  Sur  la  llicorie  de  transformation  des  fonctions 
livperelliptiques  de  premier  ordre.  (256-263). 

Dans  la  Ibéorie  de  transformation  des  fonctions  ellipliques»  le  problème 
d'établir,  pour  un  de^ré  ({uclconque  de  transformation,  des  relations  entre  les 
modules  primitifs  cl  les  transformés,  est  un  problème  des  plus  importaols. 
Quoi(|u'on  n'jiit  pas  encore  réussi  à  développer  ces  relations  sous  forme  finie 
pour  lous  les  degrés,  il  a  été  pourtant  possible  d'établir,  pour  un  degré  quel- 
conque, une  équation  dilTércntieile  de  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfont  les 
modules  transformés,  envisagés  comme  fonctions  des  modules  primitifs.  Dans 
la  théorie  des  fonctions  liypercllipliquos,  on  a  achevé  peu  de  chose  dans  cette 
direction.  Pour  combler  cette  lacune,  M.  Krausc  montre  que,  dans  le  domaine 
des  fonctions  byperclliptiqucs  de  premier  ordre,  il  existe  aussi  des  équations 
diiïérenticlles  aux(]uellcs  satisfont  les  modules  transformés,  envisagés  comme 
fonctions  des  modules  primitifs,  ot  il  indique  une  méthode  propre  à  déterminer 
CCS  équations  différentielles. 

Frobcnius{G,).  —  Sur  la  transformation  principale  des  fonctions 
llièta  de  plusieurs  variables.  (264-2.g6). 

Dans  un  Mémoire  inséré  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin  (oc- 
tobre iS06)  et,  plus  tard,  au  tome  LWIII  du  même  Journal,  M.  Kroneckera 

irailé   le  problème  de  découvrir  les  conditions  sous  lescjuelles  les  paramètres 
des    (oiioUoiis    tlièla,    dc>ij;iiéN    par   t^^  dans    la    notation    de    M.    Weierstras?. 
(leviennent   égaux    aux    [»arainèlres   7,^^  transformés.   \   l'aide  d'un  lien  rcmai- 
quable    qu'il    a    trouvé    entre    les    transformations    des    fonctions    théla   et  les 
«  transformations  eongruenles  de  formes  bilinéaires  »,  il  a  réussi,  dans  le  tra- 
vail   cité,    à    exprimer   les    paramètres   t^^   par   p    racines    d'une  équation  du 
degré  2p,  tout  en  se  bornant  d'abord  au    cas  où   cette  équation    a   ses  racin<'S 
toutes  inégales.  Après   avoir  dévelopj)é  la   solution  du  problème,   il  insiste,  en 
particulier,  sur  quebjucs  oi>servations   importantes  :   Toutes   les    valeurs  résul- 
tant (le  cette  anaivsc  pour   le«^  paramètres  t^^   ne  remplissent  pas  toujours  les 
conditions  nécessaires  à  la  C(nivergence  des  séries  thêta;  de   plus,  si  l'équation 
contient  des  racines  égales,  les  iinantités   t    restent   en    partie  in  déterra  inées, 
r'e^t-à-dire,  dans    ce  cas,  il    y  a    certaines  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  va- 
riai)les  «jui,  étant  substituées  pour  les  t^.,  satisfont  au  problème.  Ces  remarques 
ont    suggéré    à    M.    Wcber  le   priint    de  départ  de  son   Mémoire    {Annali  di 
Mat.,  (2),  I\,    p.    ijo).  Il   y  a    montré  (|ue   si  l'équation  caractéristique  de  U 
transformation  donnée  ne  possède  (jue  des  racines  simples,  il  lui  correspondra 
tout  au  plus  un  système  de  paramètres  singuliers  qui  satisfait  en  même  temps 
à    la    condition    de    convergence   de    la    série    llièta.    «   Cependant  »,   conlioae 
M.  \\'ei)er,  <c  il  n'existe  pas  toujours  un  te!  système  de  grandeurs,  comme  r<^n 
peut    s'en  convaincre    par    des   exernpl(^s.  »    C'est   pour(|uoi    M.    Frobenius  s'est 
proposé  «le   découvrir  le>   conditi'Mis    m'-ressaires   et  suffisantes  auxquelles  une 
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transforma  lion    doit  satisfaire,    pour  qirelle  puisse  être  «ne  transformation 
principale,   c'esl-à-clirc   telle  que   les   paramètres   transformés  ifas  deviennent 
égaux  aux  primitifs  x^^.  La  solution  se  tire  presque  immédiatement  d'une  trans- 
formation remarquable  des  relations  entre   les   paramètres   primitifs  et  trans- 
formés, signalée  déjà  par  M.  Hermite  pour  le  cas  de  deux  variables  {Comptes 
rendus,  XL,  p.  786)  et  exécutée,  en  toute  généralité,  par  M.  Laguerre  {Journal 
de  l'École  Polytechnique,  cahier  XLII,  p.  ai5).  Après  avoir  exposé  préalable- 
ment (§§  1  et  ^)  quelques  propositions  auxiliaires  appartenant  à  Talgébre  des 
formes  bilinéaires  et  à  la  théorie  des  fonctions  thêta,  M.  Frobenius  développe 
(§3)  les  propriétés  caractéristiques  d'une  transformation  principale  et  montre 
(§§  4  et  5)  comment  on  peut  trouver,  pour  une  transformation  satisfaisant  aux 
conditions  découvertes,  tous  les  systèmes  de  paramétres  qui  deviennent  égaux 
aux  transformés.  Les  autres  paragraphes  servent  à  amplifier  les  développements 
précédents  et  à  illustrer  la  théorie  par  quelques  exemples. 

Slahl  (  IV.).    —   Sur  les   systèmes  de  rayons  du  second   ordre. 
(297-316). 

Les  systèmes  de  rayons  du  second  ordre  qui  n'ont  pas  de  courbes  caustiques 
peuvent  être  décrits  (celui  de  septième  classe  excepté)  au  moins  par  un  sys- 
tème d'une  simple  infinité  de  surfaces  réglées  de  second  ordre.  En  partant  de 
celte  propriété  des  systèmes  de  rayons  du  second  ordre,  on  est  amené  d'abord  à 
considérer  les  deux  sortes  de  systèmes  de  rayons  de  sixième  classe  que  M.  Kummer 
a  déjà  étudiées  dans  son  Mémoire  célèbre  Ueber  die  algebraischen  Strahlen" 
système,  et  alors  les  systèmes  de  rayons  de  cinquième  classe  et  les  autres  résultent 
comme  cas  spéciaux  communs  pour  l'un  et  l'autre.  Des  constructions  synthé- 
tiques de  ces  systèmes  ont  été  communiquées  par  M.  Reye  (même  Journal, 
LXXWI,  p.  8'i;  Bulletin  IV,,  /|i)  qui  a  engendré  les  deux  systèmes  de  rayons 
de  sixième  classe  par  deux  méthodes  bien  diverses  l'une  de  l'autre  (Tune 
directe,  Tautre  indirecte).  Il  est  donc  intéressant  de  déduire,  par  une  voie  di- 
recte, les  liens  et  les  discordances  qui  s'ensuivent  avec  nécessité  pour  les  con- 
structions de  ces  systèmes.  La  considération  d'autres  surfaces  réglées  qui  appar- 
tiennent aux  systèmes  de  rayons  conduit  à  de  nouveaux  systèmes  de  rayons 
qui  sont  adjoints  aux  premiers,  c'est-à-dire  qui  possèdent  les  mêmes  surfaces 
caustiques  qu'eux  sans  être  de  même  nature.  Les  particularités  de  ces  systèmes 
adjoints,  surtout  les  rapports  qu'ils  ont  à  ceux  de  même  nature,  forment 
l'objet  des  recherches  de  M.  Stahl.  C'est  d'eux  que  dépendent  certaines  singula- 
rités de  la  surface  caustique  qui  ne  découlent  pas  des  systèmes  de  second 
ordre,  comme  par  exemple  le  faisceau  des  plans  doublement  tangents,  etc. 
L'auteur  se  réserve  de  revenir  à  ces  singularités  de  la  surface  caustique  du  sys- 
tème de  quatrième  classe.  On  trouve  encore  un  nombre  de  générations  intéres- 
santes de  la  courbe  sleinérienne  (  A'c/*/i-Cwrvc)  d'un  réseau  de  surfaces  de 
second  degré  à  l'aide  de  faisceaux  projectifs  de  cônes,  générations  qui  sont 
étroitement  liées  aux  systèmes  de  rayons. 

§  1.  Introduction.  —  §  *2.  Le  système  de  rayons  de  second  ordre,  de  sixième 
classe,  de  première  espèce.  —  §  3.  Le  système  de  rayons  de  deuxième  ordre,  de 
sixième  classe,  de  seconde  espèce.  —  §  \.  Le  système  de  rayons  de  deuxième 
ordre,  de  cinquième  classe.  —  §  5.  Le  système  de  rayons  de  deuxième  ordre,  de 
qualrtèine  classe.  —  §  ('.  Le  système  <lo  rayons  de  deuxième  ordre,  de  troisième 
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claMt*.    -  ^  7.  Lp  Avslrine  <lr  ravons  <lc  <lcuxi4'mp  ordre,  de  deuxième  classe.  — 
§  H.  La  rourl»c  slrinrrimno  d'un  réseau  de  surfaces  de  deuxième  ordre. 

Schoutc  (P.-//,).  —  Supplément  au  Mémoire   «  Les  polvgones 
steinériens  ».  (,*h"-.^>.4). 

Weingarten  (J-).  —  Suite  du  Mémoire  «  Sur  les  propriétés  de 
Télément  linéaire  des  surfaces  à  mesure  constante  de  courbure». 

(3'.i5-32()). 

Le  coininenccmcnt  a  été  inséré   au  tome  \CIV,  p.   i8i.  Signalons  cette  pro- 
position de  la  continuation  : 

Si  une  étiualion  diiïércntiello  linéaire  partielle 

*)\  <A 

Oq  Op 

a  des  solutions  linéairement  îndéi>en(lantes  en  commun  avec  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire  linéaire  de  second  ordre 

—  •  -4-  a,    -  -+-a\  =  o. 
Ojy  Op 

son  intégration  |>cul  être  ramenée  à  Tintégration  de  deux  équations  linéaires 
onlinaires  <le  ^ccond  ordre,  à  savoir,  outre  celle  que  nous  venons  d'écrire,  de 

colle-ci  : 

<>'V       ^  fA        ^^. 

-T \-b^—'-\r-b\  =  o, 

•  »ii  lo'i  r.»tMlioicnl<  "Ht    «!«•<  >i:^mliralioii'i  di*-Jinies  dan<    le   Mémoire.  La  ihéi^rit^ 

•  le  IVIeiutMïl  iiiK-.iire  «l('«»  •«uiL«ee>  à  mesure  i'«»n>tanle  d»'  eourbure  offre  un 
t"\ein|»le  de  re\i>lenre  •rri|ualion>  dilVerenliclles  partit  Ile>  linéaire?  de  cello 
e'ipèee. 

licvc  \  iJi.^,  —   Sur  K's  ooinplt'vos  dr   ravonn  et   tissus  do  com- 
plex^N  {  (^oniplcxrn-Cirwrbc  )  liiu-airos  ol  (.]uadratii]ues.  {SZo- 

.;4S^. 

l.'en-ieinMe  de  l«>uteN  !,»<  dr«'ile>  iluiiire<  dans  la  .;e^nielrio  de  rayon*  de 
riueker  e-^l  ime  vari«le  .jiKitlrati.jue  Me  quatre  dim'Mi<ii'ii>.  tandis  que  toutes 
|e>  '»{'1ki%>  lie  II  <paei"  i".  ■iiii«.'nt  une  \aii»t'  l:iu-jir»'  yW  t}uatr;ciiie  dejirc.  Celle 
ililK  reni'e  e^>e:itKlle  de  pure  ^l'Uirliie  -v  i.,ii  tlcja  x-'ir  dans  la  pri»j»o>ilion 
qui  y\\K  que.  en  ^«.uiTal.  viu.jîrr  i«'mp!e\e>  iiiu aires  de  r.ixoiis  ent  en  commua 
di  u\  ra\"n'i.  niais  que  ijualre  i  ompl'.  \es  hn. -aires  de  sphères  n'ont,  en  commua. 
qu"ut\e  >;-hire.  V.w  ttTvt.  Ie««  i".'r.ii'nu- v>  plu.^keriennt>  d'une  miroite  s^-nl  suu- 
!:i;-r>  a  e.-.u'  t  ^a.iti.'îi  ju.i.ir.it: qu.^  vi-.'  •■  li.ii'.i  «n.  Par  eons-.  :juoDt.  en  faisant 
.lî'-::.-.:; -ti  vî.>  .nnu'u^:  ".:-.  "a  p.:*.  t.iiir  i  s  .-.nu!  «-i.tTf-  'T.'.re  un  c  «nipltrie 
i..;.a:îe  d''  «•«.■'iid  dv^re  c:  :.'n  i;:.  ■  ^-r:.:  i-  i:  sec  nJ  •  rir:.  mars  ^lul-'-t  une 
t  v.î:^*  i.aiî-;.  •  iv  qu-lruine  k't\t\  s  .:\;.  :»*  !.-.  ;v:-.  II.-  .:-u\  '^urr'a:-:^  Je  deuuèmtf 
r  ir-:   -»"   i-lrv'vV'U:  ;  -l. 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  ikj 

Si  l'on  donne  aux  six  coordonnées  d'une  droite  des  valeurs  relatives  qui  ne 
satisfont  pas  à  l'équation  quadratique  de  condition,  elles  représentent  les  élé- 
ments d'une  variété  linéaire  de  cinq  dimensions  qui  contient  la  variété  qua- 
dratique de  droites.  La  recherche  de  celte  variété  quadratique  est  donc  ramenée 
ainsi  à  l'étude  beaucoup  plus  facile  de  cette  variété  linéaire,  tandis  que  la  su- 
périorité de  l'intuition  peut  être  conservée  par  une  interprétation  géométrique 
des  coordonnées  linéaires  ainsi  généralisées. 

Cette  généralisation,  déjà  fructifiée  par  M.  F.  Klein,  permet  d'appliquer  im- 
médiatement à  la  géométrie  des  rayons  les  méthodes  inventées  pour  la  re- 
cherche des  surfaces  de  deuxième  degré.  Elle  offre  les  mêmes  avantages,  est 
autant  autorisée  et  aussi  nécessaire  que  l'emploi  des  points  situés  en  dehors 
d'une  surface  de  deuxième  ordre  pour  la  théorie  de  cette  surface.  Les  procédés 
et  les  résultats  des  développements  rappellent  souvent  ceux  d'un  Mémoire  an- 
térieur du  même  auteur  publié  en  1881  :  Ueber  quadratische  Kugelcomplexe 
und  confocale  Cykliden,  En  particulier,  l'ensemble  de  toutes  les  droites 
occupe,  dans  ceMc  variété  de  cinquième  degré,  une  position  analogue  à  celle  du 
complexe  quadratique  de  toutes  les  sphères-points  dans  la  géométrie  des 
sphères  et  le  cercle  normal  inliniment  distant  dans  l'espace  de  trois  dimensions. 

§  1.  Les  complexes  de  rayons  et  lissus  de  complexes  linéaires.  —  §  2.  Les 
complexes  de  rayons  et  tissus  de  complexes  quadratiques.  —  §  3.  La  polaire  d'un 
tissu  quadratique  de  complexes  par  rapport  au  tissu  principal.  Rayons,  points 
et  plans  singuliers  d'un  complexe  quadratique.  —  §  4.  Complexes  quadraliqucs 
à  points  et  plans  communs  singuliers.  —  §  5.  Remarque  finale. 


Tome  XCVl;  1884. 

Lfpscliitz  (/?.).  —  Contributions  à  la  connaissance  des  nombres 
de  Bernoulli.  (1-16). 

Le  produit  2""-*(:2'*—  i)B^,  où  B^  dénote  le  m'*"»*  nombre  de  Bernoulli,  est 
égal  à  un  multiple  entier  de  m.  Cette  propriété,  dont  la  découverte  est  due  à 
M.  Angelo  Genocchi  {Annali  di  Scienze  matematiche  de  B.  Tortolini,  t.  III, 
p.  395,  i852),  a  été  retrouvée  de  nouveau  par  M.  Stern  (t.  LWXVIIl,  p.  85  du 
même  Journal)  et  par  Worpitzky  (t.  XCIV,  p.  ao3),  et  démontrée  encore  par 
M.  Kronecker  à  l'aide  de  certaines  considérations  très  simples  (t.  XCIV,  p.  268). 
M.  Lipschitz  l'a  généralisée  maintenant  de  beaucoup.  Pour  un  nombre  quel- 
conque a  et  pour  un  couple  quelconque  de  nombres  premiers  entre  eux  a  et  6, 
les  produits  a}"*{a}'^  —  0B„  et  (a*"*-'  —  iX^**""*— i)B^  sont  égaux  à  des  mul- 
tiples entiers  du  nombre  im.  De  plus,  l'auteur  s'est  occupé  des  expressions 
dues  à  v.  Staudt  et  à  Clauscn,  pour  les  nombres  de  Bernoulli,  et  qui  concernent 
les  parties  entières  qui  appartiennent  à  ces  nombres  :  propriété  étudiée  par 
M.  Hermitc  dans  une  Note  insérée  au  tome  LXXXI  du  même  Journal.  L'inves- 
tigation de  la  question  a  poussé  M.  Lipschilz  à  approfondir  l'étude  de  la  fonc- 
tion S^ »  où  la  somme  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  impairs  p 

et  où  l'argument  complexe  u  a  son  module  plus  grand  que  l'unité.  Cette  fonc- 
tion semble  fournir  la  clef  pour  les  phénomènes  mentionnés.  La  différence  de 
deux  de  ces  fonctions  dont  les  urgumculs  diffèrent  de  u  par  des  nombres  entiers. 
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augmentée  d'uae  certaine  fonction  rationnelle  de  u  simple  à  former,  est  dére- 
loppable  en  série  semi-convergente  où  les  parties  entières  des  nombres  de  Ber- 
noulli  entrent  comme  coefficients.  Ainsi,  cette  fonction  de  Uy  formée  à  Taidede 
tous  les  nombres  premiers  impairs,  peut  servir  à  définir  les  parties  entières 
des  nombres  de  Bernoulli.  Réciproquement,  cette  série  scm i-con verge o te,  formée 
à  l'aide  des  parties  entières  des  nombres  de  Bernoulli,  détermine  complètement 
la  fonction  que  nous  venons  de  signaler.  C'est  qu'il  subsiste,  entre  la  suite  des 
nombres  premiers  et  la  suite  des  parties  entières  des  nombres  de  Bernoulli, 
un  lien  remarquable.  Si  Ton  se  donne  les  parties  entières  des  n  premiers  nombres 
de  Bernoulli,  on  peut  former  un  système  linéaire  de  n  équations  dont  la  réso- 
lution fournit  la  réponse  à  la  question  relative  à  chacun  des  n  premiers  nombres 
impairs  qui  font  suite  à  l'unité,  si  ce  nombre  est  premier  ou  composé  :  «  la 
loi  qui  préside  à  la  suite  des  parties  entières  des  nombres  de  Bernoulli  et  celle 
qui  préside  à  la  continuation  des  nombres  premiers  peuvent  se  remplacer 
Tune  l'autre  et  ont  la  même  profondeur  ». 

Wiltheiss.  —  Sur  la  théorie  de  la  Iransfbrinallon  des  fonr.tioDs 
hyperelliptiques  à  deux  arguments.  (ij-Sj). 

Les  racines  carrées  des  valeurs  inverses  des  n  -\- 1  multiplicateurs  qui  se  pré- 
sentent dans  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  au  moyen  d'un  système 
de  /i -M  transformations  non  équivalentes  du  degré  n  sont  liées  par  ^(/i-(-i) 
équations  linéaires  d'une  forme  très  spéciale.  De  plus,  ces  multiplicateurs  sont 
les  racines  d'une  équation  dont  les  cocflicicnls  sont  rationnels  dans  le  module  4:. 
En  se  plaçant  dans  une  hypothèse  particulière  sur  les  transformations  à  em- 
ployer, on  obtient  les  valeurs  inverses  des  multiplicateurs  sous  la  forme 

i:  M,  =  &5(o;  \)  :  BrJ(();A),  i  :  M  r^  (- O^^-^'/i&J  (o;  X)  :  2r|  (o:  A). 

Piir  rons«''([ii<Mil ,  le-»  foinlioiis 

•'?,(<'•.  'vj.  (  —  »)-         "•■^i(<>;  ^o 

sniii  |iô('s,  elles  au-^si,  par  des  é(|Uiiti<)iis  ;inal();;ues  à  relies  pour  l«'s  M^,  v\  cllo 
sont  les  rarincs  d'une  é(|uatiou  du  (//-i-i)""*'  degré  dont  les  coeflioicnls  >onl 
des  fonctions  rationnelles  de  /,.  I.e  Mémoire  de  .M.  Witlstciii  fait  voir  que  do 
j»ropo«;iiions  anaIo;;urs  existent  pour  les  fonclioDS  ihèla  de  Hosonliain  ou  l'ien 
les  fondions  thêta  à  deux  aruunicnts. 

Sturm  {Rudolf).  —  Ucmar([n('s  cL  additions  faites  aux  Mémoires 
de  Slcin(;r  sur  le  maximum  et  le  minimum.  (^O-j^). 

Le  Ménnoirc  se  divine  en  trois  Parties.  Dans  la  première,  M.  Sturm  disculf 
les  consé([uenres  que  Sleiner  a  tirées  de  s<»n  Théorème  fondamental  :  «  De 
toutes  les  tif;urcs  planes  (jui  oui  le  même  périmètre,  c'est  le  cercle  qui  a  U 
plus  {:;ran<]e  aire  ».  Il  s'aj^il  surtout  de  discerner  si  les  proj)osilions  sont  toute- 
générales  et  si  les  démonstrations  donné-es  par  lui  sont  applicables  à  tous  lo^ 
cas  possibles  des  figures.  Kn  [Particulier,  M.  Sturm  étudie  le  théorème  :  «<  n<* 
toutes  les  lignes  <le  longueur  donnée  (jui  joignent  les  côtés  d'un  angle  doonr. 
re^t    Tare  de  cercle  décrit  aul<>ur  du  S'>miiicl  fie  l'angle  comme  centre  qui  rcn- 
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ferme  avec  les  cùlés  la  plus  grande  aire  ».  Ce  théorème  ne  s'applique  plus  au  cas 
(l'un  angle  convexe  où  M.  Slurm  découvre  un  auire  maximum.  La  première 
Partie  se  termine  par  une  modification  simplifiée  de  la  démonstration  duc  à 
M.  Edler  pour  le  Théorème  fondamental  de  Stciner. 

Dans  la  deuxième  Partie,  M.  Sturin  aborde  la  question  relative  aux  poly- 
gones du  plus  petit  périmètre  inscrits  à  un  polygone  donné.  Stciner  a  traité  le 
cas  où  le  nombre  des  côtés  du  polygone  donné  est  impair;  ses  reclicrchcs  sur 
celui  où  ce  nombre  est  pair  se  bornent  au  cas  particulier  où  la  somme  des 
angles  pairs  (ou  impairs)  est  oommensurable  avec  2  r.  Cependant,  ses  résultats 
ne  peuvent  pas  toujours  servir.  Ainsi,  pour  un  triangle  donné,  le  triangle  qui 
a  ses  sommets  dans  les  pieds  des  trois  hauteurs  n'est  plus  le  triangle  inscrip- 
tible  du  plus  petit  périmè:re,  si  le  triangle  donné  est  obtusangle,  remarque 
que  Stciner  a  déjà  faite.  De  même,  pour  un  quadrilatère  inscriptibie  à  une 
circonférence,  le  quadrilatère  qui  a  ses  sommets  dans  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  l'intersection  des  diagonales  sur  les  quatre  cotés  (et  les 
quadrilatères  parallèles)  n'est  plus  le  quadrilatère  inscriptibie  au  quadrilatère 
donné,  du  plus  petit  périmètre,  si  ce  dernier  ne  renferme  pas  le  centre  du 
cercle  circonscrit.  M.  Sturm  achève  de  rechercher  ces  cas  qui  ne  rentrent  pas 
dans  les  résultats  de  Steiner,  de  même  que  celui  du  quadrilatère  général  non 
traité  par  ce  géomètre. 

La  troisième  Partie,  qui  est  la  plus  courte,  donne  p'usieurs  recherches  de 
petite  étendue  :  la  démonstration  géométrique  d'un  théorème  énoncé  par 
Stciner  sans  démonstration,  l'étude  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande 
d'entre  les  droites  qui  partagent  en  deux  parties  égales  la  surface,  respective- 
ment le  périmètre  d'un  triangle,  enfin  la  recherche  de  la  droite  qui  passe  par 
un  point  donné  entre  les  côtés  d'un  angle  et  détermine  avec  eux  le  triangle  du 
plus  petit  périmètre. 

Slurm  (li.)  et  Lampe  (E.).  — Sur  le  minimum  de  la  surface 
d'un  quadrilatère  avec  quatre  côtés  donnés.  (^8-80). 

Dans  le  .Mémoire  (pie  nous  venons  d'analyser,  M.  Sturm  avait  énoncé  l'opi- 
nion que  la  limite  inférieure  pour  la  surface  d'un  polygone  commun  (dont  le 
périmètre  ne  se  coupe  nulle  part)  à  côtés  donnés  serait  difficile  à  trouver. 
Pendant  l'impression  du  travail,  M.  Lampe  a  informé  'SX,  Sturm  que  la  solution 
simple  et  complète  de  la  (fuestion  pour  le  quadrilatère,  découle  immédiatement 
du  principe  de  la  continuité  appliqué  aux  équations  de  condition,  et  que  la 
solution,  pour  les  polygones  généraux,  ne  préscnlerait  donc  pas,  selon  toute 
apparence,  un  plus  grand  intérêt  que  celle  pour  les  quadrilatères. 

Frobenius  {G.).  —  Sur  les  groupes  des  caractéristiques  des  fonc- 
tions thêta.  (81-99). 

«  Parmi  les  fonctions  thèla  de  degré  k  à  p  variables  qui  se  multiplient  par 
les  mêmes  facteurs  exponentiels  lorsque  les  arguments  sont  augmentés  de  pé- 
riodes simultanées,  il  y  a  prérisémenl  A?  qui  sont  linéairement  indépendantes, 
y  compris  celles  qui  ont  pour  périodes  déjà  la  A:'*""  partie  de  (|uelques-unes  des 
périodes  primitives.  Le  nombre  des  fonctions  linéairement  indépendantes  de 
celles-ci  est  inférieur  à  A?  et  devient  un  pour  les  fonctions  qui  s(mt  des  fonc- 
tions thêta  de   premier  degré    à    plus  petites   périodes,  qui  résultent  donc  des 
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fondions  thiHa    de  prcniii-r   degré  à  périodes  données  par  une  iransformation 
de  A'*"'  dej;ré. 

»  Dans  oc  travail,  je  nie  borne  (§.^  4-5)  à  considérer  des  fonctions  thêta  de 
deuxième  déféré  dont  la  seconde  diiïérentietle  logaritlimique  reste  invariable 
lorsque  l'argument  est  augmenté  de  certaines  demi-périodes.  Préalablement, 
j'étudie  (§}j  1-3)  1rs  groupes  formés  par  les  caractéristiques  des  thêta.  Ces 
fondions  servent  à  approfondir  rintelligcnce  rigoureuse  des  formules  qae 
MM.  Stahl  (l.  88  du  même  Journal),  Noiher  (Math,  Ann.,  t.  XVI)  et  Prjra 
(Cntersuchu/iffen  iiber  die  Hiemannsche  Theiajorniely  Leipzig,  i88a)  ODt 
trouvées  par  des  voies  différentes.  « 

Frobenius  (G. y  —  Sur  les  fonctions  ihêta  à  plusieurs  variables, 
(loo-iaa). 

Dénotons  le  système  des  p  variables  i'''^,  v^^K  . .  .,i't?^  d'une  fonction  th^ta  par 
une  lettre  k\  le  système  des  demi-périodes  : 

•  :^i  ^  t  "p  ^\p  'p'    1  î^i  •  î  -.1  "is  *i î  i^?  ^  î  -?  't?^? 

par  une  lettre  H.  en  même  temps  la  caractéristique  appartenant  à  ce  système 
par  la  même  Idtre  : 


On  aura  donc 


â[H](,)=2e'"'-['"*'-^-l''«](»«-^î^«)-'«2^^(-.*îv.)(-»-;-'j). 

Soient  A,  H,  C,  ...  les  r»  oaractéristi<iues  différentes,  où  r=2f;  xa»  JB» 
J7t:,  ...   autant  do   paramètres;  m„,  ...,  m^_,,  Vj,,   ...,  v^,,  2r   systèmes  indé- 

pcriiLmt-i  «11'  variul)lc"i.  AIoin  li*  dèlerininaiit  «le  /•'♦•"♦  degré 

I  i:K.rK.'t:[  H  ](</,,  —  i',)H;[ll](//,^  —  i',)\        (  a,  ?  -^  o,  i,   ...,  /•  —  i  ), 

où  W  piirrniirl  loulr»;  I(*s  /-^  raradèiiNt i(iiic«<,  so  <lèroinp<^scra  en  doux  fadeurs, 
dont  luii  iio  «IrjxMKl  (lin;  (1rs  vini.jldcs  //^  d  i'.,  rautrc  des  variables  xr.  Ce 
(Ifinlcr  est  une  foiiriion  lioiin);;rii('  ciilièn^  à  noriibro  entiers  de  r*""*  tic^n: 
(l«.'s  /•-  variablt^s  .ri{  d  d<.»nl  br-N  prupriclt-s  sont  trè>  iiitirinMiieiit  liées  à  ccilt-^ 
(les  carudèrislitiues.  La  rccbcrdu*  «le  ("dt!*  fonction  fait  l'objet  principal  du 
IraNaiJ. 

hufii^^sbcf^cr  i^Lcnn),  —  Sur  rim'ducllhililr  des  équations  dif- 
iVrt'iilKîllcs  liticaifcs.  (  i  •>..)- 1  .*>  i  ). 

n'après  une  (b  linilioii  donin'c  par  M.  l'robcniuN.  une  é(|iialion  différi*ntielle 
linéaire  Inmio^ièiie  «^appelle  irréiliidibb^  lor-iqu'ellc  n'a  aucune  inl«"'i:rdle  coin- 
iiuiihî  avei-  une  è(juali«iii  diiïerenliclb*  linéaire  bomoijène  d'ortlre  inférieur  et  à 
coeriieienls  «b^  même  nature.  I.a  ddinition  posé»'  plus  tard  par  M.  Kûniv>bcr;:<*r 
polir  (!«'«•  ei[uali<ni«»  (iillVreiilielies  al;:»'bri(pies  en  £;('Micral  ne  la  dè>i;.;ne  coinni»- 
inédiidible  ([lie  Iors(iir(*lle  n"a  aucune  iiite::rab.'  eomnuino  a\rr  uno  é«(uali(»n 
(lilb-reiilieile  a!;:ebriiiue  d'ordi'e  inb'riiiir  d  à  ('oeflicienl>  <b*  même  nature. 
\«  t  iieMeiiieiii ,  M.  Ki>iiiu>lK'iu«'r  >e  pro|>o>c  .ji-  ijeeidor  <i  ces  rondilii.<n<  p»Mivoii! 
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coïncider.  Après  avoir  fait  quelques  observations  sur  les  méthodes  propres  à 
répondre  ù  cette  question,  l'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  proposition, 
qui  se  tire  de  considérations  assez  simples  :  «  Si  une  équation  dilTérentielle 
linéaire  homogène  d'ordre  m  a  une  intégrale  commune  avec  une  équation  diffé- 
rentielle algébrique  d'ordre  inférieur  qui  n'appartient  pas  déjà  à  une  équation 
différentielle  de  même  nature  et  d'ordre  encore  plus  petit,  l'intégrale  générale 
de  celte  é(|uation  différentielle  algébrique  est  exprimable  par  m  intégrales  par- 
ticulières de  celle-là  sous  la  forme  homogène  et  linéaire 

Y  =  S.Y.  +  S.Y.+...+  S„Y„, 

où  Sp  S,,  ...,  S„  dénotent  des  fonctions  d'autant  de  constantes  que  l'indique 
l'ordre  de  l'équation  différentielle,  dont  une  partie  peut  aussi  s'évanouir.  » 
Ce  théorème  ramène  le  problème  à  celui  de  rechercher  les  propriétés  des  équa- 
tions différentielles  algébriques  pour  lesquelles  l'intégrale  générale  est  expri- 
mable par  un  certain  nombre  d'intégrales  particulières  sous  une  forme 
homogène  linéaire  à  coefficients  constants.  Or  il  faut  qu'une  telle  équation  dif- 
férentielle soit  linéaire  et  homogène.  On  arrive  donc  à  ce  résultat  :  «  Si  une 
équation  différentielle  homogène  et  linéaire  a  une  intégrale  commune  avec  une 
équation  différentielle  d'ordre  inférieur,  et  si  cette  intégrale  n  appartient  pas 
déjà  à  une  équation  différentielle  d'ordre  encore  plus  petit,  cette  équation  dif- 
férentielle sera  de  nouveau  homogène  et  linéaire,  ou  bien  il  existe  une  relation 
algébrique  entre  ses  intégrales  particulières  et  les  dérivées  de  celles-ci.  » 

Bàklen  (O.).  —  Sur  la  courbure  des  surfaces.  (i52-i8i). 

Dans  ses  recherches  sur  la  vision  {Comptes  rendus,  i845),  Ch.  Sturm  élu- 
cida cette  théorie  en  remplaçant  par  un  conoïde  le  cùne  des  rayons  lumineux 
qu'on  avait  considéré  jusque-là;  il  étudia  le  faisceau  infiniment  mince  des  nor- 
males d'une  surface  à  l'aide  des  coefficients  différentiels  de  premier  et  de 
deuxième  ordre.  Maintenant,  M.  Boklen  passe  à  ceux  du  troisième  ordre  et 
éclaircit,  par  ce  moyen,  quelques  questions  sur  la  courbure  des  surfaces  et  sur 
les  surfaces  osculalrices  de  second  ordre.  Il  trouve  ainsi  deux  certains  segments 
qu'il  nomme  segments  polaires  et  qui  servent  à  définir  la  première  série  prin- 
cipale des  ellipsoïdes  (ou  bien  des  surfaces  de  second  ordre)  qui  ont  un  contact 
de  troisième  ordre  avec  la  surface.  Enfin  il  gagne,  par  une  voie  purement  géo- 
métrique, des  explications  sur  les  effets  de  Taccommodaiion  de  l'œil,  explica- 
tions pour  lesquelles  la  forme  du  conoïde  n'est  plus  suffisante. 

§  1.  Introduction.  —  §  2.  Les  segments  polaires  des  lignes  sur  les  surfaces. 
—  §  3.  Les  rayons  de  courbure  des  développées  des  sections  de  surface.  —  §  4. 
Application  aux  surfaces  du  second  degré.  —  §  5.  Le  contact  de  troisième 
ordre.  —  §  6.  La  théorie  de  la  vision,  fondée  sur  la  considération  de  la  surface 
des  centres.  §  7.  —  Les  surfaces  réglées  des  normales  de  l'ellipsoïde.  —  §  8.  La 
théorie  de  la  vision,  fondée  sur  la  considération  des  faisceaux  infiniment  minces 
de  normales. 

Caspary  (/^.).  —  Démonstration  du  théorème  fondamental  de 
M.  Weierslrass  pour  la  fonction  sigma  de  plusieurs  arguments, 
tirée  des  relations  de  M.  Kronccker  pour  les  déterminants  mi- 
neurs de  systèmes  svmétricpies.  (182-184). 


;f  UCUMIIK  PARYIK. 

Tkomé  {L.-W.).  —  Sw  h  théorâ  dr*  r.)u>ii.*i»  ditr^railiHkt 

linéaue».  (Bétavé  des  MéHxnrei  <)e  l'jutrur  <ian<  le*  ion»»  74- 

aSdaJowMl).  (iSî-sSi). 

ll.'neMéapdlii,d>BilMtoaaT4«dt>  J-unal,  anf  UrMaim  plw  m 
wriBi  Htmiwt  mr  la  thésrie  dn  é^witiai  lirS'-miîHIn  liB«*>rir-;  k  wbl 
«■■|wi  plHdedaf  «•«•  paRM  dntribatei  mire  mvI  «^Umm.  LribitMc 
llteaii«f«eac«faf«a*à  ■■aljao'eit  Jmiac  i  rarilim  l'ciade  ^nm-borla 
Afcmin  qal  oat  para  peatfiat  fea  iaCarailF  dr  dovie  a»,  t'ac  taimdailâa 
wirjalMB  rivéle  c«  dtUil  la  Uialioa  dea  i>l<a  ifHi  aal  prvuilc  b  1*  iVémm 
i|^B  a  dttdopffc.  Btfrtacaiar  Ica  iatégialca  bo;  Ir  Tnbi*afT  d«*  |«au  m- 
galkr*  cl  Ifoaver  la  eaaiiaaaUoM  de  ces  iaii  .r,in.  ('«i  c«  ipi'il  p«w  oubmb 
fnWéaK  t  r<ai>*dr«  dans  la  thèone  des  ^i  ,:...i>  JiltrriiiiHIn  l>nrah<«  it 
howpftoea  A  cocAcicau  ntiaaada.  La  poû  :  -  i^u  la  riMffinrali  Lr>i*aaat 
iaSaia  aost  crai  qaï  ae  aosaieat  âùiguiiera  .Ijns  le  iDÎMtidFr  de  «  -  «•  i 
bat  aabatilaer  t^  poar  s).  L'ial^gralioB  di  rr^iulioD  diScrcalMIr  pMff  b 
aérie  kjpergéoMétnqae  lot  de  nodèle. 

Oa  aait  qae  la  lorae  (ésirale  dea  iat^ruifi.  djiii  te  mriÎMsc  ik»  piiili 
•Jafalien,  a  iU  éublie  par  M.  FtA»  daas  un  tnvail  înscrr  aa  («wcH'i 
aitaie  Jooraal.  Haii  H.  Tboné  aïoolre  qae  l--  iirurtrM  nnplnjr  par  M.  Pad» 
daa*  la  dAnoaitratHM  de  Teiiiteace  de  ceUt  l'^rmc  Ki^ocnlr  n'nt  pM  <!>*'- 
Mcat  approprié  i  fanrair  «SecliTcmeat  la  r,  pr '«iraiatino  :  car  imi  •  abîR 
i  twe  éqÎMlioa  dont  te>  cuefficieots  t'eiprioi  :>r  pir  d»  scHe«  Jnliaics.  et  il 
bot  décider  *i  celle  éqaïUon  •  dei  racines  ii><.Iii|>>iï. 

LeaéqMlioM  diUreatielle*  tniUa  par  U  Tliuinê  suni  d'une  luuut  qaf 
nova  ailoat  caracl^riier.  L'eipreisioD  inUgraJ' 

l»./''*l»7'|i,/(ir|i;>|ij'.../ii.;î,|ii*ir 

f.'Kt  nummi'C  un  système  <l'iiil<-^r»le$  ïlcmcnUir»   normales,  lorsque  les  qi«B- 


-«r^..^ 


iiii    IV  psl  égal    k  iciro   uu  à  >^  c_i(3:  —  n)"'-  Si  les  intégrale»  d'oa  sjrjlèat 

d'iniL'içrales  normales  (pour  >  =  i,  i,  . . ..  t)  salisfont  à  une  ^ualîon  diR^m- 
ticllc  tini^airc  i  rfwdicienU  ralinnncls,  les  cnnstantes  dans  les  eipressioas  dnp 
3i>nl  lié»  algi-briquemcnt  aux  conslanlcs  dans  les  rocmcicnls  ralioaneh  M 
l'équation  dilTércntielk.  Il  fdul  dune  d'ahord  chercher  les  quantilés  )i  et  pai> 
représenter  les  intégrations  dans  le  système  d'iolégralcs  élémentaires  nonnalM 
pour  parvenir  ainsi  à  la  tormc  des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  sib- 
Buliers. 

Ix  Mémoire  se  divise  en  cinq  Secliuns.  Dans  la  première,  on  cherche  li  le- 
présentalion  formelle  des  quantités  {i.  L'elfertuation  de  la  représentatidi  eiîgt 
des  reclicrclics  de  convergence  dont  le  di*tail  se  trouve  plus  lard  dans  la  d«- 
quiémc  Section,  Il  y  a  ccpenitanl  un  genre  général  d'équalions  différentitll» 
«il  ces  élude*  de  eonvcrgenrc  s'achèvent  (ont  de  suite  A  l'aide  des  théorème* 
Eénérauï  de  ccinvcrgcnec.  Ce  sont  les  équations  dilTérentielles  traitée*  dans  l« 
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deuxième  Soclion  el  dont  l'expression  difTércnticlIe  est  rcpréscnlable  par  un 
système  d'expressions  différentielles  normales  :  on  peut  les  réduire  à  une  l'orme 
canonique.  La  troisième  Section  traite  la  représentation  des  intégrations  dans 
un  système  d'intégrales  élémentaires  normales.  Ce  qui  constitue  le  principe  de 
cette  représentation,  c'est  l'expression  des  fonctions  intégrales  par  des  inté- 
grales définies  où  Ton  a  introduit  de  nouvelles  variables  d'intégration  multi- 
pliées par  X  —  a  el  où  les  fonctions  primitives  reviennent  sous  les  signes  d'in- 
tégrale. De  ces  expressions  découlent  la  représentation  des  intégrales  dans  le 
voisinage  des  points  singuliers  et  les  expressions  des  constantes  dans  la  conti- 
nuation des  intégrales.  Les  problèmes  d'Algèbre  inhérents  à  cette  théorie  se 
discutent  dans  la  quatrième  Section.  Pour  des  renseignements  plus  détaillés, 
l'auteur  renvoie  toujours  le  lecteur  aux  Mémoires  où  il  a  développé  plus  am- 
plement ses  idées.  Les  titres  des  vingt-six  articles  en  résument  succinctement 
te  contenu  el  aident  ainsi  à  faire  rapidement  saisir  l'ensemble  du  matériel. 

Sc/irœter  (H,),  —  Constructions  linéaires  qui  servent  à  engen- 
drer la  surface  cubique.  (282-323). 

Jusqu'à  présent,  on  a  étudié  de  préférence  deux  construclioas  linéaires  de  la 
surface  cubique,  à  savoir  la  génération  : 

i*  Par  trois  réseaux  de  plans  liés  par  la  relation  collinéaire; 

3"  Par  trois  faisceaux  de  plans  liés  par  la  relation  trilinéaire. 

Ces  deux  méthodes  sont  dues  à  Grassmann  [  Die  stereometrischen  Gleichungen 
dritten  Grades  und  die  dadurch  erzeugten  Oberflàchen  (  Crelle  Journal, 
t.  49,  p.  47)] î  ïa  première  a  été  énoncée  par  ce  géomètre  directement  dans  la 
même  forme,  l'autre  se  tire  de  son  principe  de  multiplication  stéréométrique. 
Depuis,  on  les  a  choisies  pour  points  de  départ  quand  il  s'agissait  d'étudier  les 
propriétés  essentielles  de  la  surface  cubique,  en  particulier  de  rechercher  les 
vingt-sept  droites.  Le  Mémoire  cité  de  Grassmann  contient  encore  deux  autres 
modes  de  construction  pour  la  surface  cubique.  En  les  dégageant  de  la  forme 
particulière  qui  émane  du  principe  de  multiplication  stéréométrique  el  en  les 
transcrivant  dans  le  langage  usité  de  Géométrie,  on  parvient  à  certaines  con- 
structions nouvelles  et  très  simples  de  la  surface  cubique  qui  méritent  peut-être 
d'être  préférées  à  celles  qui  ont  été  en  usage.  Après  les  avoir  indiquées, 
M.  Schroeter  en  fait  couler  les  propriétés  les  plus  saillantes  des  surfaces  cu- 
biques. Contentons-nous  de  décrire  ces  méthodes  en  peu  de  mots. 

3**  Choisissons  deux  droites  a^a^  de  l'espace,  non  situées  dans  le  même  plan, 
comme  axes  de  deux  faisceaux  de  plans:  de  plus,  un  point  quelconque  0 
comme  centre  d'un  réseau  de  plans;  soient  enfin  b^b^  deux  droites  de  l'espace 
qui  ne  se  rencontrent  pas.  Un  plan  variable  \  passant  par  fl  coupe  les  droites 
(ixes  b^b^Cïï  (5^, )  =  r,,  (Ç^,)  =  ï,.  Menons  deux  plans  par  a,  et  r,,  a,  et  i, ; 
les  trois  plans  [«,!,],  [«jf,].  \  ont  un  point  t  commun  :  le  point  i  décrira  la 
surface  cubique  F'*'.  Cette  construction  peut  aussi  être  envisagée  comme  géné- 
ration par  un  système  de  rayons  et  un  réseau  de  plans  dont  les  éléments  ont 
été  mis  en  relation. 

4'  Soient  :v,  A^  deux  points,  a,  une  droite;  p,?,  deux  plans,  6,  une  droite; 
0  un  point.  Un  plan  variable  \  passant  par  0  rencontrera  les  plans  p,,  p,  ^^ 
deux  droites  x,,  j?,,  la  droite  b^  au  point  f,.  Le  point  d'intersection  des  plans 
[^i-'^i]»  [^,^i]>  [^ï'J  décrira  ta  surface  cubique  F-">. 

5"  Soient  a, s  a  ,  n,  trois  droites  dont  aucune  ne  rencontre  les  aulre»i;  2,,  a.,  a, 
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Iroi*  plan*  qaelcoDqiKi,  •  un  point.  (  n  rn.Tun  vnrjiililc  a 
coBireta   1m  Iroii  plao*  respectif!  en  f,  r,i,.  Lp   imint  (l'intenection  ito  Ir»» 
pUni[a,i,],  [<i,i,]i  [(),t,]  décrira  !■  viirlRiv  riibii|uc  F<'>. 

6*  Soient  a,, O,  (kns  dioite»  non  lil^nr-ï  itiini  le  bi^mc  plan,  p  un  poinl;  •,. 
«,  deax  plans,  •  an  point.  Ua  rajon  v^irlalilir  ^  pnïunt  pnr  0  coupera  ■,«.  ta 
>,i,  et  dftnrmincra  nit  plan  [«(]■  Les  iruia  |iliini  (ii.t,'],  {a,!,]-  ('Il]  luronl 
un  point  comnnn  :  c'cft  celui  qui  dttririi  1*  surfare  cubiiiiic  K'*>. 

Catpary  (F.).  — Cootribution  »  lu  iln'orii!  ili-s  l'itiicliims   iliùla. 
{3a4-3a6). 

Dana  le*  SittungtberiehU  àe  YKiMÛ^mlr  <ic  Ilprlin  (iHMi.  p.  5<>(<).  M.  Wciri- 
KraM  «  établi  no  théorème  fondameiitnl  [imir  la  ronclloa  s;  tn  m^iue  lempi. 
il  a  obterré  qu'on  ponmit  tirer  une  i<<''iiiiinilrnlinn,  pour  ce  théorème,  d'un 
déterminant  pfafliea  qai  «'anDale.  Ce  'liMcrininanl  se  Irouve  élr^  un  ca^tpëcUl 
#«i  antre  plos  général  qui  l'éfanoail  iiiistï  iilcntiqiirmcnt.  De  U,  M.  Caqxri 
obtient  nae  proposition  analogue  I  celle  de  M.  Wclerstrass. 

Perott  (Joseph).  —  Sur  la  formation  des  tlt^ terminants  irr^gu- 
liers.  (33^-347). 

DiBi  ton  premier  Mémoire  (t.  XCV.  ;i.  'j:<')  ;iir  k  tiii^me  sujet.  U.  Pcmli 
avait  donné  une  méthode  pour  formel'  îles  (li^k-riiiinDiilg  «yanl  pour  etpaunlt 
d'irrégnlaritéi(t>oirGaaH,  Ditç.  arithni.,  urt.  350}  dra  mal tiplo  d'un  tiantbw 
premier^  donné  t  l'avance.  Cepeodinl.  IVxîsU'nce  de  ces  (lèlcrinin>ni« a'iMiii 
pai  éridenle  pour  une  râleur  queiconquu  At  p.  he  »Mond  Mémoire  fournit  la 
roojent  pour  eo  démontrer  l'eiistencr:.  si  Ir.s  di^lrrniinants  soni  positif»  ci  nnn 
carrés.  Soient  t„  u,  les  nombre*  qui  l'nnoliluent  la  plus  petite  s'iliilion  dr 
(■  —pu'  =  I  ;  posons  (',-(-  "iVp)'  =  t  -t-  u v/*-  Soient  g,  le  plos  petit  diTiMar 
premier  de  u  qui  rc  divise  pas  s/i/.  M,,  y,  le  plus  petit  diviseur  premier  de  t 
qui  ue  divise  pas  jjil^ti,,  //•  la  plus  lidule  piii^anrc  de  p  contenue  dapt  b,; 
alors  le  déterminant  A  =  p""qt'/i  3  un  exposant  d'irrégularité  qui  contitnt^ 
conirue  facteur. 

Kronecker  (L.).  ~    Détnonslration  <le  b    loi  de  rt-ciprocité  pottr 
les  restes  quadratiques.  (3.^8). 
Extrait  d'an  Jliimoire  iusért  au»  Sitzungsberichte  de  r.Vcadfmie  de  Hfrlio, 
E,    LlMPE. 
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NOUVELLES  ANNALES   de  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et 
Ch.  Brisse  (').  —  3*  série. 

TomeV;  1886,  i*' semestre. 

Maleyx  {L,).  —  Méthode  élémentaire  pour  calculer  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre.  (5-3o). 

Cette  étude  est  extraite  d'un  travail  plus  étendu  sur  le  même  sujet,  que 
Tauteur  se  propose  de  publier  ultérieurement.  Il  reprend,  en  la  perfectionnant, 
la  méthode  inventée  par  Archiraède,  laquelle  diffère  à  la  fois  de  celle  des  péri- 
mètres et  de  celle  des  isopérimètres.  Incidemment  on  rencontre,  dans  l'article 
de  M.  Maleyx,  des  considérations  très  intéressantes  sur  des  procédés  d'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  par  approximation.  Nous  n'oserions  pas  affirmer  tou- 
tefois que  la  méthode  proposée  conduise  pratiquement  à  des  calculs  plus  simples 
et  faciles  que  les  procédés  habituellement  enseignés.  D'ailleurs,  le  mérite  de 
ces  recherches  ne  saurait  être  que  théorique,  les  moyens  actuels  de  calculer  t 
par  les  séries  étant  incomparablement  supérieurs  en  rapidité.  L'article  se  ter- 
mine par  un  examen  minutieux  des  limites  de  l'erreur  commise. 

Benoît.  —  Note  sur  la  décomposition  d'une  forme  quadratique  à 
m  variables  en  une  somme  de  m  —  n  carrés.  (3o-36). 

Les  équations  de  condition  pour  que  cette  décomposition  soit  possible  ne 
sont  pas  distinctes.  L'auteur  cherche  quelles  sont  celles  de  ces  équations  dont 
les  autres  sont  des  conséquences,  et  termine  par  certaines  applications  à  des 
exemples  du  second  degré,  à  deux  et  quatre  variables. 

Gomes  Teixeira  (F),  —  Sur  une  formule  d'Analyse.  (SG-Sg). 

Cette  formule  donne  le  rapport  des  expressions 


/(a:)-AxJ-...-  "^      "-^  /^'>(^o)> 


il 


calculées  pour  deux  fonctions /et  F  et  pour  deux  valeurs  différentes  de  i. 

Fouret  (G.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  quadratrice.  (Sg- 

43). 

Etude  des  courbes  ayant  pour  équation  polaire  p  =  a  — : et  dont  la  qua- 
dratrice est  un  cas  particulier  répondant  à  a=  o.  Les  analogies  entre  la  courbe 
généralisée  et  la  quadratrice  sont  intéressantes,  et  l'auteur  les  fait  ressortir. 

Cesaro  (F.).  —  Le  déterminant  de  Smith  et  Mansion.  (44-47)« 

Ce  déterminant  dérive  de  fonctions  numériques  et  les  considérations  de 
M.  Cesaro  conduisent  à  des  conséquences  arilhmologiques  très  curieuses. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XI,,  p.  36. 
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(Correspondance.  —  Extrait  d^unc  Lettre  de  M.  le  D**  I^uis  Saal- 
schiilz  :  Sur  une  identité  Irigonomélrique  étudiée  par  MM.  Her- 
mile  et  Glaisher,  d'où  résulte  une  relation  nouvelle.  (47-5a). 

Bibliographie.  —  J,  Kœhler  :  Exercices  de  Géométrie  analvtique 
et  de  Géométrie  supérieure,  questions  et  solutions;  l*"*  Partie, 
Géométrie  plane,  in-S"*,  vi-347  p.,  1886;  Compte  rendu,  par 
M.  Maurice  d^Ocagne.  —  Jules  Tannery  :  Introduction  à  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable,  in-8°,  1886;  extrait  de  la 
Préface.   (53-6i). 

Publications  récentes.  —  (61-64). 

Cesaro  {E,).  —  Sur  les  lignes  de  poursuite.  (65-83). 

L'étude  de  M.  Cesaro  tire  son  origine  des  tracés  graphiques  relatifs  à  la  con- 
slruction  des  voûtes.  Un  point  M  décrivant  une  trajectoire  et  q  étant  une  fonc- 
tion de  Tare  «,  on  applique  en  chaque  point  M  une  masse  q  ds)  M^  étant  le 
centre  do  gravité  de  ces  niasses  le  long  de  l'arc  AM,  la  courbe  (M„)  est  une 
ligne  de  poursuite  d'une  espèce  particulière  :  c'est  cette  ligne  qu'étudie  M.  Ce- 
!(ttro,  et  dont  il  établit  de  nombreuses  et  intéressantes  propriétés. 

Jn^^i  (E.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  sans 
second  membre.  (83-85). 

Méthode  pour  former  l'équation  aux  produits  deux  à  deux  des  intégrales. 

J(ti*':^i{E.),  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (86-88). 

Méthode  pour  former  l'équation  qui  admet  pour  intégrale  la  fonction 
de  p  -\-  n  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  sans  second  membre. 

iyOcagne[M.),  —  Sur  Tenveloppe  de  certaines  droites  variables. 

(88-97). 

Suite  d'une  étude  publiée  antérieurement  dans  le  même  Recueil  en  i883 
(3*  série,  t.  II,  p.  252).  Nous  ne  nous  lasserons  pas  d'exprimer  le  regret  que 
des  Mémoires  paraissent  ainsi  en  fragments  séparés  par  de  si  longs  intervalles 
de  temps. 

lyOcagne  (^I/.  ).  —  Sur  le  cercle  orlhoptique.  (97-106). 

On  appelle  ainsi  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  iinr 
conique.  M.  d'Oragnc  élablit  \\\\  certain  nombre  de  llit'orrmos  fort  intéres- 
sants, exprimant  dc^  jiroprijHés  dr  rc  rcnir. 
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Cesaro  (E.).  —  Sur  la  série  de  Lamberl.  (ioG-109). 

Évaluation  approximative  de  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  : 


i  —  X         I  —  X' 


-h 


Bibliographie.  —  F,  I,  C.  :  Exercices  de  Géométrie  descriptive, 
2*  édition,  gr.  in- 18,  1884.  —  F,  I,  C  .'  Éléments  de  Géomé- 
trie, 5**  édition,  gr.  in-i8,  i885.  —  Despeyrous  :  Cours  de  Mé- 
canique, avec  Notes  de  M.  G.  Darboux,  2  vol.  gr.  in-8**,  x-458 
et  616  p. ;  1884-1886. (109-1 1 1). 

Publications  récektes.  —  (11 1-112). 

liealis  (S.).  —  Développements  nouveaux  sur  quelques  propo- 
sitions de  Fermât.  (1  i3-i  22 ). 

Les  propositions  en  question  sont  les  suivantes  : 

«  i"  Si  pt  compris  dans  la  forme  8^  + 1,  est  premier  ou  composé  de  facteurs 
premiers  de  la  même  forme,  p  est  la  somme  d'un  carré  et  d'un  double  carré; 
a"  tout  nombre  premier  de  la  forme  8^ -h  3  est  la  somme  d'un  carré  et  d'un 
double  carré;  3"  si  /?,  de  la  forme  6^  -{- 1,  est  premier  ou  composé  de  facteurs 
premiers  de  la  même  forme, /?  est  la  somme  d'un  carré  et  d'un  triple  carré.  » 

M.  Realis  en  déduit  des  conséquences  analogues  intéressantes,  particulière- 
ment sur  les  nombres  triangulaires. 

Lemoine  {E,),  —  Note  sur  le  cercle  des  neuf  points.  (122-127). 

Elude  de  certaines  propriétés  établies  simplement  par  la  considération  des 
points  associés.  Koir,  sur  le  mitraQ  sulti^  Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences,  Congres  de  Rouen,  p.  126,  i883;  Congrès  de  Blois,  p.  49» 
1884,  et  Nouv,  Ann.,  p.  aao,  i885. 

Cesaro  (E.).  —  Sur  l'emploi  des  coordonnées  intrinsèques  (127- 
142). 

La  position  d'un  point  M  d'une  courbe  de  l'espace  peut  être  définie  par  lare 
s  =  AM  et  les  rayons  de  courbure  p  et  /*.  C'est  là  ce  que  M.  Cesaro  appelle  les 
coordonnées  intrinsèques.  Il  s'attache  à  montrer  que,  par  l'emploi  de  ces  coor- 
données, on  peut  passer  de  l'étude  des  faits  inhérents  à  la  courbe  à  celle  des 
faits  extérieurs,  et  faire  intervenir  les  coordonnées  ordinaires  ou  extrinsèques. 
Plusieurs  exemples  touchant  les  lignes  sphériques,  et  la  loxodromie  en  parti- 
culier, complètent  cette  étude,  qui  ouvre,  à  notre  avis,  une  voie  nouvelle  et  fé- 
conde à  l'étude  des  lignes  et  des  surfaces. 

Du  Chatenet  {M.).    —  Sur  la  représentation  des  figures  tracées 
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sur  une  surface.  Applications  aux  caries  de  Géographie.  (i4a- 

i55). 

L'auteur  étudie  la  transformation  d'une  figure  située  sur  une  surface  ea  «ne 
autre  figure,  située  sur  une  autre  surface»  en  s'imposant  la  condition  que  forte 
famille  de  courbes  de  la  première  surface  définie  par  une  équation  linéaire  cnUe 
deux  fonctions  de  ses  coordonnées  se  transforme  en  une  famille  représentée  par 
une  équation  linéaire  entre  les  coordonnées,  sur  la  deuxième  surface.  L'aaalyie 
i  laquelle  le  conduit  cette  question  lui  permet  de  formuler  des  eoncInaMMtt 
applicables  au  cas  des  projections  géographiques. 

Godefroy  (B.).  —  Sur  le  système  d'une  conique  et  d'un  cercle. 
(i55-i58). 

Propriété  permettant  d'établir  la  théorie  du  cercle  oicnlateur. 

Un  iiifciEH  ÉLÈVE  DE  l'Écolp.  POLYTECHNIQUE.  —  Condition  pour 
que  quatre  droites  soient  les  génératrices  d'un  même  système 
d'un  hyperboloïde.  (i58-i6o). 

Méthode  asses  simple,  fondée  sur  l'emploi  des  déterminants. 

m 

Nécrologie.  —  Annonce  de  la  mort  de  M.  Moret-Blanc,  décédé  le 
20  mars  1886.  (160). 

Publications  récentes.  —  (160). 

lîesal (I/,),  —  Note  sur  la  balance  de  Roberval.  (i6i-i63). 

Extrait  du  Cours  de  Mécanique  de  l'auteur.  Théorie  rigoureuse  de  Ii 
balance  de  Roberval,  indépendante  de  la  considcratioo  des  couples. 

Picquct  (//.).  —  Construction  des  points  doubles  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  ou  cjlindres  du 
second  degré.   Considérations  sur  le  théorème  de  Desargues. 

(1C3-168). 

Cette  conslruclion  élénientaire,  c'est-à-dire  n'exigeant  que  la  règle  el  le 
compas,  est  fondée  sur  le  théorème  de  Desargues,  généralisé  par  Slurm.  L'aa* 
leur  y  ajoute  une  démonstration  simple  de  ce  théorème  de  Desargues. 

Du  Chalenet  (M.),  —  Détermination  des  systèmes  de  caries 
de  géographie  dans  lesquels  tous  les  cercles  de  la  sphère  sont 
représentés  par  des  cercles.  (168-1-6). 

La  conclusion  est  que  la  projection  stéréographique  seule  jouit  de  cette  pro- 
priété. 
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De  Saint-Germain.  —  Sur  la  détermination  géométrique  des 
brachistochrones.  (177-185). 

L'auteur,  pour  le  cas  où  il  n'exisle  pas  de  résistances  passives,  se  propose 
d'établir  géométriquement  certaines  propriétés  de  la  courbe,  et  de  la  déter- 
miner tout  entière  dans  un  ras  assez  étendu  où  elle  n'est  pas  plane. 

Lac  de  Bosredon  (F.).  —  Etude  sur  les  sections  planes  des  sur- 
faces. Théorie  nouvelle  des  plans  cycliques  et  des  ombilics. 
(i86-:iOO, 'Ji  14-^9.3). 

L'auteur  s'attache  à  ol>(cnir  l'équation  de  la  section  plane  d'une  surface,  dans 
son  plan  mt^me,  problcnie  d'une  grande  utilité,  que  les  méthodes  ordinaires  résol- 
vent d'une  façon  insuflisanle.  Cela  le  conduit  facilement  à  la  détermination  des 
plans  cycliques  et  des  ombilics,  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  qu'il  étudie 
en  considérant  successivement  l'ellipsoïde,  les  hyperboloïdcs  à  une  nappe  et  à 
deux  nappes,  le  paraboloïde  cllipli(|ue,  le  paraboIoYde  hyperbolique,  le  c«^ne 
oblique  à  base  circulaire. 

L'étude  en  question  se  termine  par  ce  problème  : 

«  Trouver  le  lieu  des  droites  d'inlerseclion  de  deux  plans  rectangulaires 
menés  par  deux  droites  données.  »   . 

Savin  Rkalis.  —  Notice  nécrologique,  par  M.  E.  Catalan,  sur 
S.  Reahs,  décédé  à  Turin,  le  o  février  1886.  (20o-s4o3). 

Pl'blicatio^s  récentes.  —  (204-208). 

Cesaro  {E,),  —  Sur  la  distribution  mutuelle  des  nombres  poly- 
gones (solution  de  la  question  1470).  (209-213). 

L'auteur  démontre  qu'entre  deux  carrés  consécutifs  il  y  a  un  triangulaire 
au  moins  et  deux  au  plus;  que  deux  carrés  de  même  parité,  consécutifs,  com- 
prennent entre  eux  deux  ou  trois  triangulaires,  et  il  établit  en  outre  sur  les 
probabilités  certaines  propriétés  d'une  extrême  originalité;  par  exemple,  il  y  a 
environ  quatre-vingt-dix-sept  à  paner  contre  cinquante-six  qu'un  nombre  est 
triangulaire  plutôt  que  pentagonal. 

Hofniann  {Fritz).  —  Sur  la  marche  du  cavalier.  (224-226). 

Cette  marche  ne  peut  se  fermer  sur  un  échiquier  d'un  nombre  impair  de 
cases.  L'auteur  le  démontre  par  un  ingénieux  emploi  des  notations  imaginaires. 

Desboves.  —  Application  des  formules  générales  qui  donnent  la 
solution  complète,  en  nombres  entiers,  de  Téquation  homogène 
du  second  degré  contenant  un  nombre  quelconque  d'inconnues. 
(226-233). 

BuU.  des  Sciences  mathëm.,  2"  série,  t.  \L  (Avril  1887.)  H.  7 
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L'auteur  étudie  successivcmeot  les  équations 

X--+-Y'=c/A    aV4-6Y»-HdXY=cZs    X«-4- Y--+- Z«U- 

cl,  on  gi'm^ral, 

V-4-Y'H-...=  (a«4-?*-h...)U*. 

//il  C  ha  tentai  (  J/.  ).  —  Sur  les  courbes  dans  lesquelles  la  projec- 
tion du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  esl  avec  Ini 
dans  un  rapport  constant.  (L«.13-!i3^). 


L'équation  générale  de  ces  courbes  est  r"*-*  =  a"~*  Got(m  —  i)m,  m  repR- 
Montant  le  rapport  constant  donné.   Pour  m  =  3,  on  trouve  la  cireooiéreâce: 

|Miur  m  =  3,  la  Icmniscatc  de  BcrnouIIi;  pour  m  =  -?  la  parabole;  poorm  =:  -t 

une  épicycIoTdc;  pour  m  =  —  i,  une  hyperbole  équilatèrc. 

Oofle/ror  (/?.).  —  Sur  les  centres  de  courbure  de  l'ellipse  et  de 
la  parabole.  (•î37-î*43)« 

Utilisation  d'une  propriété  de  la  normale  à  l'ellipse;  exteasîoD  à  la  parabole. 
Les  constructions  indiquées  et  les  principes  sur  lesquels  elles  reposent  loal 
iKune  extrême  élégance. 

(lojxcuuHs  ct^ixKiiAL  DE  1884.  —  Knoucés  dcs  compositions  :  Ma- 
thématiques élémentaires,  Philosophie,  Seconde.  (^^5-24']). 

I''.«.()j,r.  >\\am:  ((!l*)nconrs  (\c  iS85).  —  Enoncés  des  compositions: 
\rllhin(''li(|iK\  Al<;(.'l)i'(',  rrij^onoinétrio,  Géométrie,  Géométrie 
•  lrs(!ripliv('.  (7.  \'-  ».  \{)), 

{•yoLi:  M'ï^i.iM.i:  MiLiiMiii:  (Gonroiirs  de  liSS")).  —  Enoncés  des 
«MMnpDsilions  :  Malhénialiques,  Cjalcul  tri fi^ononi étriqué,  Gca- 
iiii'lrir  «Ifst-riplivt*.  (■>.Hï-->r)  1 V 

ICioLi.  louKSTii.ui:  (('A»iic()urs  (11'  iSS;V).  —  Enoncés  des  composi- 
lions  :  Malhénialiquos,  'rrl«>()n(>métrie  ot  Calcul  logarithmique. 

lv>sFi<. m:\ii  NT  sMioMiAïaK  i»Ks  jEiî>Ks  FILLES.  —  Enoucés  (le> 
(X)mposi(i()n.s  nialli«':inalif|U('s  :  (l<M'lificat  d'aptitude,  Agrégaùon. 


(iiiNMURs  <;r.Mr.  M.   dk    i-'^Sk   —    lùioncés  drs  mmposilions  :  Ma- 
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ihémaliques  s|)éciales,   Mathémaliques   élrmentaires,    Philoso- 
ne,  Iroisicme.  (s>. .>.>-?. .>.)). 

École  de^  mineurs  de  Saint-Etiejnne  (Concours  de  i885).  — 
Énoncés  des  compositions  :  Mathémaliques  (Admissibilité,  Ad- 
mission), Calcul  Irigonomélrique,  Mathématiques  (session  sup- 
plémentaire). (a^^'àdG). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  i88.>).  —  Énoncés 
des  compositions.  (a56). 

D'Ocagne  (M.).  —  Sur  Talgorithme  [abc...lY"\  (aj^-ii-a). 

L'auteur  représente  par  celte  notation  le  résultat  de  la  substitution  de  Tunité 
aux  coefficients  numériques  dans  le  développement  de  {a  -i-  b  -\-  c -\-..  .-hl)". 
11  en  déduit  des  règles  de  calcul  applicables  à  cet  algoritlime,  et  un  grand 
nombre  de  formules,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  la  suivante  : 

r ,  (,.)  1  f  «)  =  {n-hi){n-^'>.)...(n  -\-  p  —  i) 

I  .2.  .  .(/?  —  l) 

A  rapprocher  d'articles  précédents  du  même  auteur  {I\'ouv.  Aftn.y  3'  série,  t.  Il, 
I».  i3(>,  et  3*  série,  t.  III,  p.  05)  et  d'un  travail  de  M.  Ccsaro  (,\ouv.  Ann.y 
."<'  série,  t.  IV,  p.  67). 

Gode/roy  (fi-)'  —  Théorèmes  sur  les  rayons  de  courbure  d'une 
classe  de  courbes  géométriques,  (a^vi-i^^ç)). 

Les  courbes  étudiées  par  M.  Godefroy  sont  les  ellipses  et  paraboles  d'ordre 
quelconque  Ax~-+-  By**  —  C,  >""  --  Ajr".  Il  en  fait  application  aux  développées 
d'ellipse  et  de  parabole. 

J/o/mctnn  (Fritz).  —  Une  application  élémentaire  du  théorème 
d^SJ3el.(27()-^.8:i). 

Démonstration  de  la  formule  donnant  cos(A  +  H). 

Picquet  (fl.).  —  Hectificaliou.  {'*.^i-9.HG). 

Ucronnaissance  de  priorité  en  faveur  de  M.  Lefèvrc,  au  sujet  de  la  construc- 
tion des  points  doubles  de  l'intersection  <le  deux  runes  du  second  depré  (voir 
ri-dessus). 

(Concours  d'adm;ission  v  l'École  navale  en  188).  —  Énoncés  des 
compositions  :  Mathématiques,  f^avis,  Ciéomélrie  (hîscriplive. 
Trit^onométrie.  ('ii8()->.8- ). 

(Concours    d'admission    a    l'I*1<.olk   Polytechnique   en    188.").    — 
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Énoncés  des  compositions  données  à  quelques  élèves  qoi  n*ont 
pu  composer  que  plus  tard  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive. (  288-289). 

AcRtoATIOlf  DES  SciEKCES  MATHÉMATIQUES  (CODCOUFS  de  l885).  — 

Énoncés  des  compositions.  Admissibilité  :  Mathématiques  spé- 
ciales, Mathématiques  élémentaires;  sujet  de  Licence  (théorie, 
application).  Épreuves  définitives  :  G>mposition  d'Analyse  et 
de  Mécanique,  Épure,  Calcul.  (289-292). 

CoNCouas  d'admission  a  l^Écolb  Centrale  ev  i885  (Deuxième 
session).  —  Énoncés  des  compositions:  Géométrie  analytique, 
Triangle,  Épure,  Physique,  Chimie.  (292-294). 

DOcagne  (M.).  —  Théorème  sur  les  courbes  algébriques  et  le 
cercle.  (295-298). 

Le  centre  de  granité  des  points  d'intersection  d'une  courbe  algébrique  de 
degré  quelconque  donnée,  et  d'un  cercle  de  centre  fixe  et  de  rayon  Tiriable, 
est  un  point  Ûxe, 

Phobleme.  —  (299)* 

Quatre  énoncés,  relatifs  aus  cylindres  du  second  degré  passant  par  la  ni 
sommets  d'un  octaèdre  régulier. 

CoanESPONDANCE.  —  M,  d'Ocagne  :  Sur  les  lignes  de  poursuite; 
réclamation  de  priorité.  —  I^.  Diimont:  Il  v  a  lieu  d'attribuer 
à  Chasles  le  système  de  coordonnées  dit  de  Schsvering.  (3oo- 
3oi). 

Bibliographie.  —  B,  Boncompagni  :  Sur  Thistoire  des  Sciences 
mathémaliques  et  physiques  de  M.  Maximilien  Marie;  Note  de 
M.  Marie.  (3oi-3o3). 

Questions  proposées.  —  1561-1562.  (3o3-3o4).  A.  L. 
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SITZUNGSBEUICHTE  deb  KQniglich  pbeussischen  Akademie  der  Wissen- 

SCIIAFTEN   ZU  BeRLIN  (*). 

Premier  semestre  ;  1882. 

Ilelmholtz  {H.  v.).  —  Sur  la  thermodynamique  'des  phénomènes 
chimiques.  (22-39). 

Oberbeck  {A.),  —  Sur  les  différences  de  phases  des  vibrations 
électriques.  (i25-i3i). 

Weierstrass,    —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (443- 
45i). 

1.  Dans  la  première  Partie  de  cette  Note,  M.  Weierstrass  montre  comment  on 
obtient  des  relations  entre  les  fonctions  3'(m|ii),  w'),  3*, (a|(i),  w'),  c, (  m |  w,  w' ), 
a',(u|b>,  b>')  et  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à  </,  (o,  u'.  Inutile  de  rap- 
peler encore  une  fois  ce  que  sont  les  fonctions  o*  et  p  de  M.  Weierstrass.  Le 
recueil  de  formules  publié  par  M.  Schwarz  et  le  récent  Ouvrage  de  M.  Halphen 
sont  dans  toutes  les  mains. 

Ne  considérons  d'abord  que  la  fonction  ^(wla),  w');  sa  seconde  dérivée  loga- 
rithmique, changée  de  signe,  est  p(a;  g^^g^)  et  l'on  a  l'équation  difTérentielle 

et,  par  suite, 

y  f  Ou'         *^        a 

Désignons  par  d'V  la  différentielle  d'une  quantité  quelconque  F,  prise  par 
rapport  à  u  et  u',  et  par  e/,,  d^  des  quantités  déterminée»  par  les  deux  égalités 

^^g.^-^g^d,-\g\d^. 
ce  qui  est  possible  parce  que  l'invariant 

est  supposé  différent  de  zéro. 


(*)  Les  Comptes  rendus  mensuels  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Berlin  ont  cessé  de  paraître  à  la  lin  de  Tannée  1881.  Ils  ont  été  remplacés  par 
des  Comptes  rendus  de  chaque  séance,  publiés  sous  le  titre  de  Sitzungsberichte. 
Ces  Sitzungsberichte  comprennent  des  Mémoires  scientifiques  qui  sont  publiés  à 
part  sous  le  titre  :  Mathematische  und  naturwissenschaftliche  Mittheilungen 
aus  den  Sitzungsbcrichten  der  K.  P.  Akademie  der  IVissenscha/ten  ztt 
Berlin. 
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On  (JtMuil  «Ir  IV^alilt'  (i)  rrllc  aiilrc  égalité 

i|ui  M^  Iraiisforiiic  aisvinenl  en 

i)-  r    d'r         u  Or  ,      /i   iPr        i  \  .  1 

#>ii'L     y  T  thi    '     Vr  €*M«       12®'    y    'J 

fri>ù  l'on  tire,  en  observant  que  cliacun  des  termes  de  la  quantité  entre  cmcbets, 
el  par  suite  la  i|uantité  entre  crochets  elle-même,  est  une  fonction  paire  de  «, 

MÛ  C  «'Nt  une  conslaute  |Kir  rapport  à  tt.  lùn  comparant  les  premiers  termes  des 
(lévf*lop|ieinenls  eu  siVie  des  deui.  membres,  on  voit  que  C  =  a<#,. 

Suit  le  calcul  des  quantîléH  r/,  et  d^.  Ile   l'équation  précédente  on  dédait  «i- 
niultanéiiitMit  les  n'tdtinns 

11*011.  en  tenant  (*oin|>to  de  la  relation  fondamentale 

r/.t    —  T,  (.»    =  — , 

Oïl  o|»iiriii  iiiiiiiiMli.ilciiK'nl  fl^,  (ij,  cl  puis  r/r,,  </t/,  «mi  fruirlion  linèaifc  ci  ho- 
iiio;;«'*in*  <!«'  (Al)  ri  /lut'.  Les  c(|uutions  qui  «lértiusscnl  r/,  ol  d^  nous  donncfi! 
aiis^i  iiiiiiith'iiiiiit  par  iiiii*  vim|)i<*  suhslitiilioii  df^^  cl  dg^  ni  fonction  linéain*  el 
lioiiidi^riK*  »h'  </••>  ri   f/(.>'. 

l/<'(|(iali<>ii  (»)«•!  les  foiMlions  linraircs  et  lioinoj:cncs  do  dta  et  </w'  Irou^ci^ 
pour  </,,  r/  .  t/r,.  //r,',  r/^'.,  </^',  iums  iiioiilrciU  que  toute  dérivée  partielle  d«' ' 
par  rapport   à  m  «*!  '•/  pt'iil  rire  mise  sous  la  forme 

1-    7  -»-  I- , h  I' .  ,    -  -+- 

'  Ou  '  Ou' 

où  Iv .  I'.  I".   ...  (|('>i:;iiriil  de*»  fonrlioii>  l'iilières  des  quanlilés  (•>,  i.>',  t,  t/.  ^.. 

ISappeloiis.  il'auln*  pari,  i\uv.  la  fonrlion  r  peut  éli*c  développée  eu  une  >èrit 
rniière  par  rapport  à  w,  ^•'^,  g^j  partout  eonvergcnle.  Si  donc  nous  ertn*i4lénHi> 
r  roiiiine  uiu'  fonelioii  <lr  //,  ^^.  ff_,  Téqualion  (  :>  )  rt  les  relations 


'  I   '       (i  -  lit 


(qiir  iioU"»   «Irijiii'ioiis    >iiiiplrinriil   «Ir^   t'ourlions  liiii'*airt**«  et    hMinn«;cnr>  <le  *'•*• 


I 
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(lb>'  IrouvOes  phiï»  liaiiL  pour  r/,,  c/^,  dg^.  dg^.  eu  ('liinifiaiit  r/fo,  (fvi  )  imn^ 
inonlrent  que  chaque  dérivée  parlielie  de  r  par  rapport  à  g.  cl  g^  peut  cire 
mise  sous  la  forme 

*  Ou  '  Ou' 

où  chaque  dj  est  une  fonction  entière  «le  w,  g^^  ^„  divisée  par  une  puissance 
de  l'invariant  G. 

M.  Weierstrass  parvient,  non  seulement  aux  développcmcnls  précédents,  mais 
encore  à  des  développements  semblables  pour  les  dérivées  partielles  des  trois 
fonctions  ^-^(X  "  1,  ■.»,  3),  prises  par  rapport  à  w  et  (•/,  ainsi  que  pour  les  <léri- 
vées  partielles  des  r-^  par  ra|)porl  à  e-^  et  s^,  où  e,,  e^,  c^  sonl  les  racines  de 
ré<|uation 

cl 

2,  La  seconde  Partie  de  celte  Note  est  consacrée  au  calcul  des  cocflicienls  des 
fonctions  r,  s*,,  r,,  c^.  Bornons-nous  ici  de  nouveau  à  la  fonction  r. 
Kn  mettant  rf'cr  sous  la  forme 

<^r    .  Or    .  l ,      Or       ^.      Or\  ,/,.'>"        i     ,  or\  , 

en  remplaçant  dans  Téqualion  (2)  et  en  observant  t\\\r  les  (juanlités  d^  il  d^, 
ciinsidérées  comme  fonctions  de  dg^^  ^Si^  f^onl  in<lépendantes  lune  dr  l'autn',  «»ii 
obtient  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles 

(  A  )  — I  >  L'^  — —  —  -  sTi  — 1'  u'  r  -■  0, 

^      '  Ou'  fféi,        ^        <^^'s         »' 

(I>)  u- lA'.  T—    -    bc',  - —  -    r  —  o. 

Si  l'on  pose 

-=    2^    ^:x.v.fé'î<§'3"'^  (}x,v, 0  =  0,1 a), 

réipiation  (  H)  montre  ((ue,  pour  tout  terme  dont  le  coefficient  n'«*sl  pas  nul,  on 
a,  entre  les  indices,  la  relatirm 

p       '1  ;x  —  ()v  —  I  —  o. 
On  peut  donc  poser 

Alors  l'équation  (V)  donne  la  formule  récurreiHe 

/■• 

dans  laquelle  chaque  coeMicient  à  indice  négatif  doit  être  considéré  comme  nul 
*'^   ff,4t'~  '•   ^'   I  "»   forme   un   ;;roupe  de  tous  les  (i.^  .,  pour  les<|uels  la   v»mun' 


\,es  fiirmiili-s  i^currfntRS  i>n>ir  les  coeriicients  à  e\  c  Jcs  deux  dernten  ilén- 
Inpprments  numiirnl  imnii'iiiiilemcni  que  tous  ces  coefricicnts  fi  cl  c  Mut  dn       • 

nombrea  enliers. 

Ia-  acrnirr  Jrv<.'l.>j>|.ciiiriil  oi.ti 


^2v,^^. 


clitfi|i>i'  l'K'rriciL'iit  Vt  i^^'  iii-t'<-'^saireiiitnt  une  foiic-linii  i-iiliiT>^  d  cofOicicBI* 
i-nliers  dr  ^  i-l  p.  \  l'aide  ilc  l'équation  4»?  —  ffA  ~  ?.  ~  "■  "*»  P^'  '*''' 
ilisparalire  dr  ■;■.  (nutcs  le*  )iiii»i<anccs  <■«  r-^  «upt'rirum  à  la  seconde  Mot  r»- 
[rcHliiin:  d'autres  iliiii'iitiinati-iirs  i)ilC  des  piiusances  de  -_'.  CoTlime  •;.  doit  «n» 

la  mérac  valriif  j r  >,  ^i,  i,  :i,  le»  <T«;fricicnlsde  «j^ot  de  «J.  dan»  l'expmH" 

de  7.  ain>i  l'éduilc,  dnin'iil  i^lir  nul'.  Donr  t,  cM  iine  Cnacllon  cBlWre  de  f, 
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el  g^y  dont  les  coefnrients  sont  des  nombres  fraclionnaircs  ne  pouvant  avoir 
comme  dénominateur  que  des  puissances  de  j.  Si  les  coefficients  a  ^  étaient 
des  fractions,  ces  fractions  ne  pourraient  donc  également  avoir  comme  déno- 
minateur que  des  puissances  de  iî.  Or  la  formule  récurrente  obtenue  pour  ces 
coefficients  a,^^  montre  que  cela  n'est  pas;  donc  les  coefficients  a  ^  sont  des 
nombres  entiers. 

Cette  Note  de  M.  Weierstrass  nous  permet  ainsi  de  nous  rendre  compte 
de  la  source  des  développements  cités  par  M.  Schwarz,  sans  démonstration, 
à  la  page  6  de  son  Recueil  de  formules  consacré  à  la  fonction  r.  En  définis- 
sant, comme  le  fait  généralement  M.  Weierstrass  dans  ses  fierons  sur  les  fonc- 
tions elliptitfues,  la  fonction  zr  par  un  double  produit  infini  de  facteurs  pri- 
maires, il  convient,  avant  de  chercher  l'équation  différentiel  le  et,  par  suite, 
les  coefficients  du  développement  de  r,  de  chercher  d'abord  l'équation  dilTé- 
renlielie  de  }^.  On  obtient  d'ailleurs  facilement  celle  dernière  en  faisant  usage 
des  deux  théorèmes  de  Liouville  sur  les  fonctions  doublement  périodiques 
pour  mettre  toute  fonction  univoque,  doublement  périodique,  sans  point  sin- 
gulier essentiel  fini,  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  produits  de  fonc- 
tions r,  et  en  comparant  ensuite  ces  quotients  de  deux  produits  de  fonctions  or 
dans  le  cas  des   deux   fonctions  doublement   périodiques  p(m)  —  p(i'),  où   v 

est  une  constante  et  — •  Une  fois  (lue  l'on  a  établi  féquation  différentiel  le 

Ou 

de  p,  la  Note  que  nous  venons  d'analyser  nous  montre  comment  on  obtient  les 

coefficients  du  développement  de  r. 

Cette  marche  si  simple,  où  l'on  ne  suppose  connus  que  quelques  théorèmes 
<le  la  théorie  des  fonctions  univoques,  semble  particulièrement  avantageuse  pour 
parvenir  rapidement  aux  formules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui 
sont  nécessaires  pour  les  applications. 

Il  convient  à  peine  de  signaler  des  fautes  d'impression  dans  les  formules 
établies;  elJes  se  renouvellent  cependant  à  plusieurs  reprises. 

Wcingarten  («/.).   —  Note  relative  aux  déplacements,  sur  des 
surfaces,  de  triangles  gcodésiques  de  ces  surfaces.  (453-456). 

M.  Christoffel  a  recherché  les  conditions  qui  doivent  être  remplies,  pour  que 
tout  triangle  curviligne  formé  par  des  lignes  géodésiques  d'une  surface  puisse 
être  déplacé  sur  cette  surface  d'une  manière  continue  sans  que  ses  éléments 
varient.  Af.  Christoffel  a  rattaché  cette  question  aux  principes  d'une  théorie 
générale  des  triangles  <le  grandeur  finie  situés  sur  une  surface,  principes  qu'il 
avait  exposés  dès  iH^jX  dans  un  Mémoire  inséré  parmi  ceux  de  TAcadémie 
royale  de  Prusse.  Il  a  trouvé  que  les  conditions  cherchées  se  ramenaient  à  ce 
qu'un  déterminant  du  troisième  ordre  doit  s'annuler.  Toutes  les  surfaces  sont 
ainsi  réparties  en  groupes  d'après  la  facilité  plus  ou  moins  grande  du  déplace- 
ment de  leurs  triangles  géodésiques. 

Al.  Weingarten  suit  une  marche  différente  qui  lui  semble  préférable  pour  pé- 
nétrer plus  avant  dans  la  solution  de  la  question  posée. 

Les  conditions  du  déplacement  des  triangles  infiniment  petits  de  la  surface 
sont  évi<lemment  des  conditions  nécessaires  pour  le  déplacement  de  triangles 
finis  de  la  surface.  On  peut  démontrer  que  ce  sont  aussi  des  conditions  suffi- 
s  intes.  Dès  lors,  la  théorie,  donnée  par  Gauss,  des  triangles  infiniment  petits 
tracés  sur  une  surface,  suffit  pour  résoudre  entièrement  la  question  proposée. 


ijiy  SECONDE  PAUTIE. 

M.  Woingarteo  énonce  d'abord,  comme  conséquences  imniédiales  de  formules 
lM'f>n  ronnucs  données  par  Gauss,  les  deux  propositions  suivantes  : 

«  Lorsiiu*un  tiianKle  infinimenl  petit  peut  être  déplacé  d*une  manière  con- 
tinue sur  une  surface  sans  que  ses  cùtés  et  ses  angles  varient,  ses  sommets 
parcoun^nt,  dans  ce  déplacement,  des  courbes  à  courbure  invariable.  » 

c<  Lors<]ue,  dans  ce  déplacement  continu,  Tun  des  sommets  du  triangle  inva- 
riabhs  infiniment  |MHit,  peut  décrire  une  quelconque  des  courbes  tracées  sur  la 
surface,  celte  surface  est  une  surface  à  courbure  constante.  » 

M.  Weingarten  démontre  ensuite  que,  dans  le  cas  où  la  première  de  ces  deux 
propositions  a  lieu  pour  tout  triangle  infiniment  petit  situé  sur  une  surface, 
une  portion  finie  de  la  surface  <iui  est  décomposable  en  triangles  infiniment 
petits  peut  aussi  être  déplacée  sur  la  surface  d'une  manière  continue;  cette  sur- 
face appartient,  par  suite,  à  la  classe  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 
de  révolution  dont  la  courbure  n'est  pas  constante. 

La  possibilité,  observée  par  Bour.  d'appliquer  toutes  les  surfaces  hélicoïdales 
sur  des  surfaces  de  révolution  est  un  cas  particulier  du  théorème  démontré. 

On  p«»ut,  en  résumé,  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

«  Lorsque  les  côtés  et  angles  des  triangles  géodésiques  tracés  sur  une  surface 
snnt  liés  par  une  seule  relation  indépendante  de  la  position  des  sommets  da 
triangle,  cette  surface  est  une  surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution 
dont  la  courbure  n'est  pas  constante.  » 

<«  Lorsque  les  côtés  et  angles  des  triangles  géodésiques  tracés  sur  une  surface 
sont  liés  par  trois  relations  indépendantes  de  la  position  des  sommets  des 
triangles,  cette  surface  est  une  surface  à  courbure  constante  ». 

W'eicrstrass.  —  Sur  la  llu'orie  des  fonctions  de  Jacobi  à  plusieurs 

varial)le*^.  (r)()5-r)oS). 

l  nr  tradnrtioii  <lc  ctMlr  Nok*  u  paru  dans  le  liulletin,  M.  \Veicrstras<  y  indique 
(III  probirine  qu'il  st'iail  intéressant  de  voir  résolu. 

\  (U^t.  —  Sur  la  llicor'u!  du  clioc  longitudinal  d'une  barre  cvHn- 
dri(|ue.  J.  INIolk. 

DeuNièino  semeslro;  1882. 

Kirchho/I .  —  Sur  la  théorie  des  rayons  lumineux.  (641-689V 

1.  1.0  Iravaiiv  de  Itoik.*!  ouL  inoiitré  que  i'cxpliratiiui  «lo«4  pliriionuMics  lu- 
mineux (lovait  st^  déduire  de  I  li} pollièse  (juc  la  luniière  consiste  en  vibrations 
transversales  d'un  milieu  non  pesant  partout  répandu,  l'étlicr.  La  coneordanre. 
parfois  surprenante,  «|uc   pn-scntent  les  pliéiiomènes  de  la  diffraction  ou  de  la 


pariois  surprenante,  (|ue   presenieni  les  piu^iomenes  uc  la  diltraction  ou  ue 
double  réfraction  avee  le*  coiiséquenees  des  théories  de  Fresnel  a  fait  éclater 
tous   les  yeiiv  la  férondité  de  ecs  dernières.  Mais,  si  rexpéricncc  a   picincmci 
conlirmc  le>  inluilions  de  l'reMiel,   il    s'en    faut  bien  (|uc  les  considéra tion>  |-'< 
l(>(|uclk'?>  ecs  iiiluilion>   >onl    lallaelicc-   à    I  hypothèse    foiiduiiieiilalc  du   iiiw 


ncmcDt 

>  |.Mr 
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vcmcnl  iumineux  présentent  le  degré  de  clarté  et  de  rigueur  nécessaire  pour 
en  faire  do  véritables  raisonnements.  Depuis  Fresnel,  bien  des  géomètres  ont 
cherché  à  éliminer  les  difficultés  qui  hérissent  l'œuvre  du  grand  physicien.  Mais, 
malgré  tous  ces  travaux,  il  s'en  faut  bien  que  TOplique  ait  atteint  le  plus  haut 
degré  de  perfection. 

Prenons,  par  exemple,  la  théorie  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  les 
milieux  isotropes.  Que  d'hypothèses,  parfois  bien  obscures,  viennent  se  greffer 
sur  les  hypothèses  fondamentales  du  mouvement  lumineux!  Tout  d'abord  le 
principe  d'Huygens,  dont  l'énoncé  même  peut  à  peine  être  donné  d'une  manière 
précise,  sert  à  expliquer  les  phénomènes  de  la  propagation  rectiligne,  de  la  ré- 
flexion et  de  la  réfraction  de  la  lumière;  puis  viennent  les  modifications  que 
Ton  fait  subir  à  ce  principe  pour  arriver  à  l'explication  des  phénomènes  de 
diffraction  par  l'emploi,  si  singulier  parfois,  des  zones  dites  d'Huygens;  puis, 
en  descendant  plus  avant  dans  les  détails,  s'offrent  une  foule  d'approximations 
permises  pour  des  ouvertures  très  étroites  que  l'on  étend  à  des  ouvertures  in- 
finiment larges. 

Après  avoir  traversé  toutes  ces  difficultés,  lorsqu'on  rencontre  le  saisissant 
jiccord  de  l'expérience  avec  les  résultats  des  formules  de  Fresnel,  on  est  saisi 
par  la  conviction  que  ces  formules  possèdent  un  degré  d'exactitude  bien  supé- 
rieur à  celui  des  raisonnements  qui  ont  servi  à  les  obtenir;  que,  par  conséquent, 
il  est  possible  de  les  relier  aux  hypothèses  fondamentales  de  l'Optique  par  une 
série  de  déductions  plus  rigoureuses. 

Construire  cette  série  de  déductions,  tel  est  le  but  poursuivi  depuis  quelque 
temps  par  les  travaux  de  M.  Frohiich  (*)  et  de  M.  Voigt  (*),  tel  est  le  but  vers 
lequel  M.  G.  KirchhofT  vient  de  faire  un  grand  pas  dans  un  Mémoire  qui  rc- 
smne  les  Leçons  professées  par  lui  pendant  plusieurs  années  à  l'Université  de 
Berlin  (»). 

Dans  un  travail  de  ce  genre,  les  principes  qui  servent  de  point  de  départ 
oiit  une  importance  capitale;  nous  demanderons  donc  la  permission  d'insister 
sur  les.  parties  du  Mémoire  de  M.  Kirchhoff  qui  renferment  l'exposé  de  ces 
principes,  pour  glisser  plus  rapidement  sur  les  développements  analytiques 
dont  l'intelligence  ne  présente  aucune  difficulté. 

2.  Commençons  par  l'exposé  des  hypothèses  et  des  principes  qui  servent 
dans  tout  le  cours  du  Mémoire;  ces  hypothèses  et  principes  sont  les  suivants  : 

i®  Une  lumière  d'une  couleur  déterminée  correspond  à  un  mouvement  vibra- 
toire des  points  matériels  qui  constituent  un  certain  milieu,  l'éther.  Ces  vi- 
brations sont  des  vibrations  simples;  elles  ont  toutes  la  même  durée  de  vi- 
bration.   Il  en   résulte   que,   si    l'on    désigne  par   u,   v^  w  les   composantes  à 


(•)  Fhoiilicii,  Wiedeniann's  Annalen  der  Phytik  und  Chemie^  t.  III,  p.  376; 
t.  VI,  p.  '|i4;  t.  XV,  p.  592. 

(»)  VoioT,  Wiedemann's  Annalen  der  Physik  und  Chemic,  t.  III,  p.  53j. 

(')  A  cause  de  son  importance,  ce  Mémoire  i\<i  M.  G.  KirchhofT  u  été  traduit 
dans  les  Annales  scicntijiqucs  de  l'/\rolc  .Xormalc  supérieure,  3*  série,  t.  III, 
p.  3.»1:  i«8(). 


t).  V.  «'.  v.  v 
!•  On  nomme  < 


me  îHteiuile  ilr  lu  lumière  uu  poioi  (j-,  ,r.  i)  la  valeur  moyrnw 
\arie  d'uiiB  viiiralion  de  U  turei?  vitf  d'un  point  maUriel  qui  ii- 
\e.  ]p  puinc  (j-,  j-,  j)  Rt  Rurak  une  maïsc  égale  a  la  dcBiitê  fit 
jHiial.  Celle  Inlr.DMté  ni  àaac  ciprlmi^c  pir  Td^alll^ 


/=  lfi(W..(.  ;■)■.. 


V- 


t-W-+4"")- 


Dunit  lu  cil  !)(■  l'étlier  eut  liumogènOi  p  m  lu 
n  p4^ut  ylor»  loi«*tir  de  cM£  cr  Ucieiir  uinkIhj 


e 


» 


f.VV  +  V'+V"'+>P>-+W'''). 


3*  Dans  un  milieu  liomogi'iic  r\.  î«i>trupc,  nuua  «dmctlriins  que  rêihcc  t* 
liomiigcne  ni  qne  le  miiiivement  de  l'éllier  e^'t  Kniblalile  aux  ïibraiiuns  Int»- 
»er»ilr»  d'un  solido  AlRïliqiic,  liumotirne  el  isolnipe,  c'MUà-dire  que  rli»ciiB( 
de»  Irais  quanlit^a  u,  v.  iv  vérifie  ri:<)uaLioii  aux  dérivées  parliellej  du  tttotii 


it  que  [a  densité  du  milieu  demeure 
a  donnerani  à  la  quanli'lé 


variable  dans  le  mouvemni. 


(5) 

qui  représeotp 
eonsidérons,  li 

infiniment  peu 
5"  I.oriqu'cn 


néral  daui  l'espace  c 


e  Inngueur  ronslanle  pour  lu 

um  de  longueur  d'onde  de   U  lumii-re  étudiée;  t  l'égird  lie 

onde,   nous  supposeruns    qu'on   puisse  la  considérer  c«inaK 

point  la  valeur  de  l'nne  au  muin«  dei  trois  quantité»  u,  '," 
rande  par  rapport  aux  valeurs  que  ec5  qiiiinlîtéi  ont  e«  (*■ 
ee  point  sera  dit  point  lumineux. 
■a.   <i   l'on   aime  mieux,   les   livpotliC-KS.  pràa 
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comme  point  de  départ  par  M.  G.  KirchholT;  M.  G.  KirchhofT  fait  en  outre  un 
constant  usage  d'un  théorème  dû  à  CIcbsch  (*)et  qui  est  le  suivant. 
Si  U,  V,  W  représentent  trois  solutions  quelconques  de  l'équation  (3) 


les  quantités 


(<i) 


a*  At?  = 

<^V 
dz 

» 

~   dx 

âz' 

ây 

dx 

vérifient  à  la  fois  les  équations  (4)  et  (3).  Réciproquement,  à  tout  système  w,  v, 
w  de  solutions  des  équations  (3)  et  (4)  correspondent  trois  fonctions  U,  V,  W, 
vérifiant  les  équations  (3)  et  (6). 

3.  Le  premier  problème  à  traiter  est  le  suivant  :  un  point  lumineux  étant 
placé  dans  un  milieu  homogène,  isotrope  et  indéfini,  quel  est  le  mouvement 
engendré  par  ce  point  lumineux;  ce  problème  peut  s'énoncer  encore  de  la  ma- 
nière suivante  :  Trouver  pour  u^  Vy  w  des  expressions  qui  satisfassent  aux  con- 
ditions imposées  à  ces  quantités  dans  ce  qui  précède,  qui  soient  finies  dans  tout 
l'espace  sauf  au  point  lumineux  (x,,  y,,  «,)  et  qui  s'annulent  à  l'infini. 

Si  l'on  désigne  par  r,  la  distance  du  point  {x,  y^  z)  au  point  lumineux 
(J7,,  y^j  -S,),  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression 

est  une  intégrale  de  l'équation  (3) 

Il  en  est  de  même  de  l'expression  obtenue  en  multipliant  la  précédente  par 
une  constante  quelconque  et  en  ajoutant  à  t  une  constante  quelconque;  de 
même  aussi  des  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  par  rapport  à  a?,,  ^,,  .8,, 
de  semblables  quantités;  de  même  encore  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  constants  de  ces  dérivées  partielles.  Une  semblable  fonction  est  d'une 
forme  très  compliquée.  Mais,  si  l'on  observe  que  X  est,  en  vertu  de  l'une  des 
hypothèses  générales,  une  quantité  infiniment  petite,  on  voit  san»  peine  que  la 
fonction  considérée  peut  se  réduire  à  la  forme 

(7  )  9  -  -  cos2z(  V  -  T.)  -H  -  s.n.x(^-^  -  ^  ), 

ôi'      ôt'     Or 
D  et  D'  étant  des  fonctions  des  seules  quantités  -~>  -—^t   ,  '  »  ou,  ce  qui  revient 

Ox^    ôy^    dz^  ^ 


(*)  Glrbsch,  BorctiardVs  Journal  fiir  reine  unci  angewandte  Mathematik\ 
Band  LXI. 


M  =    —  COS3 
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#)/*    tip    tff 
au  nit'^mc,  «te  -r-'»  -r^>      't  paramètres  qut  fixent  la  direction  de  la  ligne  r.. 
1ÏX    Ov    Oz     *  ^ 

Si  Ton  prend  pour  Vy  \,  W  trois  fonctions  telles  que  9,  il  parait  au  premier 

abord  que  les  expressions  de  u^  v^  iv  ne  seront  pas  de  la  forme  (i).  Mais  elles  se 

réduiront  à  cette  forme  si  Ton  observe  que  X  est  inliniment  petit,  et  Ton  aura 

alors 

.  =  -  COS.r(^  -  -  j  H-  -  sin.r(^^'  -  :f  j, 

C  //•,         /\        C    .  /r,         t\ 

iv  :=  -cos.,7r(^^  -  ^^  ^^,,^,r.[^  -  ^  ). 

A,  B,  (m  \\  \\\  C  étant  des  fonctions  analogues  à  L)  et  D'. 

On  a  ainsi  une  solution  du  problème  du  mouvement  engendré  par  un  point 
lumineux  dans  un  milieu  indéfini. 

M.  G.  Kirchlioiï  admet  que  cette  solution  est  la  plus  générale. 

Ola  étant  admis,  il  est  facile  de  voir  : 

1"  <^ue  a  représente  la  vitesse  de  propagation  du  mouvement  lumineux: 
•x"*  (>u'en  vt'rtu  de  l'égalité  {2  biê)  l'intensité  de  ce  mouvement  a  pour  valear 


I 

I 

1 


lA!tlc  intensité  est  donc  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance 
au  point  lumineux;  elle  varie  en  outre  avec  la  direction  de  la  ligne  r,:  la  loi 
de  ces  variations  dépond  de  la  loi  du  mouvement  du  point  lumineux. 

Le  mouvement  lumineux  engendré  dans  un  milieu  indéfini  par  plusieurs 
points  lumineux  peut  être  aisément  trouvé.  Il  suffit  de  prendre  pour  T,  V,  W, 
M,  t\  \v  la  somme  des  expressions  qui  conviendraient  si  chaque  point  luminoai 
existait  seul. 

\.  T'uis  !<••»  înilrcs  problriiics  *\v  rnp(i4|iic  dos  iniliciix  isotropes  se  ramènenr 
à  imr  (|ii(>stioii  du  ^cnr»»  de  rcll»M'i  : 

A>iiiit  iiii  (oi'tuin  iKMiibrc  de  points  iuniinciix  cl  ntnnaissant  le  mouveincot 
lumineux  (|ue  ees  p<»inls  enpiidrcraienl  dans  un  espace  indéfini,  on  place  dao^ 
«e  njilieu  vu\  «crlain  corps:  le  niouveinenl  lumineux  doit  vérifier  certaines  rno- 
dilions  au\  limites  le  Ion»;  «le  la  surface  du  corps;  on  demande  de  ln)U\cr  re 
ntouveinenl  lumineux.  (!c  qui  distingue  les  problèmes  d'Optique  les  uns  de- 
iiulres,  c'est  la  fuiine  des  coiuJilions  aux  lintitos  <|ui  doivent  être  \ériliocs  I** 
lue.;;  (le  la  «^uiliicc  du  «orps  cl  la  forme  même  «le  ce  corps. 

Pour  nsniulre  les  problèmes  de  ce  ^enrc.  M.  (i.  KircliIiolT  fait  nn  conslanl 
ii«»;i;;c  «le  propositions,  dcjà  (Icnionlu'es  en  p.irlie  par  M.  Ilclnili<dtz  (')  en  >'wf'- 
pnv.ml  >»ur  le  tlicorcme  d«:  <irecn.  Cc<  propositions  sont  le^  suivantes  : 

I'  Liant  «lonncs  dans  respa<  c  indéfini  une  surfa<"c  fermée  .i.  cl  un  rcrlain 
iioml)rc  d«"  points  lumineux  tous  situés  en  dehors  de  celte  surfaire  .v,  "»i  zjt\ 
lepn'senle,  \\  l'instant  /,  la  Naleur  de  l'une  des  six  fonctions  u,  c,  41-.  I  .  V.  ^• 
en  un  rerliiin  point  0(.r,.  i',,  z_)  intérieur  à  la  surface  x\  si  5(/)  repn'scnli'  Ih 
N.ilcnr  de  \>\  même  fom  lion  en  un  point  {x,  y^z):  si  r   d«''si;i;nc  la  flisianrr  do" 
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«Inix   points  {JC,  y,  z)  et  (J7^,  j'.,,  zj;  si  N   ilrslgnc  la  noriiuilo  à  lit  surface  x 
vers  rintérieiir  de  celle  surface  el  si  l'on  pose 


Q  =  A 


K'-^)  4-'^) 


m  ronvenanl,  dans  la  dernière  diiïerenlialion,  de  regarder  /•„  comme  seul  va- 
riable et  de  laisser  aux  aulres  quantités  dont  d«:pend  ?(/)  les  valeurs  qu'elles 
ont  en  un  point  de  rélément  ds^  on  a 

4Tc?o(0  =  /Ûrf*, 

l'inlégration  s'étendant  à  toute  la  surface  s. 

Si  l'on  suppose  que  jusqu'à  une  certaine  valeur  du  temps  l'équilibre  ait 
régne  dans  tout  l'espace,  la  même  proposition  s'étend  au  cas  011  les  points  lu- 
mineux sont  intérieurs  à  la  surface  s  et  où  le  point  O  lui  est  extérieur  à  la 
seule  condition  de  changer  le  sens  de  la  normale  N. 

Le  mouvement  lumineux  dans  celle  des  deux  régions  de  Tcspace  délimitées 
par  la  surface  s  qui  ne  renferme  pas  de  point  lumineux  est  identique  au  mou- 
vement que  déterminerait  dans  l'espace  indéfini  une  certaine  couche  de  points 
lumineux  distribuée  sur  la  surface  s.  Ce  théorème  constitue  en  quelque  sorte 
une  forme  plus  générale  et  plus  précise  du  principe  d'Huygens. 

30  L'intégrale  fQds  s'annule  si  la  surface  fermée  ne  renferme  ni  le  point  O, 
ni  les  points  lumineux,  ou  bien  encore  si  elle  renferme  à  la  fois  le  point  O  et 
les  points  lumineux. 

Ces  résultats  conduisent  alors  à  la  solution  du  problème  général  de  l'Optique 
que  nous  avons  énoncé  au  commencement  du  n®  4. 

Un  milieu  renferme  n  points  lumineux  et  un  corps  en  dehors  duquel  se 
trouvent  ces  points.  Un  certain  mouvement  lumineux  a  lieu  en  dehors  de  ce 
corps.  Ce  mouvement  lumineux  est  caractérisé  par  la  connaissance  des  trois 
fonctions  m,  v,  w  ou  des  trois  fonctions  U,  V,  \V;  soit  ?«(/)  la  valeur  d'une  de 
ces  fonctions  en  un  point  O  de  l'espace  considéré.  On  a 

ds  étant  un  élément  de  la  surface  du  corps  et  dS  un  élément  d'une  sphère  in- 
finiment petite  entourant  l'un  des  n  points. 

D'autre  part,  si  les  points  lumineux  existaient  seuls  dans  le  milieu  indéfini, 
ils  Y  exciteraient  un  certain  mouvement  analogue  à  celui  que  nous  avons 
étudié  au  n"^',  ?.,(/)  aurait  dans  ce  cas  une  valeur  9Î, (/).  tt  une  valeur  O',  et 
l'on  aurait 


(')  II.  llKLMBOLTZ,  Thcoric  der  Luftschwingungeii  in  Uohren  mil  offenen 
fCnden  {norchardt's  Journnf  fitr  reine  nnd  anf^ewandle  Mathemntik\ 
Band  LVII). 
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Mais,  ti  l'on  fait  l'hypothèM  tint  l'iniroduéiiom  d*un  eorpt  étranger  tm  pm- 
doit  en  générai  qu^une  aiiéraiion  finie  dane  le  mouvemtem  iuminetix  em 
voisinage  immédiat  du  point  lumineux,  on  peut  remplacer  dans  la  denîért 
égalité  O  par  O'  et  Ton  arrive  à  Téquation  foodamentale  da  Mémoire  de 
M.  Kirchhoff 

4*9.(0  =  4«?;(OH-/odt, 

égalité  qai  détermine  le  moarement  engendré  par  certains  points  Inmîne» 
dans  un  espace  qui  renferme  un  corps  étranger  lorsqu'on  connaît  le  monreoMat 
que  ces  points  engendreraient  dans  un  milieu  indéfini  et  les  Taleurs  de  9  et  de 

^  à  la  surface  du  corps. 

5.  Les  considérations  sur  lesquelles  M.  G.  Kirclihoiï  fait  reposer  la  délerni- 
nation  de  ces  quantités  présentent  quelques  diflicultés;  nous  croyons  que  ees 
considérations  peuvent  s'interpréter  de  la  manière  suivante. 

Considérons  un  point  {x,  Xi  s)  infiniment  voisin  de  la  surface  de  séparation 
de  deux  milieux  A  et  B  et  situé  dans  le  milieu  A  par  exemple.  Soit  f  Pme 
des  six  quantités  «,  v,  w,  U,  V,  \V  relatives  à  ce  point.  A  l'instant  f,  y  est  b 
somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  forme 

t^  =  D cosai:  (^^ i-î j, 

i\  étant  la  distance  du  point  («,  ^y  2)  à  un  certain  point  l^^^Xit  '•)»  ^^^ 
fonction  des  paramètres  qui  fixent  la  direction  de  la  ligne  r,,  s  une  coaâtaatf 
particulière  à  chacun  des  termes  ^  dont  se  compose  9.  Si\  lorsqu'on  augmente 
i\,  le  point  {x^Xt  s)  s*éloigne  de  la  surface  de  séparation  vers  l'intérieorda 
milieu  A,  nous  dirons  que  le  terme  ^  correspond  à  une  onde  qui  se  propage  df 
la  surface  vers  rintéri<uir  du  milieu  A.  Dans  le  cas  coniraire,  nous  «lirons  qw 
le  terme  ^  corresporxl  à  une  onde  se  prr>|)agcant  à  rintéricur  du  milieu  A  «ers 
la  surface,  ou  encore  à  une  onde  incidente  située  à  l'intérieur  du  milieu \. 
Cela  étant,  nous  faisons  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

I"  A  chaque  onde  incridcnle  se  propaj^eant  à  l'intérieur  du  milieu  A  curre^ 
pond  une  et  une  seule  onde,  se  propageant  de  la  surface  à  l'intérieur  du  milif* 
A  (nous  la  nommerons  Vonde  réfléchie)^  une  et  une  seule  onde  se  propageant 
de  la  surface  à  l'intérieur  du  milieu  H  (nous  la  nommerons  Vonde  ré/raetée)» 

i**  Si,  en  un  point  du  milieu  A  infiniment  voisin  de  la  surface,  ^'i  désigne  l« 
terme  <{«  relatif  à  une  certaine  onde  incidente,  ^^  le  terme  ^  relatif  à  Tonde 
réfléchie  correspondante,  ^/  le  ternie^  relatif  à  Tonde  réfractée  correspondante 
en  un  point  situé  à  l'intérieur  du  milieu  B  et  infiniment  voisin  du  précédest 
on  a 

et  deux  autres  égalités  analogues  pour  ^/^  N  désignant  la  normale  à  la  surface 
de  séparation  vers  l'intérieur  du  premier  milieu,  c  et  7  deux  constante»  qs> 
varient  avec  la  nature  <les  drnv   milieux,   avec  Tonde  que   Ton  considère,  avec 


i 
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Forientation   de  la    ligne   r,  qui   correspond  à  celle  onde,  avec  celle   des  six 
quantités  m,  v,  iv,  U,  V,  W  «juc  ^  représente. 

Ces  hj'polhcses  faites,  M.  Kirclihoiï  restreint  son  analyse  au  cas  où  le  milieu 
B  ne  renferme  pas  d'onde  incidente.  Dans  ce  cas,  le  milieu  A  ne  renferme  que 
des  ondes  incidentes  et  des  ondes  réfléchies,  en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  9, 
la  somme  des  quantités  ^-  pour  un  point  du  milieu  A  infiniment  voisin  de  la 
surface  de  séparation  et  par  9^  la  somme  des  quantités  ^^  pour  le  même  point, 
on  a 

?   =      ?i     -^    ?r» 

Ces  égalités  sont,  avec  les  précédentes,  celles  qui,  dans  chaque  cas  particulier, 
servent  à  .M.  G.  Kirchhofl'  à  fixer  les  conditions  aux  limites. 

L'un  des  cas  particuliers  les  plus  importants  est  celui  qui  est  présenté  par 
un  corps  complètement  noir,  c'est-à-dire  par  un  milieu  B  pour  lequel  la  con- 
stante c  est  toujours  égale  à  o.  Une  onde  incidente  qui  tombe  sur  un  pareil 
corps  ne  fournit  jamais  ni  onde  réfléchie  ni  onde  réfractée. 

0.  Tels  sont,  en  résumé,  les  principes  sur  lesquels  repose  l'analyse  de  M.  G. 
Kirchhofl'.  Enonçons  rapidement  les  résultats  de  cette  analyse. 

A  un  point  lumineux  i,  opposons  un  corps  parfaitement  noir.  En  un  point  o 
du  milieu,  le  mouvement  lumineux  sera  le  même  que  si  le  milieu  était  indéfini 
si  la  ligne  10  ne  rencontre  pas  le  corps  entre  les  points  i  et  o.  Il  sera  nul  si 
cette  rencontre  a  lieu. 

Ce  théorème  est  l'énoncé  sous  sa  forme  la  plus  précise  de  la  loi  de  la  propa- 
gation rectiligne  de  la  lumière. 

La  démonstration  même  de  ce  théorème  montre  qu'il  peut  cesser  d'être  exact 
dans  deux  cas  et  dans  deux  cas  seulement.  Ces  cas  d'exception  peuvent  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  : 

Concevons  un  point  lumineux  i  entouré  par  un  écran  complètement  noir 
percé  d'une  ouverture.  Nous  appellerons  6orâf  de  l'ouverture  la  ligne  de  contact 
de  la  surface  du  corps  qui  forme  l'écran  avec  un  cône  issu  du  point  i  et  cir- 
conscrit à  cette  surface.  Cette  ligne  partage  la  surface  de  l'écran  en  deux 
régions,  une  région  intérieure  et  une  région  extérieure. 

Désignons  par  s  une  surface  limitée  au  bord  de  l'ouverture  et  formant,  soit 
avec  la  surface  interne  de  l'écran,  soit  avec  la  surface  externe,  une  surface 
fermée.  Soient  r,  et  r^  les  distances  d'un  point  de  la  surface  s  au  point  i  et 
au  point  o. 

I^s  cas  dans  lesquels  le  théorème  précédent  peut  cesser  d'être  exact  sont 
ceux  où  est  remplie  l'une  des  conditions  suivantes  : 

i<*  La  quantité  r^-\-  r^  est  constante  ou  infiniment  peu  variable,  soit  pour  une 
portion  finie  de  la  surface  5,  soit  pour  une  portion  finie  de  son  contour. 

7"  La  ligne  10  rencontre  la  surface  s  entre  les  points  i  eto,  en  passant  infini- 
ment près  du  bord  de  l'écran.  (Dans  ces  énoncés,  on  entend  par  longueur  in- 
finiment petite  une  longueur  comparable  à  la  longueur  d'onde.) 

C'est  donc  dans  ces  deux  cas  et  dans  ces  deux  cas  seulement  que  se  pro- 
duiront \es  phénomènes  de  dijfraction. 

Fresnel  a  étudié  les  phénomènes  de  diff"raction  sur  l'axe  d'un  écran  circulaire 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XL  (Mai  1887.)  B.S 
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oa  d'QD  trou  circulaire  ;  dant  ce  cas p  r,  4-  r,  est  constant  ponr  tons  les  poian 
du  bord  de  récran. 

Fresnel  a  étudié  les  franges  voisines  du  bord  de  l'ombre  géométrîqne  d'as 
écran,  d*nne  fente  on  d'un  che%'en.  Dans  ce  cas  la  ligne  10  passe  infinlaat 
prés  du  bord  de  l'érran. 

Fraunhofer  a  étudié  les  phénomènes  de  diffraction  en  lumière  parallèle.  Dias 
ce  cas,  r,-t-r,  varie  infiniment  peu  pour  les  divers  points  de  la  surface  «. 

Dans  tous  ces  cas,  si  nous  posons 


cosar  -^ -iiSf 


»ina«-î-^- — *dSf 

les  intégrales  s'étendant  à  la  surface  «,  Tintensité  lumineuse  au  point  o  sen 
donnée  par  la  formule 

formule  de  laquelle  on  déduit  toutes  les  lois  des  phénomènes  de  diffractîoa. 

La  démonstration  de  cette  égalité  suppose  que  les  dimensions  de  l'onveriaïc 
diffringente  sont  très  grandes  par  rapport  à  la  longueur  d'onde.  Pour  obleair 
des  spectres  de  diffraction,  on  emploie  souvent  des  réseaux  dont  les  fentes  oai 
seulemeot  une  largeur  de  quelques  longueurs  d'onde.  On  ne  saurait  donc  le- 
garder  comme  permise  l'application  de  l'égalité  précédente  à  ces  réseani.  Ce- 
pendant, les  mesures  auxquelles  nous  devons  la  connaissance  des  longacan 
d*onde  ont  montré  que  l'emploi  de  cette  égalité  donnait  arec  une  grande  en^ 
titude  la  position  des  maxima  de  lumière;  la  théorie  de  M.  G.  Kirfhhnf 
rend  compte  de  cette  particularité. 

Knfin  la  théorie  de  M.  (i.  KirrhhofT  appliquée  à  des  corps  non  complèremrtt 
noirs  conduit  auv  lois  conniu^s  de  lu  rrtloxion  et  de  la  réfraction  de  la  luiiiifiv. 

7.  Dans  cet  exposé,  nous  nous  soniriies  altuché  surloul  à  mettre  en  lumicrr 
l'cnchalncinent  lo{?i<iue  de  la  llicorie  de  M.  G.  KirchbofF;  si  Ton  admet  que  le 
but  de  la  l*Iiysi(jue  est  de  représenter  le  plus  grand  nombre  po>sible  de  lois  M- 
lurelles  comme  des  con>équences  logiques  d'hypothèses  énoncées  sous  uncfornf 
précise,  on  doit  reconnallre  <iue  le  Mémoire  dont  nous  venous  de  rendre  compl* 
fait  faire  à  l'Optique  un  pas  considérable  vers  ce  but;  il  serait  à  désirer  qw 
d'autres  physiciens,  suivant  l'exemple  de  M.  G.  Kirchhoff,  parvinssent  enfin  à 
construire  sur  des  bases  stdides  IVdilice  dont  Fresnel  a  tracé  le  plan. 

P.    DuHKM. 

Lindemann.  —  Sur  le  nombre  t:.  (()7()-682). 

M.  //ermite  a  démontré  {Comptes  rendus,  Paris  1873)  dans  son  célèbre 
Mémoire  sur  la  fonction  exponentielle  que  la  base  des  logarithmes  naturrf* 
est  un  nombre  transrendant.  Sans  s'écarter  du  mode  de  démonstration  àe 
M.  Ilermite,  M.  Lindemann  démontre  que  le  rapport  de  la  longueur  d'une  fir- 
conférence  de  cercle  à  son  diamètre  est  également  un  nombre  lranscenda«l. 
<  >«it-îi-dire  n'e>t  racine  d'aucune  équation  algébrique  à  roeflicicnts  rationna?. 

M.    Lindemann  énonce  «l'almnl   le  lliéorème  «suivant,   pour  la  démonstralio» 
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duquel  il  indique  la  marche  à  suivre  dans  le  cas  où   le  systrnie  de  s  équations 
se  réduit  à  une  seule. 

«  Soient  /y{z)  —  o,  ...,  /^(5)  =  (),  s  équations   algébriques^,  chacune  irré- 
ductible et  de  la  forme 

Z^-lrO^Z"    '  -h.  .  .4- rt„    -  O. 

OÙ  <7,,  ,..,  a^  rlésignent   des  nombres  entiers.  Soient  Z,.,  Z),  ...   les  racines  de 

ré(juation  y*y(2)  —  o,  et  écrivons  pour  abré}2;er  Se'*  au  lieu  de  é»'' -f- e^« -h 

Soient  enfin   N^,  N,,  ...,  N\  des  nombres  entiers,  quelconques,  mais  non  tous 
nuls.  Alors  une  relation  de  la  forme 

\-i-  N.Se;^»  -H.  ..H-  N,5:<?^''  =  o 

n'est  possible  que  si  Tune  des  quantités  Z  est  nulle.  » 

Ce  théorème  une  fois  admis,  on  en  déduit,  pour  un  choix  particulier  des 
fonctions /,(«),  le  suivant  : 

«  Si  z  est  un  nombre  rationnel  différent  de  zéro  ou  un  nombre  irrationnel 
algébrique  quelconque,  la  quantité  e*  est  toujours  transceodanle.   » 

Donc,  en  particulier,  le  nombre  r,  est  un  nombre  transcendant. 

Ainsi,  il  est  impossible  de  résoudre,  par  des  constructions  algébriques,  le 
problème  de  la  quadrature  du  cercle. 

Le  résultat  auquel  est  parvenu  M.  Lindeniann  met  définitivement  fin  aux 
tentatives  nombreuses  que  l'on  a  faites  depuis  des  siècles  pour  résoudre  le  cé- 
lèbre problème  de  la  quadrature  du  cercle.  Le  problème  ne  peut  être  résolu 
non  seulement  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas,  mais  encore  à  l'aide  de 
constructions  algébriques  quelconques. 

M.  Lindemann  fait  remarquer  que  les  théorèmes  établis  ont  encore  lieu 
lorsque  les  quantités  désignées  par  N^  sont  des  nombres  irrationnels  algébriques 
quelconques.  On  a,  en  particulier,  le  théorème  : 

«  Si  des  deux  nombres  x  tl  y  vérifiant  l'équation  x  —  c/,  l'un  est  rationnel 
ou  irrationnel  algébrique,  l'autre  est  transcendant,  excepté  j?  =  i,  ^  =  o.  >» 

Fuchs,  —  Sur  les  ëqualions  différentielles  linéaires  et  homogènes 
dont  les  intégrales  sont  liées  par  des  relations  homogènes  de 
degrés  supérieurs  au  premier.  (^o3-7io). 

Cette  Note  contient,  outre  plusieurs  théorèmes  concernant  le  cas  où  l'ordre 
des  équations  différentielles  considérées  est  quelconque,  la  recherche  des  pro- 
priétés particulières  des  intégrales  de  ces  équations  différentielles  dans  le  cas 
où  leur  ordre  est  égal  à  3. 

Soit 

d^y  d'y  dv 

une  équation  différentielle  linéaire  et  homogène  du  troisième  ordre,  à  coef- 
ficients fonctions  rationnelles  de  c,  appartenant  à  la  classe  d'équations  carac- 
térisées dans  un  précédent  Mémoire  de  M.  Fuchs  {CrellCy  t.  66,  p.  i^^). 

Supposons  que  les  racines  de   toutes  les  équations  fondamentales  soient  des 
nombres  rationnels  et  que  les  éléments  d'un  système  fondamental  d'intégrales 


t  une  fonction  ratiaun^tlp  entiil-ir  himingéni* 
Si  II  (/}  nt  le  covarianl  lic<i>,icn  iIr  /,  H  (/)  ^  X  (  i  )  esl  r 
a  nlionndlc  dr  a  ijui  ne  t'annulr  paît  idcntiquit 


trsn-ifnr 
(A') 


(D-) 


/('■. 


.  '■-)  = 


Soit  3  une  valeur  quck'ooquE  de  la  variable.  Si  chaque  quotienl  de  dcui 
quelconques  des  intégrale*  de  (A)  pi-eod,  pour  des  chemias  d'inté|;r«tJati  nu< 
Tenablcment  choisi*,  la  miine  valeur  pour  i  =  f ,  que  pour  e  =  s,  les  inti^isnln 
V,,  f,,  f,  «ITectniies  le  long  des  marnes  cheniïns  d'intcïgralioD  auront  en  x  el  rn 
4,  des  valeurs  qui  ne  dirKreront  que  par  un  mime  facteur  égal  A  une  raetae  rit 
l'unité. 

Si  l'on  a  n  >  1,  s,  est  ronctioo  algébrique  de  i  et  toutes  les  intégrale»  de 
(A)  sont  algébriques. 

Sait  u,,  u,,  u,  le  sysUme  fondamenLal  de  l'équation  dilTércnlidle  adjoial*  1 


,  CreHe,  i 


77.  p.  ili|. 


d:'  dz-  dz      ' 

;  M  désignant  une  racine  d'une  foncliu 


s  /),  7,  r  de  l'cquatiun  dilTércntitUc 
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par  une  relation  (i),  les  intégrales  y ^,  y,,  y,  soot  liées  par  une  équation  (B) 
du  second  degré. 

On  voit  ensuite  que,  pour  /i  =  2,  Téquation  différentielle  (A)  coïncide  avec 
Téquation  différentielle  du  troisième  ordre  qui  est  vérifiée  par  le  carré  de 
chacune  des  intégrales  de  l'équation  linéaire  et  homogène  du  second  ordre 

d'y  dy 

où  les  coefficients  p^  et  p^  sont  liés  aux  fonctions  /?,  q  par  les  équations 

et  sont  donc  aussi  fonctions  rationnelles  de  z. 

Ainsi  se  trouve  élucidé  le  cas  m  =  3,  /i  =  a. 

Soit  maintenant  une  équation  différentielle  d'ordre  m,  dont  les  coefficients 
soient  fonctions  rationnelles  de  z, 

et  supposons  que  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  différentielle  soient 
algébriques. 

Soit  z  une  valeur  quelconque  de  la  variable.  Si,  pour  des  chemins  d'intégra- 
tion convenablement  choisis,  chaque  quotient  de  deux  quelconques  des  inté- 
grales de  l'équation  différentielle  a,  pour  z^y  z,,  ...,  z^^  et  pour  aucune  autre 
valeur  de  la  variable,  la  même  valeur  que  pour  z,  on  peut  former  une  fonc- 
tion rationnelle  de  Zy  (p{z)  telle  que,  pour  les  mêmes  chemins  d'intégration,  la 
quantité 

dans  laquelle  y  désigne  Tune  quelconque  des  intégrales  de  Téquation  diffé- 
rentielle (I)  et  |JL  un  nombre  entier,  prenne  en  z,,  z.^y  ...,  z,^^  des  valeurs 
qui  ne  diffèrent  de  la  valeur  de  la  même  quantité  en  z  que  par  des  facteurs 
égaux  à  des  racines  de  l'unité.  D'ailleurs  w  vérifie  l'équation  différentielle,  à 
coefficients  fonctions  rationnelles  de  z^ 

-d^  -^^i^^>-5:f=î  ■+-----+-^'n<*)**'  =  °- 

Si  l'on  pose,  a  étant  une  quantité  quelconque, 

^=:(a_z)(a  — z,)...(a  — z,_,), 

t  est  une  fonction  rationnelle  de  z. 

On  peut,  en  prenant  t  comme  variable  indépendante,  transformer  l'équation 
différentielle  que  nous  venons  d'écrire  en  cette  autre,  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  rationnelles  de  ^, 

■5^  +  ^(0 -^^:;;rr -+---^- ^«(0»v  =  o. 

Cette  dernière  équation  différentielle  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 
A  une  valeur  de  /  arbitrairement  choisie  n'en  correspond  aucune  autre  /,,  telle 
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que  chaque  (juotient  de  deux  quelconques  des  intégrales  de  l'équation  différen- 
licHe  ait  même  valeur  pour  (^  que  pour  t. 

Le  nombre  V  de  valeurs  que  [>rend  une  quelconque  des  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle  lorsque  la  variable  /  suit  tous  les  chemins  fermés  possibles 
est  égal  au  nombre  de  valeurs  que  prend  une  quelconque  des  intégrales  de 
réquation  différentielle  (I)  lorsque  la  variable  z  coirespondante  suit  aussi 
tous  les  chemins  fermés  possibles;  en  ne  comptant  pas  deux  fois  les  valeurs 
dont  le  quotient  est  une  constante. 

Le  nombre  de  valeurs  différentes  de  z  correspondant  à  une  même  valeur  du 
quotient  de  deux  quelconques  des  intégrales  de  l'équation  différentielle  Consi- 
dérée n'est  pas  inférieur  à V. 

Ceci  posé,  revenons  au  cas  où  m  =3,  et  où  le  degré  n  de  l'équation  (B) 
est  plus  grand  que  3.  Désignons  par/;  la  classe  de  l'équation  (B),  c'est-à-dire 
(Riemann)  le  nombre  d'intégrales  de  première  espèce,  linéairement  indépen- 
dantes, qui  appartient  à  celte  équation. 

M.  Kuchs  parvient  aux  résultats  suivants  : 

»  Si  p  est  plus  grand  que  l'unité,  le  nombre  de  racines  réduites  (Fuchs, 
Crelle,  t.  81,  p.  m)  de  l'équation  algébrique  que  vérifie  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  (A)  n'est  pas  plus  grand  que  quatre. 

»  Si  />  est  égal  à  l'unité,  ce  même  nombre  de  racines  réduites  est  égal  à  l'un 
des  nombres  •.»,  3,  4»  6. 

M  Si  p  est  nul,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (A)  est  (à  un 
facteur  prés  qui  est  racine  d'une  fonction  rationnelle)  une  fonction  rationnelle 
entière  et  homogène  de  degré  n  du  système  fondamental  d'intégrales  d'une 
é(iualion  différentielle  du  second  ordre,  à  coefficients  rationnels  en  ;;,  linéaire, 
homogène  et  pouvant  èlrc  intégrée  algébriquement  ». 

Dans  les  trois  cas,  /?  >  i,  /?  =  i,  /?  =  o,  les  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle (A)  sont  fondions  algébriques  de  z.  Comme  les  éléments  du  système  fon- 
damental ^'^,  j>'^,  r,  de  toute  équation  différentielle  (V)  pouvant  être  intégrée 
algébriquement  sont  liés  par  une  équation  (B),  les  résultats  obtenus  élucident 
roinplètement  le  cas  où  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  linéaire, 
homogène,  à  coefficients  rationnels,  n'a  que  des  intégrales  algébriques. 

M.  Fuchs  termine  en  annonçant  un  Mémoire  plus  détaillé  sur  le  même  sujet, 
dans  lequel  il  se  propose  aussi  de  comparer  les  théorèmes  concernant  le 
nombre  de  racines  réduites  dans  le  cas  où  l'équation  différentielle  (A)  est  io- 
tégrable  algébriquement  aux  résultats  obtenus  par  M.  Jordan  {Crelle,  t.  84, 
p.  ^). 

Aronerker.  —  Sur  les  délerminanls  mineurs  d'un  système  symé- 
Iricjiic.  (821-824). 
Crlte  Note,  d'une  rare  élégance,  débute  par  la   définition  des  systèmes  réci- 

\)HH\UC.>. 
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sont  réciproques  lorsque  leurs  ("lémenls  sont  lies  par  les  relations 


io3 


(I) 


où  h  désigne  successivement  chacun  des  nombres  i,  5,    ...,  n  et  où  A-  prend, 
pour  chacune  des  valeurs  de  /«,  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...,«,  excepté  A'  =  h. 

On  peut  résumer  ces  deux  égalités  en  une  seule,  en  introduisant  un  symbole 
^a  égal  à  Tunité  pour  h  —  A  et  égal  à  zéro  pour  h  différent  de  A".  On  a  alors 

(/i,  A'  =  I,  2, .. .,  w). 

I.e  théorème  de  multiplication  des  déterminants  appliqué  aux  déterminants 
des  deux  systèmes  réciproques  nous  donne  immédiatement 
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Cette  notion  de  système  réciproque  permet  d'énoncer  d'une  manière  simple 
les  théorèmes  concernant  les  mineurs  des  déterminants  et  d'apercevoir  ainsi 
plus  clairement  la  portée  de  ces  théorèmes. 

Tout  d'abord,  nous  observons  que  les  deux  systèmes  formés  par  les  mineurs 
d'un  ordre  quelconque  de  deux  systèmes  réciproques  sont  aussi  réciproques. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  n  —  4>  ^cs  deux  systèmes  formés  l'un  par  les  trente- 
six  mineurs  du  second  ordre  du  système  (a) 


ni) 


«.i«.a  —«««21» 


et  l'autre  par  les  trente-six  mineurs  du  second  ordre  du  système  (a') 

«11«JS  —  «H«31»     •  •  "> 

sont  réciproques.  Il  est  facile  de  le  vérifier  directement. 

D'autre  part,  le  système  formé  par  les  déterminants  mineurs  adjoints  des 
éléments  d'un  système  de  mineurs,  divisés  par  le  déterminant  du  système  total, 
est  aussi  réciproque  de  ce  système  de  mineurs.  Ainsi,  dans  l'exemple  choisi,  le 
système  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  adjoints  des  éléments  du  système 
(II),  divisés  par  le  déterminant  du  système  total,  est  réciproque  du 
système  (II). 

Donc  le  déterminant  adjoint  d'un  déterminant  mineur  quelconque,  divisé 
par  le  déterminant  total  du  système,  est  égal  au  déterminant  mineur  corres- 
pondant du  système  réciproque. 

En  énonçant  ainsi  le  théorème  de  Jacobi,  on  voit  que  les  développements 
donnés  par  M.  Franke  dans  le  t.  61  du  Journal  de  Crelle  n'offrent  qu'en 
apparence  un  plus  gran<l  caractère  de  généralité  que  le  théorème  de  Jacobi  lui- 
même.  On  démontre,  en  effet,  qu'ils  découlent  immédiatement  de  ce  théorème. 

On  peut  démontrer  directement  ce  théorème  de  Jacobi  en  faisant  usage  de  n* 
quantités  indéterminées  w^,  .  (  A,  /  — - 1,  2 n).  A  cet  effet,  écrivons  les  équa- 
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lions  (I  ) 

(A,  I,  A  =1,  j,  ...,/i), 

et  formons  le  dtUcrminant  dont  les  éléments  sont  les  premiers  membres  de 
ces  équations  et  le  déterminant  dont  les  éléments  sont  les  seconds  membres  de 
ces  équations.  Ces  deux  déterminants  sont  manifestement  égaux  ;  on  a  donc 


l"rfc  +  «,fcM«i*l  = 


[h) 
igyhyi.k  =  1,  2,...,n). 


En  développant  les  deux  membres  de  cette  égalité  suivant  les  produits  des 
indéterminées,  on  obtient  comme  cocffîcient  de 

*i*»      Sti      fi^i  tm''m 

dans  le  premier  membre,  un  produit  de  deux  déterminants 

\aik  \,  adjoint  de  la^fcl, 
et,  dans  le  second  membre,  le  déterminant 


fg  =  gogty'y  gm'f     '  =  '»  2,...,  n\ 
\h  —  /«,,  A,,...,/i^;    Â=i,  3,  ...,/i/ 


Ces  deux  CDcffK  ieiJls  sont   née  essaireiiiciil  éj,'aux.   Ka  se  rappelant  que  l'un  a 


^U  |.|  ffi/i  1  -  I 


(  I,  A"  =  1.  i,  3,  a) 


il  vient  doni 


a 


ik 


adjoint  de  |  </„,.  |  --  |  a/,.r  |, 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  considcTc,  où  n  —  ]  et  m  —  2,  pour  trouver, 
par  exemple,  le  coefficient  de  z/^,//,,  indépendant  des  autres  indéterminée?,  il 
suffit  de  remplacer  toutes  les  indéterminées  par  zéro,  excepté  m^,  et  m„:  ce 
coefficient  est  donc,  (lan>  \v  développement  du  premier  déterminant,  égal  à 

dans  le  développement  du  second  déterminant,  il  est  é^al  à 


fi:i^(ik  i  —  a.^a 


On  a  donc 


3  2  "  4  a 


:i  3  "  4  2 


— -       j —  ^'3  2«i3  —  '^'jS'^iî 
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r'est-à-diro 

adjoint  de  |  «  ,,  | 

\^\ ='"^^'^ 

(5^=2,3;    A  =  3,4)  (•). 

Supposons  maintenant  que  le  système  formé  par  les  n*  clcmcnts  a^j,  soit  un 
système  symétrique,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Transformons  alors,  pour  une  substitution  à  coeffîcicnts  indéterminés,  les 
quantités  a,.^  en  d'autres  U^^.  Soient 

^i*=  ^^gh'^gi^kky      (g',A,t,Ar  =  i,2,...,n), 

ces  substitutions.  On  a  alors,  entre  les  mineurs  d'ordre  m  du  premier  système 
et  du  système  transformé,  les  relations 

lU,fc|  =  S|a^J.|M,,|.|ii„|. 

(•  •  •  •  % 

ri  =  A,,  Aj,  .  .  .,  /l^  t      A   =  A,,  A,,  •  •  •>  fi^'my  / 

OÙ  la  somme  £  est  étendue  à  tous  les  systèmes  possibles  de  m  indices  g^f 
Sti  •••'  ëm  ^^  ^^  "^  indices  h^f  A,,  ...,  h^  que  l'on  peut  former  avec  les 
nombres  i,  2,  . . .,  /i. 

Tout  déterminant  mineur  d'ordre  m  des  quantités  transformées  U,|  est  ainsi 
une  forme  des  indéterminées  u-^  ;  et  les  coefficients  de  cette  forme  sont  tous 
les  déterminants  mineurs  d'ordre  m  du  système  des  quantités  données  a^. 

M.  Kronecker  démontre  qu'il  y  a  des  relations  linéaires  enlrc  les  différents 
produits  de  mineurs 

qui  paraissent  multipliés  par  les  mineurs  |  a  f^  \  dans  l'expression  de  [  U^^  |;  ces 
relations   sont   les   mêmes  que   celles  qui  lient  les  mineurs  |  a  f^  \  eux-mêmes 
lorsque  l'on  considère  les  quantités  a  comme  des  indéterminées. 
On  peut,  pour  abréger,  représenter  les  différents  mineurs  d'ordre  m 

par  les  symboles  A,,  A,,  . . .,  A^  et  les  différents  produits  correspondants 

fS^gogv'fgm'y      i=i,a,...,m\ 
\  A  =  A„  A,, ...,  A^;    A:  =  I,  2, ...,  m/ 

par  P^,  Pp  ...,  P^.  Soient  alors 

-^  1  >  ^  î  »  •  •  •  »  -^n 

{j.  fonctions  linéaires  de  A,,  A,,  ...,  A^  quelconques  mais  linéairement  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  et  telles  que  l'on  puisse  exprimer  les  mineurs  A  par 


(  *  )  Dans  le  texte  des  Sitzungsberichte  il  y  a,  si  je  ne  me  trompe,  une  faute  d'im- 
pression, I  a'^f^  I  au  lieu  de  I  a)^^  |. 


A^i, 


;,;  = 


r 


J«  i'a|i|irlli:  ijue  l'nii  nnmme  dtftcniiiiiinl  mfncur  prinripal  nu  df-lrrmîauit 
mintur  puur  leciuH  lu*  iIru»  indlcRi  '*[  k  prennent  \rt  tattua  v«leure. 

Chaque  df  Unnln*nt  mineur  princlpil  |  U^  |  eu.  ainsi  représente  par  unr 
fuuetloD  Untalrc  et  IinmoRtoe  de  loui  les  détermioanu  niîQeun  linéairemoit 
l»dëp«ad*nU  ilu  ijiMmc  (a,,),  (  A  A  =:  i,  s,  ...,  m). 

L-<ierncientt  de  eeiic  fonetiin  linéaire  et  homo^e  sont  des  fonctions  e«- 
liénis,  linéairtiurin  indéptndaitUt,  des  ind'Iemiin^es  h,,.  Cette  propriilc  îm- 
ponanlB  rMulle  immMlaiemeDt  de  ce  que  le  déieminani 


|2v 


(«.!•- 


il  n^L'oaialrenienl  diOtrent  île  l'ro  camoie^laDt  une  soounr  île  arr^s. 

Ceci  d'illlcur*  U  ua«  profiri^lé  non  seulement  des  aiiacnrt  (iriBripeoi  1 1'^,. 
mais  tDi;nrr  de  Ions  le*  nilneiir*  |  l'„  ).  On  ï'rn  rend  mapir  ro  d^mxeinBl 
qu«  lont  mloear  |  U^  |  pcot  «tre  rvfiréieaté  p«i  onc  mibbi«  do  nJacon  d^ 
i]>lhni!  trAnaTaraïf  doBt  l'un  mhi  no  niarar  prlBelpalainliipli^  par  ose  ^«aB- 
li|i<  lHil.'lrrinin<*-  Il  ne  «n.l.le  p»^  .juf  Ir,.,  a,t  rtfXiX'i^^  j.jnl  «.  Kp.BoH.rr 
i|iio  Iri  mineurs  ilrs  »\»ti'mes  svaii-triques  soienl.  dans  le  raï  ^éocnl.  Iks  piT 
ilrit  lileniiléH  liuéniTrs. 

^1.  KninreVrr  indî^nr  U  lelaliiM  sai\uiie  ^ 


i",.i=>,i' 


,1. 


('";:::;;;;::.., 


,..) 


<  p«t  isatilr  d'n-rt**  rrOv  rdnti—  laM  • 


1  (MrlKulier.  IV»r  ■ 


I-.    •-    ^    •- 


«^    *.    «.    -, 


«^.  •_  -^  «i-;   :•-  ^  *-  «-1 
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On  vérifie  facilement  celle  relalion  en  développant  les  cinq  déterminants  par 
rapport  aux  éléments  de  leur  dernière  ligne  horizontale  et  en  tenant  compte  de 
ce  que  a-^  —  a,^i  par  hypothèse.  Quel  que  soit  m,  la  vérification  se  ferait  de 
même. 

11  faut  maintenant  remarquer  que  les  mineurs  principaux  d'ordre  (n  —  m) 

I  U-j  ",  (i,A-  =  i,î,...,m) 

deviennent,  pour  jo  =  n  —  m,  des  déterminants  d'ordre  p  identiques  à  ceux 
que  M.  Darboux  a  désignés  par  4»  ,  si  l'on  prend  pour  les  quantités  désignées 
par  Xj;.  par  M.  Darboux  les  réciproques  des  indéterminées  U;^,  [Comparez 
Darboux,  Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  formes  quadratiques 
{Journal  de  Liouville,  2*  série,  t.  XIX)].  Les  développements  précédents  per- 
mettent donc  aussi  de  mettre  bien  en  évidence  les  propriétés  des  déterminants 
<l>    qui  ont  été  développées  par  M.  Darboux. 

Kronecker,   —    Siir  la   composition    des    équations   abéliennes. 
(loSg-io^i). 

Dans  les  Monatsberichte  de  i853,  M.  Kronecker  a  établi  le  théorème  fonda- 
mental : 

«  Les  racines  de  toute  équation  abélienne,  à  coefficients  entiers,  peuvent  être 
représentées  par  des  fonctions  rationnelles  de  racines  de  l'unité.  » 

Considérons  le  cas  particulier  où  le  degré  n  de  l'équation  abélienne  est 
égal  à  3. 

En  tenant  compte  de  la  forme  des  équations  de  la  division  du  cercle  données 
par  Gauss  {Disq.  arith.,  art.  358)  et  en  y  ajoutant  l'équation 

y'  —  3y  -M  =  o, 

dont  les  racines  sont  les  trois  périodes 

21:                  4^                  ^T^ 
1  cos  —  >     2  cos  — -  »     2  cos i 

9  9  9 

formées  à  Taide  des  racines  de  l'unilé,  on  peut,  dans  le  cas  particulier  consi- 
déré, énoncer  le  théorème  précédent  en  disant  : 

«  Les  racines  de  toutes  les  équations  abéliennes  du  troisième  degré  peuvent 
être  exprimées  rationnellement  par  les  racines  des  équations  abéliennes 

r'  —  ^py  -f-  />  (  /•  -h  *  )  r=  o, 

où  p  est  égal  successivement  à  l'unité  et  aux  nombres  premiers  de  la  forme 
6/ï  -+- 1,  et  où  l'on  a,  pour  /?  =  i, 

r  =  I ,        *  =  o  : 
pour  tout  autre  /?, 

r*  —  /•*  -T-  5*  =  /?,  r  L^  s  { mod  3). 

On  suppose  ici  déjà  connu  le  théorème  démontré  dans  la  théorie  des  formes 
rpiadratique^  que,   pour  tout   nombre  premier  p  de  la  forme  6/1 -f-i,    il  existe 


dci  ouiubri;*  r,  t,  uti  que 


Sons  cette  forme,  l'^oonc^  du  théorème  est  débRrras»!  de  Uut  rapport  avec 
les  éqoalioos  de  li  divjûoe  dn  rercle.  On  est  alors  amcitë  4  te  demander  sH 
ne  serait  pas  possible  de  démootrcr  directcroeot  ce  théorème  pour  n  =  S,  et  no 
théorème  aoalogaa  poar  n  quelconque,  sans  passer  par  l'iolenDédiaire  des 
éifuttions  de  U  dirision  du  ceri^le.  M.  Kronecker  répond  qne  cela  est  possible 
et,  ce  qui  n'est  pas  sans  importance,  qu'on  le  peut,  non  pas  en  emplnyant  an 
artifice  pnrlieulier  i  la  qnciUan  que  l'on  a  en  vue,  mais  en  inlroduisanl  dani 
Gcllo  qoeslioD  pirticnliére  une  notion  essentielle  daoi  toute  une  série  de 
question!  d'Algèbre,  t  savoir  la  notion  de  camptailùirt. 

Giuis,  dan>  sei  Ditr/uàilionti,  a  d'abord  introduit  la  notion  de  cuulpasitioa 
des  formes  quadratiques. 

Dans  son  Mémoire  rondamcnlal  :  Grundaùge  einer  arichmetixchen  Thwrie 
àer  algebraUchen  Gràuen,  M.  KronccLcr  a  été  amené  i  introduire,  |iour  faci- 
lilcr  l'étude  générale  des  formes  algébriques,  la  notion  toute  M^mblable  de  com- 
poailion  du  forme*  algébriquei  quelconqua.  là  il  introduit  de  même  «1 
d'uprés   les   mêmes   principes   la   notion   de   compotUian  det  équation*  abe- 

Rappelons,  pour  commencer,  la  déHnîtioa  de»  fonctions  cyclique 
Une  fonction  rationnelle  de  n,,  n,,  ■ .  ■,  n,  quantité» 


*^*i...... 


(où  nous  conviendrons  que  tout  indice  A.^m, 
Congru  suivant  le  module  n,,  et  plus  petit  qu 
ebaoge  pas  quand  on  substitue,  pour  a  =  i,  a, 


doilèlro  nmpUcé  par  un  indln 
I  n_}  Bit  eyeliçue  lorsqu'Ell* 
. . .,  V,  1  la  quantité 


ail*     M 


racines  d'une  équation   abëlienne,  dans  le  sen 
le  t.  ce  mot,  lorsque  leurs  fonctions  symétriqu 
e  éléments  du  domaiûe  de  rationnalité  (■). 
is  pouvons  répéter  ce  que   nous  venons  de  di 
,  ...,  n,  quantités  x,  /r,,  n,,  ...,  n,  quantités 

n »,■ 


le  plus  général  que  l'on 
s  et  cycliques  sont  prise) 


iparcï  Kronkckeh,  Monatibericltte  der  Berliner  Akademie,  187 
r  les  définitions  de  domaine  de  ralionnalilé  et  autres  notions  < 
iiAdge,  comparez  les  Grundsiige  déjà  cités  de  M.  Kronccker,  0 
lur  la  Théorie  gènéi'aU  de  l'élimination  {Acia  math.,  t,  VI), 
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Considérons  alors  les  quantités  z  définies  par  les  équations 

OÙ  la  somme  £  est  étendue  aux  «,,  n^y  . . .,  /i^  systèmes  de  valeurs  des  indices  h 
et  A  pour  lesquels 

/i,  -T-  A*,,    Aj  -f-  A'j,     . .  .^    /t^  -h  A\, 

ont  des  valeurs  constantes.  Ces  quantités  z,  qui  sont  fonctions  bilinéaires  des 
quantités  x  et  y,  sont  évidemment  au  nombre  de  /i,,  /i,,  . . . ,  n^. 

On  voit  sans  peine  que  toute  fonction  cyclique  de  ces  quantités  z  est  fonction 
cyclique  des  quantités  x  et  aussi  fonction  cyclique  des  quantités^. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  Ton  prend  comme  éléments  du  domaine  de 
rationnalité  les  fonctions  symétriques  et  cycliques  des  quantités  J7,  ainsi  que 
les  fonctions  symétriques  et  cycliques  des  quantités  yj  les  quantités  z  sont 
racines  d'une  équation  abélienne. 

Ceci  posé,  nous  donnerons  la  définition  suivante  : 

L'équation  abélienne  Z  =  o,  dont  les  racines  sont  les  n^^n^y  •••»  'iv  quantités  z, 
est  l'équation  composée  de  l'équation  abélienne  X  =  o  dont  les  racines  sont 
les  quantités  x  et  de  l'équation  abélienne  Y  =  o  dont  les  racines  sont  les 
quantités  y. 

Le  domaine  de  rationnalité  de  l'équation  abélienne  composée  Z  =  o  se  com- 
pose, par  définition,  des  éléments  des  domaines  de  rationnalité  des  deux  équa- 
tions abéliennes  composantes  X  =  o,  Y  =  o.  De  môme,  le  domaine  du  genre 
déterminé  par  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  abélienne  composée  se 
compose  des  éléments  qui  déterminent  les  deux  domaines  des  genres  des  racines 
des  équations  composantes. 

Suivant  toujours  l'exemple  de  Gauss  qui  étend  aux  classes  la  composition 
des  formes  qu'il  considère,  M.  Kronecker  étend  la  composition  des  équations 
aux  genres  auxquels  ces  équations  appartiennent.  Alors,  d'après  ce  que  nous 
venons  d'observer,  à  la  composition  des  genres  d'équations  abéliennes  corres- 
pond la  composition  des  domaines  des  genres  de  leurs  racines. 

M.  Kronecker  indi([ue  ensuite  comment  on  peut  décomposer  les  équations 
abéliennes  en  équations  abéliennes  qu'il  nomme  élémentaires.  Cette  décompo- 
sition repose  sur  des  formules  où  figurent  des  racines  de  l'unité,  formules  que 
je  citerai  tout  à  l'heure,  dans  le  cas  particulier  où  v  =  i.  M.  Kronecker  fait 
d'ailleurs  lui-même  observer  que,  comme  il  a  démontré  (')  que  les  équations 
abéliennes,  dans  le  sens  le  plus  général  de  ce  mot  ('),  se  ramènent  aux  équations 
abéliennes  simples  où  l'on  a  v  =1,  il  suffit  d'effectuer  cette  décomposition  dans 
le  cas  particulier  où  l'on  a  v  =  i.  Mais  alors  les  formules  dont  nous  venons  de 
parler  et  les  divers  résultats  sont  bien  plus  simples.  Nous  conviendrons  une 
fois  pour  toutes,  avec  M.  Kronecker,  de  réserver  le  nom  d'équations  abéliennes 
à  ces  équations  abéliennes  simples  où  v  =  i. 


(')  Voir  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  i833. 

(')  On  pourrait  peut-être,  pour  éviter  toute  confusion,  nommer  ces  équations 
abéliennes,  dans  le  sens  le  plus  général  de  ce  mot,  équations  cyclo'idales,  comme 
je  l'ai  fait  dans  le  Bulletin^  dans  le  compte  rendu  du  Traité  des  substitutions 
de  M.  Nette». 


iio  SECONDE  PAKTIE. 

Hii  changeant  les  notations,  on  définit  n  quantités 


^fc'+fc' 


par  les  n  équations 

^h'+h"  -  ^J^'h^l"        [A',  ^"  =  0,  I,  ...,(/i  — i)], 


t     it 


où  les  quantités  Xf^'  sont  les  racines  d'une  équation  abélienne  X'  =  o;  les  quan- 
tités x^"  sont  les  racines  d'une  équation  abélienne  X"  =  o  et  où,  dans  chaque 
équation,  la  somme  £  est  étendue  aux  n  systèmes  h'  et  h",  tels  que  h'  -i- h'  ail 
une  valeur  constante. 
Ces  n  quantités 

sont  alors  racines  d'une  équation  abélienne  X  =  o  dont  le  domaine  de  ration- 
nante se  compose  des  éléments  des  domaines  de  rationnalité  des  deux  équations 
abéliennes  X'  =  o  et  X"  =  o. 

On   voit   sans  peine  qu'en  composant  trois  équations  abéliennes,  dont  les 
racines  sont 

^'h''>    ^"h'f    ^'br       [A', /t'',/i'*  =  o,  I,...,  (/i— i)], 

on  obtient  une  nouvelle  équation  abélienne  dont  les  n  racines  sont  données  par 
les  relations 

où,  pour  chaque  relation,  la  somme  S  est  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs 
indiquées  de  A',  /i",  /i"*  tels  que  /i' -f-  /t' -f-  /r  soit  constant. 
Si  l'on  désigne  par  w  une  racine  primitive  «'*"»•  de  l'unité,  et  si  l'on  pose 

\    (//,  h\  h" y  /•  —  o,  I,  2,  . . .,  «  —  i), 
on  a 

formule  qui  va  nous  permettre  d'effectuer  la  décomposition  des  équations  abé- 
liennes. 

A  cet  effet,  nous  commencerons  par  fixer  un  domaine  de  rationnalité 
{  h,  K',  . . .,  H>'].  Alors  une  équation  abélienne  quelcon([ur  do  degré  /i.  dont 
nous  désignerons  les  racines  par  a7„,  ;r,,  ...,  J7„_,,  peut  être  décomposée  en 
deux  autres  C([uations  abéliennes  lorsque  l'expression  o^  formée  à  l'aide  de  ces 
racines  peut  être  mise  sous  la  forme  dun  produit  de  deux  expressions  ana- 
logues Cl/,  et  n/,  ;  donc  aussi  lorsque  Ton  peut  trouver  n'/,  et  n/,,  telles  que 

Or  ers  trois  puissances  /r''""*  appaiiiennenl  au  domaine  de  rationnalité  déter- 
miné par  (O,  U,  R',  ...,  H>'.  Donc  le  problème  est  bien  détcrniiné.  Il  s'agit  de 
déroin(K»s«'r   (riyj"  en    facteurs   (lan>   un    «lomjiiue   connu   [ui,  \\,  U',  ...,  RI*  ]. 
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Mais  celle  décoinpusilion  est  une  application  des  ihéories  exposées  dans  le 
Mémoire  fondainenlal  déjà  cilé  do  M.  Kronecker  (•). 

lîornons-nous  d'abord  au  cas  particulier  où  le  domaine  de  rationnalité  donné 
[R,  R',  ...,  R-'<^>]  est  simplement  H  =  i  et  où,  d'autre  part,  h  est  un  nombre 
premier. 

On  peut  alors  caractériser  a  priori,  par  le  procédé  de  décomposition  indiqué, 
les  é([uations  abéliennes  élémentaires  de  degré  n  à  l'aide  desquelles  on  peut 
obtenir  par  composition  toutes  les  équations  abéliennes  de  degré  n.  Sans  doute 
il  faut  ensuite  démontrer  qu'il  y  a  de  telles  équations  abéliennes.  Mais,  si  l'on 
suit  la  méthode  des  Disquisitiones,  on  ne  peut  également  'se  dispenser  de 
faire  une  démonstration  analogue;  ainsi,  pour  /i  ^  3,  il  faut  démontrer  qu'il 
existe  des  solutions  entières  de  l'équation  r*  —  rs-hs'  =p  lorsque  le  nombre 
premier/»  est  de  la  forme  6»-hi,  d'où  résulte  l'existence  d'une  équation  (A) 
pour  chaque  nombre  premier  de  la  forme  6n  -hi. 

Pour  le  domaine  de  rationnalité  R  =  i  et  pour  /i  =  4»  'a  série  complète  des 
équations  abéliennes  élémentaires  se  compose  : 

1°  Des  équations  du  second  degré  dont  les  racines  sont  les  racines  carrées  de 
(— i)  et  de  tous  les  nombres  j)remiers  de  la  forme  '|A"  — i.  On  peut  écrire  ces 
équations 

(G)  x^x'-q)  =o, 

(^  —  —  I,  3,  7,  II,  i(),  ...). 

2*'  Des  équations  abéliennes  du  quatrième  degré 

dont  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

I  b 

cos  -  arc  tane-« 
a  a 

a  ei  b  désignent  successivement  tous  les  nombres  entiers,  tels  que  a*  -\- b*  soit 
égal  au  nombre  a  ou  à  l'un  des  nombres  premiers  impairs  <le  la  forme  /|A -hi 
et  que  {a -h  bi)  soit  un  nombre  premier  complexe  primaire  dans  le  sens 
attaché  par  Gauss  à  ce  mot. 

En  composant  les  équations  (G)  et  (D)  entre  elles  et  avec  des  équations 
du  quatrième  degré  dont  les  quatre  racines  sont  rationnelles,  on  peut 
former  toutes  les  équations  abéliennes  du  quatrième  degré  à  coefficients 
entiers. 

Il  est  intéressant  de  constater  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  compo.ser  plus 
d'une  fois  avec  elle-même  chacune  des  équations  (D)  pour  obtenir  toutes  les 
équations  abéliennes  du  quatrième  degré  à  coeflicients  entiers. 


(')  Grundziige  einer  arithmetisckcn    Théorie   der  algebraischen  Grôssen. 
HiM-lin.  Keimcr:  iSSj  {/Jullefin,  VIIF,,  p.  iV'>;. 
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conque  au  point  x,^  x^^  ....  x^  de  la  surface  9  =  c,  l'expression 


l'^s 


hdXf, 


^dx 


k 


k-\ 


On  peut  dire  que  les  quantités  Ç,,  Ç,,  ...,  Ç^  sont  les  cosinus  des  angles  que 
la  normale  à  la  variété  d'ordre  (/i  — 1),  «p  =  c,  fait  avec  les  n  axes  de  coor- 
données. Elles  sont  bailleurs  liées  par  la  relation 


i:ç;.=. 


A  =  l 

et  peuvent  être  aussi  envisagées  con^me  les  n  coordonnées  d'un  point  situé  sur 
une  variété  d'ordre  {n  —  i)  qui,  pour  /i  =  3,  est  la  sphère  de  Gauss  et  que 
nous  pouvons  également  nommer,  dans  le  cas  général,  sphère  de  rayon  égal  à 
l'unité  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

Ces  coordonnées  Ç^  \^,  ...,  \^  sont  liées  aux  éléments  différentiels  dx^^  ..., 
dx^  par  la  relation 

^  Ç»  dx,^  =  o. 
k=\ 

A  chaque  point  (ar,,  ...,iF^)  de  la  variété  9(ar,,  ...,a:„)  =  c  correspond 
ainsi,  par  définition,  un  point  déterminé  (Ç,,  ...,  \^)  de  la  sphère 

On  peut  aussi  considérer  inversement  les  {n  —  i)  variables  indépendantes  a:,, 
x^y  ...,:c„_,  comme  des  fonctions  des  (n  —  i)  variables  indépendantes  Ç,, 
\ji  "",  \n-ty  lorsque  le  déterminant  fonctionnel 

J^  '  ■  •    •     •  I         m 

àJ^,         àx^_, 

a  une  valeur  finie  différente  de  zéro. 

M.  Lipschitz  cherche  d'abord  à  transformer  cette  condition. 

Dans  son  Mémoire  déjà  cité  ('),  le  problème  des  maxima  et  minima  de  l'ex- 
pression trouvée  plus  haut  pour  p  est  ramené  à  la  résolution  de  n  équations 

dlf,  -h  0)  dx,^  -  G, 

et  à  chacune  des  (/i  — i)  racines  réelles  w,,  ...,  (•)„_,  de  l'équation  du  {n  —  i)'*"* 
degré  que  l'on  obtient  pour  o)  correspond  une  des  (n  —  t)  valeurs  réelles 
cherchées  de  p.  par  les  relations 

«;■•?/.  ==  — »         [/i  =  iî  2,  ...,  (/i  — i)]. 


(  •  )  Journal  de  C relie,  t.  78. 

Dull.  des  Sciences  mathem.,  2*  série,  t.  XI.  (Mai  1887.)  '^'9 
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Mais,  si  Ton  envisage  les  variables  ^,,  ...,  Ç._,  comme  des  fonctions  des  Ta- 
riables  a:,,  ...,  x,^,,  la  relation 

d\,^  -4-  <i)  dxi^  =  o 


peut  s'écrire,  pour  A  =  i,  2,  .. .,  (n  —  i), 

g|  dx.  +  g  cfx,  +. . .+  (g  +  .)dx. 


La  quantité  w  est  ainsi  déterminée  par  l'équation  du  (/i  —  i)'*"»  degré 


ai. 


dx 


<i> 


()x. 


•  •  •  •  • 


dx. 


•   •  •  < 


O) 


(^X. 


<^$. 


dx 


W  — I 


<l> 


n — I 


=  0, 


dans  laquelle  le  terme  constant  est  le  déterminant  fonctionnel 

Ce   déterminant    fonctionne]    est   donc    égal    à   (—1  )*"'", w,  ...  w,^^,  c'est- 
à-dire  à 

I 

■■■■■■  ■  I        • 

P.-Ps   •••   P«-1 


Or  c'est  prôrisémcnt  cette  expression 


que  M.  Kronccker  a  dé- 


Pi-Pî  •••  P«-, 
sipnrc  (')  par  courbure  de  In  variété  d'ordre  {n  —  1)  considérée,  en  étendant 

A  n  variables  la  notion  de  courbure  donnée  par  Gauss. 

Pour  (juc  l'on  puisse  exprimer  les  variables  x  en  fonction  des  variables  Ç,  il 

faut  donc  (juc  la  courbure  ne  soit  nulle  en  aucune  partie  de  la  varirté  d'ordre 

(/i  — 1),   9  (a:,,  ...,x„)— c.   Nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre  que  la 

surface  donnée  9  —  c  est  telle  que  cette  condition  soit  remplie. 


2.  L'expression  trouvée  pour  -  contient  au  numérateur  et  au  dénominateur 

P 

des  formes  quadratiques  des  diiïérentiellcs  dx^.  On  peut  transformer  ces  formes 
en  formes  qua(Irati(|ues  des  différentielles  r/$,,. 
En  posant,  pour  abréger, 

ç 

f /'=  I,  :>,  . . .,  (/i  —  i)]. 


(')  Comparez  KnoM-cKKn,  Ucbcr  Système  von  Functioncn  mehrerer  Varia' 
hrtn  (  A/onatshcrirhfr  fier  /irrfinrr  Ahndcmic,  iSOcj). 
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n 

on  peut  écrire  l'équation  \    Ç,,  dx,^  =  o,  établie  plus  haut, 


n  —  \ 


c?x„  =  ^  v.rf^.; 


1  =  1 

la  condition  d'intcgrabilité  -r-S  =  -~-   [a,  p  =  i,  q,  . . .,  (/i  —  i),  a^p]  est  ici 

manifestement  vcrifice. 
On  a  aussi,  en  introduisant  les  quantités  v^.  dans  l'expression  trouvée  pour 

->  une  nouvelle  expression 

I        N 

ou 

et  où  le  dénominateur 

D  —  dx\  -I- ...  -h  rfvcj-i  H-  (  V,  dx^  H- ...  -4-  v^,  û?a:„_^  )• 

est  une  forme  essentiellement  positive  des   (/i— i)   différentielles  dx^^  ..., 
dx^_^.    D'après    un    théorème    démontré   (•)    dans    toute    sa    généralité   par 

M.  Weierstrass,  on  peut  donc  transformer  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  - 

P 
de  manière   que   le   dénominateur  soit  égal  à  la  somme  de  (/i  — i)  carrés  de 

fonctions  linéaires  de  dx^^  dx^j  ...,  rfx,^,  et  que  le  numérateur  soit  la  somme 

des  termes  obtenus  en  multipliant  chacun  des  carrés  du  dénominateur  par  le 

terme  correspondant  de  la  suite  -- >  —  >  •••»  —  • 

Pj       Pj  Pi» 

Cette  transformation  effectuée,  remplaçons  les  variables  j:,,  x,,  ...,  x^_^  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  variables  Ç,,  |^,  ...,  Ç^,.  Alors  chacune  des  fonc- 
tions linéaires  précédentes  de  rfx,,  ...,  dx„_^  deviendra  une  fonction  linéaire 
des  quantités  c/^,,  ...,  e/;,^,  et,  par  suite,  une  fonction  linéaire  des  quantités 
^v„  e/Vj,  ...,  dv,^, ;  et  nous  aurons 

n-l 
^  =  y  ^  ( «"...  ^^  +  I\,.  ^v,  -H. . ..+-  P,  ,._^  rfv^,  )», 

/  =  1 
n-l 

77  =  >]     (  P/,.  ^v.  ^-  P . ,  rfv,  -f- . . .  +  P .  „_,  rfv„  ,  )', 
^'*      1  =  1 

où  les  quantités  ^.^  désignent  des  fonctions  de  Ç,,  Ç,,  ...,  Ç„_,. 


(')  Comparez  Weierstrass,  Monatsbcrichte  der  Berlincr  Akademie,  i858. 
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n 

^B 

3.  Ceci  foU,  M.  Lipscbitt  ciprimc  lc«  dîiïéKnlktk 
da  dilTérenlictlM  dv^,  dont  les  cuolrlcicnts  ni-  dtyen 
et  de  i>,.  p.,  ..,,  p^,.  A  cH  effel.  il  «msidirc  juccc 

deut 

on  fbnetiuas  Iin«aira» 
que  des  quautitcs  P,^ 
ment  le  nuinfratear  H 

On   peut  reprdicnter  diri^ctcmcut  ta  foDctiao  de 

dv, 

rfv„ rfï_    Vor 

Sr'"î  +  (è  *©'"■'" 

-• 

iiui  tst  prèciseraonl  ,--  Or  obtieut  ficilcraent 

^ 

—  dvl^i 

... 

..-.(«-Oîfî*!- 

1                             En  comparant  cette  «pression  de  ^  u  l'express 

nn  iruuviSc  tout  A  llieyre     1 

1                            pourlr'  il  vient,  pour.  =  ..  >.  ....(n-i), 

^^H            c'''-  "  Si  *'*'■■'  '''■  "^  '''■■' '^'  ^■•■"*' 

*'i.» 

,'''',-,  ji"*/- 

F                              L'ëgaiitêda:.  =— V  v. rfj:,  qous  permet  d'-îcrire  uue 

cUtioQ  analogue  pour 

j-  (ic,.  C'est  exactement  la  relation  précédente  pour  i 
des  <l«ainilé5  P,  „  par  les  relations 


s  foniious   maintenant  l'expression  représentée  pur  D  e 
19  â  celle  trouver  plus  liaul  pour   -,  il  vient 


VPi, 


2p.,i-., 


(_/!,/.   =1,   2,    ...,  h;  AjA). 

On  peut  ajouler  il  ce  système  d'équaliun^  riiiiu;ilion  déji  c 
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et,  en  outre,  en  tenant  compte  de  la  définition  des  quantités  P.  „,  les  équations 


n 


^  P/..Ç.  =  o         {à  =  i,  .îy  ...,  n). 


En  posant 


1=1 
P 


hi 


—5-»  —  A 


on  peut  écrire  ces  écjuations 

n  n 

I— l  i  =  l 

n  n 

( /t,  A-  =  I,  a,  . . . ,  w,  /t  ^  A). 

Mais  sous  cette  forme  on  reconnaît  /e  système  d'équations  caractéristiques 
d 'une  substitution  qui  transforme  une  somme  de  n  carrés  en  elle-même. 

4.  Il  est  maintenant  facile  de  rétablir  la  symétrie  en  repassant  des  quantités 
"^,»  "^,»  •••»  ^,.-1  aw*  quantités  Ç,,  Ç^,  ...,  Ç„.  On  obtient  immédiatement,  pour 
les  n  différentielles  dx^.^ 

dx^  =  y]  (  P. A.  fc  >'  A. .  c^fc  )  (A:  =  I,  3,  . . .,  /i), 


1=1  \  A=l  / 


tandis  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  -  deviennent 

P 

n  n—\/n  \ 

Y^d\^dx,,=Y^L,Y^k,^d%X 

n  /i  — 1    /        n  \ 

2]rfx|.  =2;(p?2]A,,dç,). 

M.  Lipschitz  parvient  ainsi  à  représenter  les  coefficients  des  formes  qua- 
dratiques de  </;,,  c/;^,  . ..,  d\^  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénomina- 
teur de  -9  par  des  fondions  rationnelles  de  p,,  p  ,  ...,  p,^_.  et  des  quantités 

P 
A;^  i.  Et,   en  même  temps,   il  représente  les  coefficients  qui  figurent  dans 

l'expression  des  différentielles  dx^  en  fonction  des  différentielles  cfÇ^,  éga- 
lement par  des  fonctions  rationnelles  entières  des  mêmes  quantités  p,, 
?,^  •••»  P«-,  ^^  A;,4  (/i,  A •  =  I,  2,  ...,  n). 

II. 

En  résumé,  M.  Lipschitz  développe  dans  la  première  partie  de  son  Mémoire 
des  formules   qui    permettent,    lorsque   la    variété  d'ordre  (/i  — i),   ©  — c   est 

donnée,  de  trouver  -  ot  les  différentielles  c/x;  en  fonction  des  différentielles  ^(j^, 

p 


p 


<*«P..    p..     ■■••?: 

p«r  A»_i  (A,  *=i,î,  ....n). 

Dans  U  lecoodc  Partin  rie  toa  Mémoire  il  ilionlc  la  <|i]vsLii 
n'est  plai  la  varîi^t^  d'nrilrp  (n  — t)  qui  csl  duan^a:  ce  sont  a 
Pi)  •■■!  p,^,  et  I»  quantité)  An  qui  «ont  donoén,  il'unr  manière 
runcUoQ  iIm  ciiordunaées  E.i  V  ■  ■  ■>  ï.  <I>*  iwints  lic  la  «phére  de  rayon  t,  M  il 
s'agit  de  voir  «ou»  qudlM  eonditionti  il  nistc  une  variété  d'ordre  (/>  —  i),  UJIt 
i|ue  p  Cl  les  diir6reatielle<i  tfj:,  «aient  données  par  les  furmal»  pr^cjdeole*  en 
runctiuD  deï  ^  et  (i^t.  Dam  la  eau  où  cette  variété  d'ordre  (n  —  i)  eiirte,  il 
s'agit  eo  outre  d'exprimer  le»  eoordonoéM  x,,  x,,  ■■■,  x,  de  ses  point*  on 
foncliud  des  coordouDOe*  \,,  % I.  des  pointa  de  la  sphère  de  rajou  i. 

La  Tariété  chercbée  d'ordre  (  n  —  i  )  ciisie  ou  n'existe  pas  suivant  que,  pflor 
les  quantités  p,,  . . .,  p^,  et  A^ ,  dunaéci,  toutes  1rs  conditions  d'ioléenbililt 
des  expressions  trauTdet  dans  la  premiârc  Partie  du  Mf.mairc  pour  les  dillé- 
rentielies  d*,  en  fonclinn  de»  iliffttrcaiielles  dE,  sont  ou  ne  sont  pat  virifirw. 
Si  ellei  sont  réHGi^cs,  l'inti^graiion  des  mfmcs  expressions  nous  ilomut  h 
rcpoDsc  i  la  seconde  question  posée. 

Tout  revient  done  *  la  ivclicrclic  dis  rondiUons  d'iultgratnliti  d'oa  tjKMu 
«riirguations  dilTérenticlIcs  données. 

M.  Lipichitx  commence  par  faire  une  remarque  importaoïe.  Comme  lis  fow- 
tiim*  Au  jointes  aux  vuriablei  f^  forment  une  substitution  qui  Iransfonne  dm 
somme  de  n  carrés  en  elle-m^mr,  un  voit,  en  se  reportant  i  la  iliroric  de  ta 
eubsti  tut  ions,  que  les  f'inetioiis  .\^^  linCmal  ré<|uaiioii 


i-'>'-i[i'y'-''''l 


t  «yttéme  de  cet  fonctions  K^^  peot  tut 

ne  d'entrn  eux  par  la  substitution  la  plx 


■nais  tltm  11  est  raanireste  que  i 
nlitrau  en  mullipliaut  l'un  qucteu 

même  det  propriétés  du  lyttèmc  forme  par  lei  conditions  d'intègrabiliu 
cherchées  se  trouve  donc  dans  la  théorie  itlgèbrique  de  la  trans/ormation 
d'une  somme  de  (n  —  i)  carra  en  elle-même. 

Coiisicltrons  maiulenant  Je  syslème  formé  par  tes  condilioos  d'intégrabililc: 
c'est  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  qui  exprime  la  di^pendaan 
des  (onctions  p„  A^^  des  variables  %„  ...,Ç..  Comme  les  coeTlicieiilx  de  la  ii>h> 
stilution  la  plus  générale  qui  transforme  une  somme  de  (n  —  i)  carres  en  dic- 


même   peuvent  être 


ipriŒ 


rationnellement  par  - 


,'JL 


■I '■-■!.. 


indépendants,  un  ponrra  également  exprimer  les  A^ .  par  - 

meals  indépcndanU;  les    runctions   p,,  ...,  p,^,   sont   indépendantes;   il  vient 

donc  en  toni  — ^ •  fonctions  indépendantes  des  variiibles  î„  -.-,  ï.;  (n  —  0 

de  Ci:s  varialilci  sont  d'ailleurs  indùpend^nlâi. 
Mais   on   sait  (')  que   les   conditions  d'intégrahilité   d'une   expression  delà 


.à^Êiâ 
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2]  ^*  ^^' 


peuvent  être  condensées  en  une  seule  équation  symbolique 


n 


à  Taidc  des  deux  symboles  différents  de  difîércntiation  d  et  0.  Cette  équation 
continue  à  avoir  la  même  signification  lorsque  les  quantités  désignées  par  z,^ 
sont  liées  par  une  ou  plusieurs  équations. 
Les  conditions  d'intégrabilité  des  n  expressions 

iz=l\  h  =  i  / 

trouvées   pour  dx^   (A'  =  i,  a,  ...,/i)   dans   la   première   Partie   du   Mémoire 
actuel  peuvent  donc  être  représentées  par  les  n  équations 


n  — 1   /  n 

1=1 \       A=t 

«  —  I  /  n 


,  =  l\       /i  =  l 


h  ^Ih  1^ 


pour  A'  —  I,  2y  ...,  n.  Mais  ces  n  équations  sont  entièrement  équivalentes  aux 
(/î  —  1)  érjuations 


n  —l  r-        n  n  -|  /         n 

^    p.  2  (^«'-  ^■^•»)I]  ^^'» ''ï»)   +  M  p.  2]  ^•»  '^' 

1  =  1  L     A  =  l  h-\  J  \      /i  =  l 

/=!  L     /i=i  ''  =  »  -J  \      /*=!  / 

pour  a  =  i,  2,  ...,  (ai  —  1). 
Chacune    des    dernières   équations    symboliques  représente  ^ ^ 

équations  aux  dérivées  partielles.  Nous  obtenons  donc  comme  condition  d'in- 
tégrabilité  des  n  expressions  trouvées  pour  dx^. 

(„_.)("-'><"-'^ 

équations  aux  dérivées  partielles  entre  les  dérivées  purticUcs  du  premier  ordre 

des  ; fonctions  indépendantes  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  prises 

par  rapport  aux  {n — i)  variables  indépendantes. 


•  M<!mAli>«>.   ipi'it   rnmptr 


iM  SnCONDG  TARTIK. 

M,    I.i|>>''1ilU  Rnnnnrp,  riant    '-i»    InlrniliirLinii    (• 

Kronecfcer.  —  Sur  les  Éijuations  abi^lieiinotî  du  troisà^me  degré, 
dont  les  cocfliciGiits  font  partie  du  domaine  ^ —  3 1 .  (ii5i- 

Critc  Nnta  *orl  in  iiuflqiie  4<>rl(-  do  wiii|il^nirnl  i  mIIc  sur  lu  ri>m)<<inti(in 
■l«  é(iu*tii>n«  iMliODiie^.  C'mi,  «n  ciïft,  une  lirJl«  iip|iJic«(iuD  il»  priarîpn 
(|ui  1  Minl  eiputrâ  et  cetio  *pplicïtk>n  t«t  d'iulant  plas  intvmsanic  qan  le  cas 
plirliculîer  clioini  aiim  aminr  préciKineDl  k  IVquitiuo  d»  mudale*  «inçalifn 
iIm  fouctiuDt  ediptiqura  corwspondsnt  i  v/— 3i. 

J'ai  cité  plni  haut  le»  équilions  aMliet■^(^:  élémeal«irc«  à  l'atdp  dcsquellM 
'•Il  pïut,  pur  ri)  m  position,  forinn'  tontei  les  jqmlions  ab<ïli«iins  du  traUitmR 
ilegn-  dans  la  doniaînir  dr  rattunoalitË  (  R  =  t).  Parmi  ces  équations  abélitmacs 


il  :i 


Mmti  de  l'unité.  Elk  répond 
lulcs  le^  équalioDi 

sidère  nainlenanl 


dont  les  raclnca  uiil  dnnndH  par  les  nci 
dans  Ik  formule  gjn^le  nu  en»  «Q  />  =  i  rt  pourrait,  entn 
abfliRnocs  éUmealairc*,  èlre  désignée  par  le  uoin  d'équati 
Au  lieu  du  domaine  de  rstinnndiu!  H  t::  i.  M.  Kroaccker  r 
tcdtiiuuinEdBTBltunnalit^  (H  —  v/— 3i).  Il  trouve  alors,  co 
roquai  ion 

y'  ■+■  ^—iiy  —  lay  —  ^^  ii  e  h. 

Or  cette  i^quation  earaciériic  prAïtsJiRCDt  le  genre  particulier  d'fquaiîoDs  dont 

1ns  rai-incs  sont  les  moilulcs  singuliers  des  fonplion*  riliplîqucs  eorrpspondaot 
H  \' —  3 1 .  Ce  ^tnrc  particulier  d'équations  peut  donc  être  délini  simplement 
d'une  manière  purement  algébrique. 

Pour  démontrer  ce  que  je  viens  de  dire,  M.  Kroncckcr  montre  d'abord  que 
les  nomlires  premiers  p  se  partagent  en  ceux  que  l'on  peut  représenter  comme 
norme»  de  nombres  algébriques  entiers  du  domaine  (v*—  3,  j/—  3i)  cl  en  ceu\ 
dont  k  cube  seulement  peut  élrc  représenté  de  cette  manière.  C'est  i  ces  der- 
niers qu'il  s'attache  particulièrcmcnl:  désignons-les  par  y?'. 

Toutes  les   équations   aliéticnncs  du  troisième  degré   pour  lesquelles  les  ei- 


formées  à  l'aide  de  leurs 
de  l'unité  u,  sont  é|;ales 
d'autres  équations  abélie 


oii  Il{;,  u)  désigne  u 


leiaes  ;>:,.  o^,,  ^,  et  d'une  racine  primitive  cubique 
une  puissuncc  de />',  peuvent  être  décomposées  en 
es  pour  lesquelles  on  ait 

.;r,+„.^j,  =  H(!:.«)H(;.«'). 

Tibre  algébrique  entier  du  domaine  (  Ç,  u),   doot  la 
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esl  racine  de  1  équalion 

;»  ^  ;  +  8  r.  o. 

Or  on  peut  démontrer,  à  l'aide  de  considérations  empruntées  au  Grundzùge, 
et  M.  Kronecker  le  fait  en  détail,  que  le  second  membre  de  l'égalité  précédente 
peut  être  transformé  en 

où  0(C,  to)  désigne  comme  n(^,  w)  un  nombre  algébrique  entier  du  domaine 
(^,  u>)  et  où  L'(^,  o>)  est  une  unité  algébrique  entière  du  même  domaine,  c'est- 
à-dire   un    nombre   algébrique  entier  du  domaine  (^,  w),  dont    la  norme   est 
égale  à  l'unité. 
On  a  donc 

Mais,  dans  le  domaine  (^,  u)),  il  n'y  a  qu'une  seule  unité  fondamentale;  toutes 
les  autres  unités  algébriques  de  ce  domaine  sont  des  puissances  entières  de 
l'unité  fondamentale,  multipliées  par  Tune  des  unités  ordinaires. 

On  peut  en  conclure  que  toutes  les  équations  abélienncs  du  troisième  degré 
considérées  appartiennent  au  même  genre  que  l'équation  abélienne 


.V  H-  v/—  3r  >"  —  10^'  —  \/ —  61  ^.  o, 
dont  les  trois  racines  sont  données  à  l'aide  de  l'unité  fondamentale  du  domaine 

Le  genre  tout  entier  de  nombres  algébriques  définis  par  l'équation  des  mo- 
dules singuliers  des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  ^ —  3i  se  distingue 
ainsi  de  tous  les  autres  par  une  propriété  arithmétique  aussi  bien  que  par  une 
propriété  algébrique. 

Ce  que  nous  avons  indiqué  pour  le  domaine  (R  =  {^ —  3j)  a  lieu  de  même 

pour  le  domaine  (R  =  ^—  D)  lorsque  (—  D)  est  ce  que  l'on  nomme,  d'après 
Gauss,  un  déterminant  régulier  de  formes  quadratiques. 

Mais  lorsque  (—  D)  est  un  déterminant  irrégulier,  l'analogie  ne  subsiste  plus 
avec  le  cas  particulier  où  D  ~  3i.  On  a  alors,  non  pas  une,  mais  plusieurs 
équations  abélicnnes  particulières,  juste  autant  qu'il  y  a  de  formes  nécessaires 
pour  la  composition  correspondante. 

Il  semble  que  cette  analogie  entre  la  composition  des  équations  abélieones  et 
la  composition  des  formes  quadratiques  doive  à  elle  seule  déjà  légitimer  l'in- 
troduction en  Algèbre  de  la  notion  de  composition  des  équations  abéliennes. 

J.    MoLK. 


liuil.  des  Sciences  mat/iém.,  j'  série,  t.  XL  (Juin  1H87.)  H.  10 
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8*  série.  —  Torae  IV;  2*  semestre  i883. 

Mallard  et  Le  C/iatelier,  —  Recherches  expérîmenlales  et  théo- 
riques sur  la  combustion  des  mélanges  gazeux  explosifs.  (2^4^ 
568,  1 1  pi.). 

Ces  recherches  sont  exposées  dans  trois  Mémoires  dislincls,  le  premier,  sur 
les  températures  d'inflammation  des  mélanges  gazeux;  le  deuxième,  sur  la  vi- 
tesse de  propagation  de  la  flamme  dans  les  mélanges  gazeux,  et  le  troisième, 
sur  les  températures  de  combustion  et  les  chaleurs  spécifiques  des  gaz  aux  tem- 
pératures élevées.  Dans  chacun  d'eux  se  trouve  la  description  des  procédés 
d'observation  et  des  méthodes  d'expérimentation,  suivie  des  résultats  des  obser- 
vations. 

Tomrt  V,  i"  semestre  1884. 

Ildton  de  la  Goupillière.  —  Note  sur  la  théorie  des  bobines  d'ex- 
tra(!(i()n.  (162-170). 

Combes  a  présenté  la  théorie  des  bobines  d'enroulement  pour  l'extraction  des 
iiiincH  ù  l'aide  d'une  analyse  ingénieuse,  depuis  longtemps  devenue  classique, 
t't  (|ui  prut  être  considérée  comme  l'un  des  meilleurs  modèles  de  l'application 
du  calcul  à  l'étude  d'une  question  de  Mécanique.  Mais  les  formules  auxquelles 
il  est  parvenu,  p(»ur  exprimer  les  rayons  d'enroulement,  sont  d'une  grande 
complication,  qui  tient  à  la  diffîculté  de  discerner  le  sens  de  la  variation  que 
subissent  les  rayons,  lorsque  chacun  des  paramètres  vient  à  prendre  diverses 
valeurs.  y]\\  choix  convenable  de  variable  auxiliaire  permet  de  résoudre  la 
question  et  de  siinplilier  les  formules  de  Combes,  pour  en  donner  toutes  les 
conséquences  intéressant  la  pratique. 

Toui'iiairc,  —  Des  dimensions  à  donner  aux  piliers  des  carrières. 

({ij-/î,>.(),  I  pi.). 

Considérations  r«*latives  à  ce  sujet  et  sur  les  pressions  auxquelles  les  terrains 
>oiit  soumin  d;ins  les  profondeurs. 

lier^f'j'  ( L,).  —  lùudtî  sur  les  cables  aériens.  (43o-464^  2  pi.). 

\/.t  pn-srnle  élude  a  pour  objet  île  préciser  les  conditions  d'établissement  des 
iU\t\is  ;i<ri<:ris;  ejlr  a  «lé  fiiile  >urtout  en  vue  d'installations  peu  coûteuses  cl 
;i(ifi  d  «viter  de  icroiirir  .lUx  plans  inclinés,  (juclquefois  dispendieux  ou  diffi- 
eilis  .\  aiin'iia;,'rr.  IJIe  est  suivit'  «l'exeinpies  criiistallations  satisfaisant  au  pro- 
'^raiiiiiKt   in(li(]ué. 


Cj  Nom   JiuHatin,  Mil,,  i,^. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i/i 

Thoiilet  (»/.)•  —  Expériences  relatives  à  la  vitesse  des  courants 
d'eau  ou  d'air  susceptibles  de  maintenir  en  suspension  des 
grains  minéraux.  (oo^-SSo,  i  pi.). 

Comparaison  des  résuliats  de  ces  expériences  avec  ceux  de  divers  observa- 
teurs. 

Tome  VI,  '2**  semestre  1884. 

Ce  Volume  ne  renferme  pas  de  Mémoires  ayant  Irait  aux  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  dépassant  la  portée  des  connaissances  usuelles  et  pouvant, 
à  ce  titre,  intéresser  les  géomètres  et  contribuer  à  quelque  réel  progrès  de  la 
Science 

Tome  Vif,  i"'  semestre  i885. 

Dadoureau  (-^.).  —  Théorie  des  appareils  employés  au  lavage 
des  matières  minérales.  (5?.  1-534,  1  pi-)* 

Les  cuves  de  lavage,  les  appareils  à  courant  ascendant,  les  aires  de  lavage, 
les  tables  à  secousses,  les  tables  de  Rittinger,  les  cribles  à  piston,  le  laveur 
hydraulique  Bazin,  etc.,  sont  fondés  sur  ce  principe  qu'une  grenaille  placée 
dans  de  Teau  en  repos,  ou  en  mouvement,  soit  au  milieu  du  liquide,  soit  sur 
un  fond  solide,  fixe  ou  mobile,  décrit  un  mouvement  diflcreat,  selon  sa  gros- 
seur et  sa  densité. 

La  théorie  de  quelques-uns  de  ces  appareils  a  été  donnée,  en  1871,  par 
M.  Henry,  mais  celle  de  la  Table  de  Rittinger  est  ici  modifiée.  La  théorie  du 
laveur  Bazin,  à  force  centrifuge,  a  été  donnée  par  M.  Moreau,  puis  remaniée 
par  M.  Ilaton  de  la  Goupillière. 


Tome  VIII,  2"  semestre  i88'5. 

Lehrelon  (/*'.).  —  Mémoire  sur  la  méthode  de  congélation  de 
M.  Pœtsch  pour  le  fonçage  des  puits  de  mines  en  terrains  aqui- 
fères.  (  1  I  1-171 ,  ï  pi.  V 

Depuis  i883,  on  emploie  avec  succès,  en  Allemagne,  pour  le  fonçage  des  puits 
en  terrains  aquifères,  une  méthode  nouvelle  due  à  .M.  Pœtsch,  qui  partage  avec 
les  méthodes  à  niveau  plein  l'avantage  de  ne  causer  aucune  dépense  d'épuise- 
ment, et  de  ne  pa^  troubler  l'équilibre  statique  des  eaux,  et  qui  a.  en  outre, 
le  mérite  de  permettre  une  évaluation  assez  précise,  a  priori,  de  la  durée  et 
du  prix  de  fonçage. 

La  méthode  de  M.  Pœtsch  consiste  à  congeler  l'eau  contenue  dans  la  partie 
du  terrain  mouvant  ({iii  occupe  la  position  du  puits  projeté,  de  manière  à  en 
faire  un  bloc  solide  de  glace,  puis  a  creuser  à  la  main  sans  avoir  d'eau  à 
pomper. 

A  cet  effet,  des  lubc*^   métalliques  verticaux  traversent  le    terrain  qui  envi- 
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roDoe  le  puits  et  pénètrent  à  o'^tio  dans  la  couche  sous-jacentc  ;  après  aToir 
hermétiquement  fermé  ces  tubes  à  leurs  pieds  et  introduit  au  centre  de  chacan 
d'eux  d'autres  tubes  plus  petits  ouverts  aux  deux  extrémités,  il  ne  reste  plus 
qu'à  faire  parcourir  ces  derniers  par  une  solution  de  chlorure  de  magnésimn 
ou  de  calcium,  refoulée  par  une  petite  pompe,  après  avoir  passé  par  un  réfri- 
gérant du  système  Carré,  produisant  le  froid  par  ébullition  du  gaz  ammoniac 
liquéfié. 

L'étude  de   cet   ingénieux   mode   de   fonçagc  amène  à  traiter  d'intéressantes 
questions  de  calorimétric. 

De  Langlndc.  —  Méthode  pour  déterminer  les  dimensions  qu'il 
convient  de  donner  aux  sections  successives  des  conduites  d'air 
ou  de  gaz  dans  lesquelles  la  température  passe  par  des  valeurs 
différentes,  (i  71^-1  jf)). 

La  formule  de  d'Aubuisson  permet  déjà  de  résoudre  la  question,  à  la  con- 
dition de  subdiviser  la  conduite  en  autant  de  portions  qu'il  y  a  de  tempé- 
ratures différentes,  ce  qui  entraîne  à  de  longs  calculs,  mais  il  paraît  possible 
de  simplifier  cette  détermination,  en  ramenant  le  problème  à  supposer  la  tem- 
pérature égale  à  o"  dans  tout  le  parcours,  puis  multipliant  les  sections  ainsi 
obtenues  (appelées  sections  primitives)  par  un  coefficient  défini  une  fois  pour 
toutes  pour  chaque  température. 

Dcsdouils.  —  Application  de  la  méthode  rationnelle  aux  études 
dynamométriques.  (/JS 1-599,  2  pi.). 

Appareils  et  procédés  d'expérience.  Résultats  obtenus  dans  l'étude  de  la  ré- 

si>taiici*  (les  trains. 

H.   B. 


.lorUNAL  l)K  L'ÈCOLK  POLVTECllNKJUK.  publié  par  le  Conseil  d'inslruclicn 
«le  cet  élal)liss(MiU'nl.  (  '  ). 

LV^  r.nhior.  iSSl. 

t.i'fintr.  Mt'inolrc  sur  les  oscillalions  ;i  longues  périodes  dans 

1rs  machines  aelionnc'es  j)ar  les  nioltuirs  hydrauliques  et  sur  le> 
NHJvrns  de  j>i('venir  ees  oseillalious.  (i-ii>()). 

I  ne  lits  «liHuiiIt«>^  1rs  \Ak\-<  \:.\\isc<  que  l'on  roncontrc  dans  la  rc^lemenlalion 
<|r  .  tii.K  llilM•>^  ^l»^>^i>^l^  (l.in- h'>  ns(  illali«>ns  à  Ioniques  périodes  de  hi  vitesse  duf> 
.iii\  \  .111. Il  ions  l»ni>(|iu's  du  lr.i\.iil  iv'^islant.  MM,  Rolland  et  Resal  ont  aborii^* 
Il  Ile  «|iii>li«»n  k\,\\\^  Ir  r.is  (lr>  luin  hincs  à  \ap(.Mir,  où  le  réiiulatoiir  a^il  direv- 
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tcinent  sur  l'admission.  Il  n'en  est  plus  de  même  dans  les  machines  hydrau- 
liques où  l'appareil  cenlrifugeeL  le  vannage,  séparés  par  le  mécanisme  intermé- 
diaire, n'ont  plus  qu'une  connexion  indirecte.  La  force  nécessaire  est  alors 
fournie  par  la  machine  elle-même,  et  non  par  le  régulateur,  dont  le  seul  but  est 
d'embrayer  au  moment  voulu  le  mécanisnjc  de  commande  du  vannage.  Le 
problème  a  donc  coYnpIètement  changé  de  nature,  et  il  convient  d'en  reprendre 
l'étude  à  nouveau.  C'est  ce  que  fait  M.  Léauté  dans  ce  Mémoire,  divisé  en  sept 
Chapitres  dont  l'énumération  fera  bien  comprendre  la  méthode  suivie  dans  ces 
recherches  : 

Chapitre  I.  —  Analyse  du  phénomène.  Description  du  cycle.  Le  problème 
revient  à  l'étude  des  cycles.  Éléments  des  cycles  qu'il  convient  de  considérer. 

Chapitre  11.  —  Détermination  mathématique  du  cycle.  Équation  des  courbes 
de  déplacement.  Leur  réduction  à  une  parabole. 

Chapitre  111.  —  Calcul  des  éléments  de  chaque  portion  du  cycle.  Périodes 
d'immobilité  de  la  vanne.  Période  de  fermeture.  Période  d'ouverture. 

Cliapitre  IV.  —  Discussion  du  problème.  Etude  des  cycles  successifs.  Oscil- 
lations à  longues  périodes.  Condition  pour  qu'elles  ne  se  produisent  pas. 

Chapitre  V.—  Conséquences  pratiques.  Application  aux  régulateurs  existants. 
Règles  à  suivre  pour  éviter  qu'ils  permettent  des  oscillations  à  longues  pé- 
riodes. 

Chapitre  VI.  —  Modifications  à  introduire  dans  l'établissement  de  régula- 
teurs nouveaux.  Idée  générale  de  la  solution  à  adopter. 

Chapitre  Vil.  —  Indication  de  la  méthode  à  suivre  dans  certains  cas  spé- 
ciaux. 

Humbert.  —  Sur  les  surfaces  cvclides.  (127-25?/). 

L'auteur  fait  l'étude  géométrique  des  cyclrdes,  c'est-à-dire  des  surfaces  du 
quatrième  ordre  qui  ont  le  cercle  à  l'infini  pour  ligne  double.  Nous  reprodui- 
sons le  passage  suivant  de  l'Introduction,  (fui  donne  une  idée  très  nette  du  tra- 
vail de  M.  Humbert  : 

»  Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties  : 

«•  La  première  est  consacrée  à  l'étude  des  quadriques  inscrites  dans  une  cy- 
clide  et  à  celle  des  systèmes  de  points  conjugués  sur  cette  surface. 

»  M.  Darboux  a  montré  que  toute  tangente  à  une  quadrique  V,  inscrite  dans 
une  cyclide,  coupe  cette  surface  en  quatre  points  dont  la  détermination  dépend 
de  deux  équations  du  premier  degré  :  ces  quatre  points  se  divisent  donc  en 
deux  couples,  et  j'ai  appelé  points  conjugués  dans  le  système  V  les  points  des 
couples  analogues,  obtenus  en  considérant  toutes  les  tangentes  à  la  quadrique  V. 

»  J'ai  appelé  ensuite  sphères  du  groupe  V  les  sphères  qui  coupent  la  cyclide 
suivant  une  courbe  telle  qu'un  des  quatre  cônes  du  second  ordre  qui  la  con- 
tiennent soit  circonscrit  à  la  quadrique  V.  » 

Cela  posé,  les  théorèmes  principaux  démontrés  dans  la  première  Partie  sont 
les  suivants  : 

«  i"  Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul  appartenant  à  un  même 
groupe  V,  par  rapport  à  une  cyclide  S,  est  une  cyclide  S',  homofocalc  à  la  pre- 
mière, et  dont  les  focales  singulières  sont  les  focales  de  la  quadrique  V.  » 

Ce   théorème  donne  lieu  à    «le   nombreuses   applications  relatives  aux  pro- 


priéU^  (ocbIm  de>   cnurbcs  »ph6riquc9  iilutr.*  iiir  un 
iMurbuK,  aux  raynni  ilr  courbure  principaux,  fie. 

D  11   m'a   pcrml*.  ni   particulier,   d'urrivnr  «Implrn 
M.  MonUrJ  sur  le  système  triple  orlhagonal  formé   par  I 

t>  1*  Les  plans  prrpi!nclirulilres  en  leurs  mllkux  aux  droites  <)iil  joigtiRn 
1  deux  point!  d'une  nydidc  coDJvgutt  dam  un  système  V  envcloppeoi  une  qai- 
n  drique  (I  homofocate  uux  diif^rcaiRS  de  h  oyclidc. 

■  De  M  rftulLent  drs  proprifU^i  relatives  A  rîDlcTsectian  d'uni-  rydidi  et 
d'une  sphitrc  ou  d'uu  ceiv.lc,  i  la  courbure  ile>  eyRitdes,  oie. 

n  Dana  la  deuxième  Partie,  an  s'occupe  spécial  cm  eu  t.  d'une  ctiurlw  d#ji  om- 
sidMc  pur  M.  Darboux,  et  dont  l'i^Uide  est  IIAr  intJmeioent  i  celle  de  If  ej- 
cllde.  Cette  coarbe  est  une  cubique  gauche  et  Jouit  de  nombreuses  proprltiif: 
je  l'ni  dfijgnt^  »ous  le  nom  de  cublijue  principale.  C'est  le  lieu  des  ecoiresda     ' 
«(ludriques  inscrites  dans  une  cyolîde  et  dam  les  cjelîdea  liomofocatcs,  el«Bd  J 
lo  lieu  des  centres  îles  dèUrcntcs  de  ces  eyctidcs.  I 

•  Les  théortmca  lei  plus  importants  de  cette  seconde  Partie  sont  les  sulruQ:   H 

•  !■  Let  axe*  des  spîriques  planes  qu'on  pi 
-  contrent  en  deux  poînli  la  cubique  principal 

•  3"  Le»  normales  *  une  eyelide  en  quatre 
•  eontrini  la  eiiliique  prineipatc  en  deux  puini 
■  uu  point  flie. 

B  De  ce*  th6>r^-niM  on  difduit  di-«  prugiriiHév  iiii^rr^santcEi  du;  -icclioat  piion 
et  des  normdtes  d'une  eyelidi'. 

■  Pour  tcrmiori',  j'Atudie  l«s  diirtrontes  runnei  de  It  cubique  prindjulcr  <Ut' 
lea  différente»  espèce*  de  eyclidea.  • 

Lrrornii.  —  Sur  les  forces  iinalytîqties.  (a52-a-3). 

Il  s'ugil  ries  furccs,  cgnlenues  dîna  un  plan,  dont  les  ccimpuuntes  .\  et  T 
parallùlc)  i  deux  axes  rvctau);uluirei  sont  liitc»  par  la  relation  X  +('¥  =I> 
Z  étant  une  ronetion  analytique  de  la  seule  vuriaiile  x  =  x-t-  iy. 

Les  c'inrbes  lieux  du«  points  pour  lesquels  la  force  a  une  graadenr  doBiJi 
forment  un  système  isolherme.  Les  courbes  lieux  des  points  pour  lesqudil* 
force  a  une  direction  donnée  forment  uu  autre  système  isotherme  orUu>goi>l 
(lu  premier. 

Le  mouvement  d'un  point  matiirlci  de  masse  i,  soumis  A  l'action  du  système  4c 
forces  considèriï,  est  déterminé  par  l'équation -^  =Z.  Sï  l'on  poseZ=  -fl,t), 
une  première  intégration  donne 
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La  composante  normale  de  raccéléralion  est,  comme  on   sait,  —  ;  sa  conipo- 

? 

sanle  tangentielle  p  s'exprime  par  —  • 

r 

Le  temps  peut  être  envisagé  comme  une  quantité  complexe  t  -hit'y  t  variant 
seul  quand  le  mobile  parcourt  une  trajectoire  réelle,  et  t'  variant  seul  quand 
on    passe   orthogonalement,   sans   changement   de  régime,    d'une  trajectoire  à 

l'autre.    L'accélération    tangentielle   est   égale   à  -t->  l'accélération    centripète 
.   dv 

L'auteur  examine  ce  qui  se  passe  aux  environs  des  points  pour  lesquels  — 

s'annule  (points  d'arrêt)    ou  devient  infini   (points  de  projection)  et  de  ceux 

pour   lesquels  -j-  s'annule  (points  d'équilibre).  Il   donne  les  conditions  pour 

(jue  le  mobile  décrive  une  trajectoire  fermée,  ou  circuit  réel  :   un  circuit  réel 
renferme  toujours  un  nombre  pair  de  points  d'arrêt  ou  de  projection. 

Resal.  —  Note  sur  la  courbure  de  i'herpolhodie.  (275-285). 

L'auteur  se  propose,  en  prenant  pour  point  de  départ  l'équation  différentielle 
de  Poinsot,  de  trouver  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  l'herpolhodie  et 
d'en  déduire  le  théorème  de  M.  de  Sparre  :  «  L'herpolhodie  n'a  ni  point  d'in- 
flexion ni  point  de  rebroussement.  » 
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Tome  V;  1876. 

Breton  {Pli-)'  —  Points  dits  radiants  des  essaims  d'étoiles  filantes. 
(8-16,  1  pi.). 

Nécessité  de  bien  préciser  les  notions  indispensables  à  l'observation  des 
étoiles  filantes.  Utilité  de  la  définition  du  pôle  de  divergence  et  du  pôle  de 
convergence,  diamétralement  opposé  sur  la  sphère  céleste. 

Démonstration  de  l'existence  d'un  rassemblement  réel  d'astéroïdes  qui  ont 
passé  à  leur  périgée  plus  haut  que  l'atmosphère.  Ce  rassemblement  auquel, 
faute  de  nom  déjà  adopté,  l'auteur  propose  de  donner  celui  àc  fausse  comète j 
subsiste  pendant  l'apparition  de  l'essaim  d'astéroïdes,  et  doit  être  visible  sur  la 
ligne  droite  menée  du  centre  de  la  Terre  vers  le  pôle  de  convergence.  Elle  doit, 
en  outre,  se  présenter  sous  la  forme  d'une  queue  de  comète  presque  verticale. 
Jusqu'à   présent,  l'observation   n'a  pas  réussi  à  confirmer  Tcxislence  de  cette 


(')  \'o\r  Bulletin,  t.  V,  p.  joj,  et  t.  1,,  p.  7X. 


concentration  d'astéroïdes,  ce  qn'iJ  raal  probtblaintot  atlxibuer  t  l'ic 
ilr.  liruT  nombre  ;  mali  rattenlion  deit  nttniaoniM  devra  être  appeler  sur  cette 
obSETVatiaa,  notanimml  en  iHgg,  i  l'épotiue  du  prochain  maiimunt  dam  l'ap- 
parittnn  de  l'euaïm  des  Léonidc»  qui,  en  tH7i>  au  37  nnveinlire,  a  donné  lien 
a  une  si  grandn  profusian  d'étoiles  nUntM. 

De  Sparre  (M.).  —  Mouvement  des  projectiles  obloDgs  dans  le 
CAS  du  lir  de  plein  fouet.  (Sai-^o^,  It  pi.). 

ta  déviation  d'un  prujertile  oblon);  lancri  par  une  pitce  nyie  le  fait  i  droiu,  : 
laailis  <(uo  c«ll«  d'un  prujrctile  spliériqu«  ac  fail  A  giucbi,  mais  elle  «st  buii- 
cuup  nictina  pronoueûs.  La  vérltabto  cause  de  eu  mouvement  réside  dam  h 
mouvemint  conique  de  l'axe  de  figure  du  projectile  ({■••G-  Mignus),  il  lï 
mouivmani  de  cnl  axe  autour  de  la  tangente  i  U  irajMloirc  est  dû  i  la  cma- 
pDtitiun  du  ciiuple  de  la  résistance  de  l'jir  avec  la  miation  initiale  du  projM- 
lilo  (de  Saint-Ruliert).  Le  général  Mayevrski  parvint  i  calcula  la  dérivalioa, 
mais  «eulement  par  itea  niélbodus  apprnxitnaUvea  dont  il  til  l'application  aa 
canon  de  {  ruMd  Criée  i  t'eniptoi  heureux  d'une  niélhada  de  représentatiM 
géométriquo  imaginée  par  Gauss,  l'aulcur  do  ce  Mémoire  u  pu  compléltr 
l'étude  de  la  question  et  obtenir,  nous  forme  finie,  l'expression  des  rariatÏDas 
des  angles  formés  par  l'axe  rie  finuro  avec  1«  tangente  t  la  Irajecloirc,  el  pif 
le  plan  vertical  projetant  du  U  tangente  avec  le  plan  mené  par  celle  tançait 
el  l'axe  de  liguru.  Il  a  réussi  égalemenl  A  exprimer  ta  dérivation  par  des  fm- 
muW  très  simples,  dont  l'exactitude  est  pleinemenl  vériliée  par  leur  conpi' 
raison  avec  les  expériences  du  (!*'>*r''l  Maj-ewski  sur  le  4  russe. 

Ce  Mémoire  est  un  de  ceux  qui  ont  été  le  plus  justement  apprécias  panai 
d'autres  études  hilisliques.  Les  applicatinus  analytiques  s'j  trouvent  jsdicita- 
semunt  guidées  psr  des  considérations  gâoméiriques  fort  intéressantes. 
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Tome  VU;  1878. 

Breton  (Ph.).  —  Visibilité  probable  des  cinq  passages  prochains 
de  Vénus  derrière  le  Soleil.  (ag^-SoS). 

L'auteur  indique  un  résultat  inattendu  des  observations  qui  viennent  d'être 
faites  sur  le  passage  de  Vénus  devant  le  Soleil.  Plusieurs  observateurs  ayant 
vu  le  disque  de  Vénus  détaché  en  noir  sur  la  chromosphère  rougeâtre  qui 
entoure  le  Soleil,  avant  que  ce  disque  noir  ait  commencé  d'entamer  le  disque 
de  la  photosphère  solaire,  il  est  permis  d'en  conclure,  presque  avec  certitude, 
que  l'on  pourra  observer  les  passages  de  Vénus  derrière  le  Soleil. 

Le  passage  de  187/1  ^^  celui  qu'on  attend  en  1882  indiquent  un  passage  par 
derrière  en  1878,  occupant  le  milieu  d'une  série  de  passages  par  derrière.  Les 
cinq  premiers  de  cette  série,  arrivés  en  i846,  i854,  1862,  1870  et  1878,  sont 
restés  inaperçus.  Les  quatre  suivants  arriveront  en  1886,  1894,  1902  et  1910; 
on  les  observera  de  mieux  en  mieux  si  l'on  se  tient  prêt. 

Tome  VIII;  1879. 

Penet  {L.).  —  Sur  les  surfaces  et  les  lignes  topographiques,  (aa- 
106,  I  pL). 

Cet  important  travail  est  le  résumé  d'un  Mémoire,  beaucoup  plus  étendu, 
adressé  à  l'Académie  des  Sciences  et  traitant  des  propriétés  géométriques  des 
lignes  et  surfaces  topographiques.  Quelques  mois  auparavant,  l'auteur  avait 
publié  une  Note  de  23  pages  renfermant  déjà  les  définitions  utiles  dans  l'étude 
de  ces  questions. 

La  Géométrie  descriptive  de  M.  de  la  Gournerie  contient  le  passage  suivant  : 

«  J'ai  traité  avec  beaucoup  de  réserve  la  question  des  lignes  de  plus  grande 
pente,  parce  qu'elle  est  intimement  liée  à  celle  des  faites  et  des  thalwegs,  sur 
laquelle  règne  une  certaine  obscurité.  » 

L'auteur  a  essayé  de  combler  cette  lacune.  Son  Mémoire  est  divisé  en  deux 
Livres  dont  voici  les  dilTcrents  paragraphes  : 

Livre  I.  —  I.  Définitions  et  rappel  de  notions  diverses.  —  II.  Remarques  sur  les 
normales  aux  courbes  planes.  Remarques  sur  les  courbes  semblables.  —  III.  Pa- 
raboloYde.  Indicatrice  au  sommet  d'un  paraboloYde.  Paraboloïde  indicateur  et  in- 
dicatrice en  un  point  d'une  surface.  Surindicalrice.  —  IV.  Remarques  sur  l'ordre 
de  grandeur  et  le  rapport  de  quelques  infiniment  petits.  Points  d'enveloppe* 
Enveloppes.  Ordre  de  grandeur  de  la  distance  entre  deux  tangentes  infiniment 
voisines  parallèles  menées  à  deux  enveloppées  infiniment  voisines  dans  tous  les 
cas  possibles.  Tangente  commune  à  deux  courbes  infiniment  voisines  d'une 
même  série. 

Livre  IL  —  I.  Normale  commune  à  deux  courbes  infiniment  voisines  d'une 
même  série.  Croupes  et  dépressions,  lignes  de  séparation  des  croupes  et  dépres- 
sions. —  II.  r*oints  lopographiques.  Lignes  topographiques.  Examen  des  lignes 
lopographiques.    Définition    des   points  et    lignes  topographiques   à   l'aide   des 


ligBM  <1«  coarltDTt!.  ~  III.  Ugae*  de  plapi  grand*  petttt.  Eumen  do  liRim  dt  | 
plus  imade  pealc.  Lignw  de  parUge  on  [i«  ranM'oiblrrarnl  des  c»ax.  Kppl'ia- 
tioD  de  ta  UkÂorie  des  ti|pwa  topograpbi'|u(»  A  i|arl<inM  niciuples  iimpicii.  —  IT, 
D«  qnelqiu»  »iagalarîUi  «{lia  poavent  pn^wnlrir  l«*  lurfarn»  DatiiKllei.  Pomlf   ) 
initiaai  et  courbai  do  puînls  initiaux.  ArAtes.  Points  pyramidaBi  et  coniqat*. 
Appeittlke.  —  Mnnltton  Ae  qnotquBB  terme»  otites  m  lo)>agraphiR. 

Eafin,  il  est  utile  de  rappeler  que  ce  mime  «ojut  ilc  nvlirrcUn  a  i\t  'tadic 
par  d'aotrvs  giamitraa,  parmi  lesquoli  on  peut  cilcr  MM.  Urrloo  At.  dump 
[Mémoire  lurlea  lignft  de  /alla  et  de  tliativeg,  aie.  {Jowaat  Ut  Matlttmtt' 
tiques,  I.  Ut,  1B77,  et  Traité  du  i»veUemenl)]t  BuuMiDTHl  rt  C  Jordan 
lCompi«t  reiulu*,  tS^i,  iS^i).  "  ^T  i^^H 

Tome  IX;  187g.  ^^^1 

Brelan  (Ph.).   —   Remarques  sur   ïvs  deux   Mtrllitcs   dp  Mars.    ' 
(468-477). 

CircoofUnces   rcmar^nables  des   nouveiiieiiti  relatifs  apparents  de  UitsU 
de  ter  »sie1lite«,  pour  no  obacrvalenr  luppoai  trnnspAriA  snr  cm  diffireatf  j 
corps,  Apparence*  siafolïtre*  qoe  préaenlerait,  pnur  la  Terre  par  exemple,  m     ' 
satellite  Bouveau,  «appoii  i  noe  distance  telle  qne  n  niyi^ntfm  mU  cua^] 
ment  d'un  jour  siilâral.  -i^^^Ê 

Tome  X;  iB8a.  I^Ê 

Breton  (Ph.).  —  Élude  sur  les  orbites  hyperboliques  et  sur  i'jBioP  q 
lence  probable  d'une  rf'-fraction  stellaire.  fai-i  12,  3  pi-)- 
Vi)ici  les  principale*  subdivisions  de  rc  Travail  : 
CiiAPiTiiE  I"  ;  Relations  entre  let  elémenli  d'une   orbite  hyperbolique.  - 

Nomenclature  cl  notation.  Pnipricic:  tirée  de  la  loi  des  aires.  Digression  sot  le 
oriiitrs  (le  rcpiilsïon.  Calcul  de  ta  vitesse  à  l'usymplotc  de  ij  ccimètes  dn  C>1*- 
logue  il'Enckc.  Relation  entre  l'aiie  focal  cl  la  vitesse  A  l'asymptote. 

Chai'ithe  II  :  Système  des  orbites  hyperboliques  des  particitles  d'iate 
eomèle  sans  vitesse  initiale  absolue.  —  Gcrhe  d'orbïles  hyperboliques.  A|q)li- 
cation  de  la  ({crbe  ii  l'expansion  des  queues  des  comètes. 

CHAriTRB  III  :  De  la  réfraction  stellaire.  —  Dissémination  iltjmilée  da 
particules  des  comètes.  Formation  d'une  grande  atmosphère  cîrcu  m  solaire.  E>- 
plicalion  des  parallaie»  négatives  de  quelques  étoiles. 

Chapitre  IV  ;  Système  des  orbites  des  particules  d'une  même  comète,  avec 
vitesse  initiale  qaelconi/ue.  —  Explication  de  l'ellipticiié  de  quelques  orbite) 
de  comètes.  Gerbes  d'orbites  bjperboliques  avec  vitesse  absolue  initiale,  Vitesw 
linalcs  des  comètes  qui  traversent  le  système  solaire.  Eiïcl  général  du  passage 
du  Soleil  sur  des  comètes  sans  titessc  initiale. 

CiiAi-iTHE  V  :  Pasiage  d'une  comète  à  travers  tes  empires  de  plasieun 
astres.  —  Enchaînement  d'une  suite  d'orbites  hètérobariques.  Empires  enclavts 
et  leur-  [ronlières.  tCnchalncment  de  tnu'  orbites  liétcrobariqnes.  Diversité  dtf 
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(".iiAPiTRK  \'I  :  Direction  et  vitesse  du  mouvement  propre  du  Soleil.  Sillage 
comëtaire.  —  I)«Hcrniinalion  de  la  translalion  du  Soleil.  Méthode  mixte  pour 
composer  la  résultante  de  plusieurs  vitesses  aux  premières  asymptotes. 

Note  I.  —  Courbe  enveloppe  d'une  série  de  coniques  dans  un  plan,  ayant  un 
point  A  commun,  un  foyer  V  commun  et  des  axes  focaux  égaux  ii  ia. 

L'enveloppe  est  une  conique  ayant  pour  foyers  A  et  F  et   pour  grand  axe 

AI'' 

îa •  Application  de  ce  théorème  aux  effets  d'une  explosion. 

Note  II.  —  Application  de  la  spectroscopie  à  la  réfraction  stellaire.  Persis- 
tance du  doute  sur  la  réfraction  stellaire.  Découverte  récente  de  la  mesure 
spectroscopiquc  de  la  vitesse  d'une  étoile  suivant  le  rayon  visuel.  Mesure  spec- 
troscopi(|ue  de  la  distance  d'une  étoile  double.  Expérience  acoustique  similaire. 
Détermination  spectroscopique  de  la  réfraction  stellaire.  Forme  vraie  de  la 
grande  atmosphère  circumsolaire. 

Note  III.  —  Apparence  double  d'une  comète  très  grande  traversée  à  la  fois 
par  le  Soleil  et  par  la  Terre.  Formation  de  deux  fausses  comètes  dans  une 
grande  nuée  cosmique.  Rappel  de  la  grande  pluie  d'étoiles  filantes  du  a-  no- 
vembre 1875».  Quelles  peuvent  être  les  dimensions  des  noyaux  des  comètes. 
Gloires  solaires,  vues  pendant  la  totalité  des  éclipses  totales  de  Soleil. 

Legoux  (A,),  —  Noie  sur  les  surfaces  orthogonales  représentées 
par  une   équation   aux    dérivées    partielles   du  premier  ordre. 

(i3'2-i45^). 

Appelant  surfaces  intégrales  toutes  les  surfaces  représentées  par  l'intégrale 
générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Xp^  -h  A'<7'  -i- AV-f-QB^r-h  iB'rp-^  2B''pq -h  2Cp+ iC'q-h  2CV-f-F=o, 

on  démontre  que  toutes  ces  surfaces  qui  passent  par  un  point  donné  de  l'espace 
enveloppent,  en  général,  un  cùne  de  seconde  classe  et  de  second  ordre  qu'on 
appelle  le  cône  complexe  relatif  à  ce  point  (S.  Lie,  Math.  Annalen,  1872).  Il 
est  facile  de  voir  que,  par  une  courbe  donnée  quelconque  C,  on  peut  faire 
passer  deux  surfaces  intégrales. 

On  peut  se  proposer  de  chercher,  parmi  les  courbes  qui  déterminent  les  sur- 
faces intégrales,  celles  qui  sont  telles  que  les  deux  surfaces  correspondantes 
satisfont  à  des  conditions  données,  par  exemple,  se  coupent  à  angle  droit  ou 
sous  un  angle  constant  en  chacun  de  leurs  points. 

Le  présent  travail  a  pour  objet  l'étude  de  la  condition  d'orthogonalité. 

Application  aux  développables  circonscrites  à  un  ellipsoïde,  aux  surfaces 
telles  que  la  perpendiculaire  menée  de  l'origine  sur  la  normale  soit  constam- 
ment située  dans  le  plan  des  xy;  et  aux  surfaces  enveloppées  par  une  sphère 
de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  une  courbe  située  dans  le  plan  des  xy. 


Tome  XI;  1882. 

Latars  {G.).  —   Note  sur  une  formule  de  cubature.  (34i-352, 
I   pi.). 

Le  volume  V  d'un  solide  terminé  par  deux  bases  parallèles  et  tel  qu'une  sec- 


an,  t»iui  patmlièli 


diltanl'^  ilct  Jrui  buH-t. 

La  démontilriition  t^lfitirnUlrc  t\ai  r^n  e«t  cxpottAe  ici  •  ilé  litamét  et  rcpiv 
dnilc  en  parilc  (Un«  l«  i,  V  du  Miitli«iU  <iS8J,  p.  -\—fi)  soun  le  litrn  de  •  ïo- 
lumc  d'un  iiriHniaUrldn  »,  [kiut  Taire  «aile  A  una  mire  démo ii tira tion  dnuM 
ri'apni*  M.  lialïtrd  (i6ieJ.,   p.^io). 

Ce  Ui^urAmrt  n'est  d'uilleun  pa«  aoavoau.  Il  paraît  dû  â  Slciner  et  te  Ironn 
iadlifur  din*  un  Hiiuuirt  Ae  M.  Maleyx  sur  révaluHticm  do  Mrlaia«  mlomei 
(Noue.  Aan.  de  Atalh-,  p.  Stg-ihi;  iS8<>). 

Knila,  il  parait  atilf  de  rappeler,  A  r«  propot.  d'autrei  amirces  liiUlivfn- 
pliîigue*  :  G**>m«lrie  de  Finck.  Journal  de  Crelle  (U  18,  C-  Kuppe;  t.^ 
Sleioer;  t.  45.  Augual);  le*  Nou^.  Ann.  tU  Math.,  t.  Vil,  i8'i8  (Kiwi); 
l.  XVI,  1857  (Uiwlwrd);  t.  XIII.  iSSi.  p.  i66;  t,  VI  (  a),  rB6;  IGi«j'd)eidi.fT. 
exlnits  dp  Pruny,  Poocdet,  Chapoian.  Ejlelweio,  Brti,  Sarru»,  Hascktnmi,  Mt. 
Le  proniior  (lernie  de  celle  forninle  se  trouve,  p«rall-il,  dan»  le  IMaeali. 

II.  n. 


BDLLBmNO  Di  BiBLiooRAriA  e  ni  Stobia  1 
nsicHi:.  pubbikatu  da  B.  fioNcoupAUNi  ('  ). 


î   llATE»l.*T!cniI  ï 


Sur  11'  Traité  tic  la  sphère  de  Itartiiolomée 
ic  (lu  xiij'  siècle  cl  sur  cFautre*  Ouvrage* 


ng,   a  1-Ui.i 


i\'arriiirci  {//enn").  - 
de  l'ariiii;,  aslronui 
du  même  auteur. 

BarLlioloini<e  de  l'nrmi 
Bologne.  U  iia'il  euntc 
iuccini'lc  des  dcuï  jimniLTi  Livres  du  Trailè  d<  la  sphère  de  cet  auteur,  tl 
s'étend  davantage  sur  le  troisième  qui  traite  de  la  signification  des  douze  sipo 
du  Zodiaque.  Jean  de  Sacrobosco  avait  déjà  traité  les  mimet  questions  anal 
Barlholonicc.  Le  premier  Chapitre  du  Trailè  de  la  sphère  se  rapporte  aai 
cini|  grands  Ages  du  monde,  comprenant  une  période  de  77000  ans,  et  le  seeaad 
traite  spécialement  des  divers  igcs  de  la  création.  Le  troisième  porte  sur  uM 
période  qui  s'étend  depuis  la  création  ju$i|u'co  1197;  le  qualricine  s'occupe  de 
l'origine  du  monde  et  des  diverses  ères  adoptées  par  les  peuples:  le  cinqui^ie 
traile  de  la  fin  du  monde,  le  sixième  de  la  cri^ation  des   sept  planètes  et  de 
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leur  situation  dans  le  ciel.  Le  seplièuie  comprend  une  étude  de  leurs  orbites 
et  des  propriétés  de  ces  planètes.  Le  huitième  traite  des  constellations  du  Zo- 
diaque; le  neuvième  classe  ces  constellations  en  errantes,  fixes  et  ordinaires  : 
les  autres  Chapitres  sont  consacrés  à  la  figure  de  ces  constellations  et  à  leurs 
propriétés  calorifiques  et  lumineuses. 
Voici  d'ailleurs  le  Catalogue  des  divers  Ouvrages  qu'on  lui  attribue  : 

Liber  de  occultiSy  1280. 
Brei'iloquium,  1286. 
Geomantia,  1288. 
Tractatus  de  Sphœray  1297. 

Enfin,  dans  un  Traité  de  Philosophie  il  indique  pourquoi  le  Soleil  semble 
plus  grand  au  lever  qu'au  coucher. 

Favaro   {Antonio).    —    Sur  certaines    relations   entre   Galileo 
Galilei  et  Frédéric  Cesi,  avec  documents  inédits. 

Frédéric  Cesi  fit  partie  de  l'Académie  des  Lincei.  Il  soutint  Galilée  dans  la 
discussion  que  celui-ci  souleva  en  publiant  son  Ouvrage  :  Discorso  intorno  aile 
cose  che  stanno  in  su  l'acqua,  e  che  in  quella  si  muovono.  Cesi  s'occupa  des 
taches  solaires  et  publia  un  Ouvrage  intitulé  Celispicio,  dans  lequel  il  bat  en 
brèche  la  solidité  et  la  multiplicité  des  orbites  des  corps  célestes,  ainsi  que  la 
ligure  des  mouvements  admise  jusqu'alors. 

Genocchi  (Angelo).  —  Sur  quelques  assertions  de  G. -F.  Gauss 
sur  les  formes  quadratiques  YY  ±  nTIL, 

Dans  sa  lettre  du  3o  avril  1807  à  Sophie  Germain,  Gauss  signale  quelques 
inexactitudes  dans  les  propositions  que  celle-ci  lui  avait  soumises. 

Sophie  Germain  voulait  démontrer  que,  si  un  nombre  a  la  forme  /t'-t-  /i/',  où 
h  et  /  représentent  des  nombres  entiers  et  n  un  nombre  premier  4A*  -f-  3,  si  l'on 
partage  ce  nombre  en  deux  parties  x  et  ^,  le  binùme  ar"-}-^''  sera  aussi  de  la 
forme  A* -H  nf^\  elle  ajoute  que  si  ^r^-f-y»  est  de  la  forme  A»-f-  /i/',  le  binôme 
X  -\- y  l'est  aussi. 

Gauss  trouve  que  la  proposition  est  trop  générale  et,  en  prenant  un  exemple 
particulier  où  j?  =  i5,  y  =  8,  /i  =  1 1,  il  démontre  que  la  proposition  est  fausse. 
En  oflTet  on  a,  dans  ce  ras, 

a"'-i-  r"=:  8658345798967  -  A, 
avec  A  —  /j'-+-  nf^\  si  Ton  prend  h  —  i.xpS-îG,/—  7'j539i,  on  trouve 

J7  -h  1'  =  23, 

qui  ne  peut  se  réduire  à  la  forme  /i»+  w/'. 

D'après  Sophie  Germain,  la  proposition  précédente  était  une  conséquence  de 
celle-ci  :  Si  un  facteur  de  l'expression  Y»d=/iZ',  n  étant  un  nombre  premier,  a 
la  forme  Y'i^/tZ*,  l'autre  facteur  a  aussi  la  même  forme.  Si  ce  théorème 
était  exact,  le  premier  le  serait  aussi;  car,  pour  n  de  la  forme  SA" -f- 3, 
on  aurait 

*.W       '        1/1» 

*^--*^-    ::    Y'-^/iZ^ 

X  -^r 


vlfCe  quulivnl  ùUiil  iiii 
V'  +  nZ-  »i  x'-i-y  rélail. 

Cetic  dernière  pruposliion  ilc  Snphir  Cprmain  n'ett  r\aclc  que  diii»  )«  ai 
■IcH  faclniira  tnilL-llnU  ni  un  l'iilcad  pal  iu<  nombre*  lUHnlii.  G*uu  tailb|ii' 
commcnl  il  prul  ït  f«lrr  qiiR  Ir  produit  de  Irni*  xiombrfs  ^,  g,  A  riprira^ 
par  flM  fnrmcii  iiufldmllqan;  itr  ili^tcrminaDt  —  n  sait  île  la  (nruic  T'  4-  aX', 
ilosi  que  te  produit  de  deux  d'entre  eut,  Sun*  que  1r  troisième  «e  ri*duisc  t  cttu 


(îenocchi  {Angelo),   —  Théorèi 
ri^sîdus  blquadratiquea. 

Dan*  DUC  lettre  de  Sophin  Oermalii  t  Ubum.  du  m  mai  18119,  on  iroovtln 
iJiiol-iïme*  «uimiiui  ;  n  —  ^  mi  rAsidu  bicarré  pour  mas  k*  nomlim  prem!n> 
do  la  forme  ^k  •*->  »  et  lUMi  ;  «  Tout  carri  impair  pri*  t'tte  le  »isiif  —  M 
non  r'.sidu  lilcarrfi  de  cjuf Ique  nonibr»  premier  de  la  romie  t'A  ^5.  •  Cw  pr»- 
p(i»riiun>  «ont.  di'm'intn^r^n.  V.ttt  en  Un  lu  rnnitd(|uencc  «uivanio  ; 


1CS  de  Sophie  Gcniiain  sur  le( 


~  ^  nt  rfiidu  liiqu«dniUi(ur  de  tnoi  nombre  premier  p  =  ^^.  -•-<.■ 

Li  plm  Brund  diviseur  cam*  de  A  el  pir  7 
l'i  par  9iiJI<-  *  =  n'y.  L'^galît^  p  =  (t  +  i 


Sopliie  Crfinnin  d*»igiie  par  0' 
le  qiiotianl  -le  la  dirinon  de  k  pai 
devii^nt /i  —  4n'9  +  I  et  donnL- 


-Sn'g^y{taoà.py. 

il  en  résulte  (|uu  le  numbre  —  l\n'i/  peut  ^ire  cinitidirÉ  eommc  un  ré! 
puisunce  a  de  degré  quclcon<|ue  )-iiiVHnt  le  mudnlr  p,  et,  puisque  - 
sidu  biqotdrtlique  dr»  ;;.  It  nombre  ii-q  Ir  nera  «UMi.  On  peut  au^si  A 


p   -.(nuHl,.), 

où  r  déîignc  un  diviseur  premier  impair  de  n  ;  par  suite,  p  est  résidu  ma- 
dmliqur  de  /■  ri,  A  eouse  du  thi^iirinie  fondameuttil  (loi  de  nïcî procité ] é  it 
s'ensuit  que  r  sera  r<^sidu  quadratique  de  y-  De  mtmc,  n  sera  résida  quadratiqtt 
de  p,  puiitjue  (ous  les  diviseurs  impairs  de  /(  le  suni,  Lorsque  n  sera  pair. 
le  diviseur  u  sera  iiusti  résidu  quadratique,  puisque  p  ser»  alors  de  la  far«c 
SA  + 1  :  donc  n'  sera  résidu  biquadratique  de  p:  il  en  sera  de  même  du  fscWC 
q.  Si  l'on  suppose  g  =  ■>.  on  aura  p  —  en'+  1  et  a  sera  riîstdu  biquadratiqut de 
Inuï  Ies  nombre*  premiers  de  la  Turme  8n"-+-i. 

Sophie  Germain  ajoute  ;  ir  Un  nombre  de  la  forme  Bn'-f- 1  ne  pcni  Hn  pit- 
mier,  (I  mnin^  que  n"  ne  ■liitistasse  il  l'équation 


ir  démontré  celte  proposition  ea  s'appujnnt  sur  le  tbéorétK 
ss  :  «  Soit  yi  un  nombre  premier  de  la  furuie  Sn  -v  i,  -<-  v  fl 
4  ou  nna  résidas  blearrôïi  de  p,  suivant  dUc  0  esl  ou  o't^ 
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Favaro  (Antonio).  —  Sur  la  mort  do  Marc  Velser  cl  sur  cor- 
laines  particularilés  de  la  vie  de  Galilée. 

C'est  à  Marc  Veiscr  que  Galilée  tiédia  son  travail  sur  les  taches  solaires.  Une 
Note  du  Gronove  qui  se  trouve  dans  les  manuscrits  de  la  Bibliothèque  de 
Leyde  laissait  croire  que  Velser,  ne  pouvant  remplir  certains  engagements,  avait 
mis  fin  à  ses  jours  par  le  poison.  Melchior  Adam  croyait  que  Velser  était 
mort  le  i3  juin  iGi^.  Arnold,  Charles  Stcngel  et  Veilh  donnent  pour  date  de  sa 
mort  le  23  juin  i(n4.  Cette  date  semble  la  plus  probable.  On  conserve  un  por- 
trait à  rhuile  de  Velser  au  Musée  d'Augusla. 

Galilée  eut  à  se  plaindre  des  plagiats  d'un  Allemand,  Simon  Mayr.  Celui-ci  se 
dit  d'abord  l'auteur  du  Mundus  Jovialis  de  Marc  Velser,  puis  du  Sidereus 
nuncius  de  Galilée,  qui  fait  justice  de  toutes  ces  tentatives  dans  le  SaggiatorCy 
en  réponse  à  la  Lihra  astronomica  e  Jilosofica  du  P.  Grassi.  Il  était  temps  de 
réagir  :  l'Allemand  s'était  attribué  successivement  toutes  les  découvertes  de 
Galilée  et,  en  dernier  lieu,  son  Ouvrage  Sur  le  compas  sphérique  et  militaire. 

S.  Realis.  —  Sur  une  proposition  inexacte  de  Sophie  Germain. 

L'ingénieur  S.  Healis  communique  certains  exemples  portant  sur  des  nombres 
peu  considérables  et  que  l'on  peut  joindre  à  celui  dont  Gauss  s'était  servi  pour 
démontrer  que  si  un  produit  ayant  la  forme  j?'-f-/i^',  où  n  est  un  nombre 
premier  /|Ah-3,  a  un  facteur  de  la  même  forme,  il  ne  s'ensuit  pas  nécessaire- 
ment que  l'autre  facteur  doive  prendre  la  môme  forme.  Tous  les  exemples  por- 
tent sur  le  cas  /i  —  ii. 

Henry  (Charles).  —  Pierre  de  Carcavy,  intermédiaire  de  Fermât, 
de  Pascal  et  de  Hu>gens,  Bibliothécaire  de  Colbert  et  du  roi, 
directeur  de  l'Académie  des  Sciences. 

Pierre  de  Carcavy,  fils  d'un  banquier  de  Cahors,  est  né  à  Lyon  dans  les  pre- 
mières années  du  xvii'  siècle.  Le  20  juillet  i632,  il  fut  nommé  conseiller  au 
Parlement  de  Toulouse.  Il  se  lia  avec  Pierre  de  Fermât,  conseiller  aux  requêtes 
depuis  le  i4  mai  iG3i  et  conseiller  au  Parlement  le  16  janvier  i638.  Carcavy 
se  livra  à  l'étude  des  Mathématiques;  en  i645,  il  envoya  à  Pell  la  réfutation  de 
la  quadrature  du  cercle  de  Longomontanus.  Il  fut  ensuite  en  relations  avec 
Hoberval,  qu'il  soutint  contre  Descartes  dans  la  discussion  soulevée  par  celui-ci 
sur  certains  passages  de  la  Géométrie  de  Descartes.  Il  connut  aussi  le  P.  Mer- 
senne  et  fut  longtemps  en  correspondance  avec  Pascal. 

C'est  surtout  avec  Huygens  qu'il  eut  des  relations  suivies.  Dans  la  deuxième 
et  la  septième  de  ses  lettres  ù  Huygens,  Carcavy  manifeste  le  dessin  de  publier 
les  Œuvres  de  Kermat.  Dans  la  troisième  il  donne  des  renseignements  précieux 
pour  l'histoire  du  Calcul  des  probabilités  et  des  Travaux  de  Pascal.  Dans  la 
huitième  il  nous  apprend  que  le  théorème  tout  récemment  démontré  par  le 
P.  Pépin  et  par  M.  Genocrhi  :  «  11  n'y  a  que  sept  qui,  étant  le  double  d'un  carré 
moins  un,  soit  la  racine  d'un  carré  de  même  nature  »,  a  été  envoyé  à  Frenicle 
en  i().)8. 

Carcavy  fut  présenté  à  Colbert  vers  164^  et  chargé  delà  Bibliothèque  du  roi. 
Il  rangea  les  papiers  du  cardinal  Mazarin,  acheta  lescollcctionsdeM.de  Sainte- 
Croyo,  les  papiers  de  >Iathieu  MoIé,  la  Bibliothèriue  de  milord  llapton,  les  ma- 
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iiuscrils  (le  Saint-Martial,  <le  Liiiitigcs;  il  enregistra  le  legs  des  mille  ileuxcenl 
quatre-vingt-treize  manuscrits  historiques  du  comte  de  Béthune  et  opéra  en 
i<3(>C  la  translation  de  la  Bibliothèque  rue  Vivienne.  Il  fonda  le  cabinet  des 
estampes  en  achetant  les  r.t3  4(M)  estampes  de  l'abbé  de  Marelles.  Gaston  d'Orléaas 
avait  légué  à  Louis  XIV  ses  collections  du  Palais  du  Luxembourg  et  de  Bloii. 
Carcavy  fit  alors  transférer  le  cabinet  des  médailles  rue  Vivienne. 

Colbert  fonda  à  cette  époque  T Académie  des  Sciences.  Carcavy  en  fit  partie 
avec  Huygens,  Roberval,  Frenicle,  etc.  Il  réunit  les  matériaux  qui  servirent  i 
publier  plus  tard  la  belle  édition  des  Mathematici  t^eteres.  Après  la  mort  de 
Colbert,  arrivée  en  i()83,  Carcavy  dut  quitter  la  Bibliothèque  à  la  suite  d'aoe 
disgrâce.  11  mourut  en  iOS|. 

Le  Paigc  (C).  —  Correspondance  de  René-François  de  Sluse. 

René-François  de  Sluse  naquit  à  Visé,  le  t  juillet  1622.  Il  fut  destiné  à  rétal 
ecclésiastique  et  reçu  chanoine  de  Saint -Lambert,  le  i"  avril  1657.  Slase 
fut  un  mathématicien  remarquable,  un  linguiste  consommé,  un  historien  de 
mérite.  11  cultiva  la  Physique,  la  Chimie,  la  Botanique  et  rendit  à  sa  patrie 
des  services  éminents  dans  plusieurs  charges  importantes.  Il  fut  en  correspon- 
dance avec  Pascal,  Huygens,  Oldenburg,  Michel-Ange  Ricci,  Wallis  et  Pierre 
La  m bec k. 

Il  se  rendit  à  Rome  en  ir>|3,  fut  reçu  docteur  en  droit  et  découvrit  dans  la 
Bibliothèque  Médicis  lu  manuscrit  arabe  des  Coniques  d'Apollonius. 

Sluse  se  distingua  comme  analyste  et  comme  généralisateur.  Ses  premières 
recherches  sont  relatives  à  la  cycloïde.  Il  indique  sa  génération  et  levaluatioo 
de  son  aire.  Il  s'occupa  aussi  des  lignes  en  perle  dont  l'équation  est 

y'*  =  k{a  —  .r)Pjr"'. 

Il  se  servit  -iurtoni  jjr  |'«''«|uati<in 

./•"  {a     -  ./•  ) 

(|ui  loprc'srnl»'  l;i  jxilr  du  (//-,-i  i"'  ordre.  Il  pnldia  le  Mesolabitm  cl  s"«>ocuw 
d«'S  «Miuatinim  du  lioi>«irme  dc;:ré. 

han^  '«i'-^  MisrcUdticn,  Slu<«'  rtuflia  la  (jua<lralure  tTunc  infinilé  de  spirales  <*» 
drlciiiiina  leurs  centre^  dj*  i:ra\il<'':  il  donna  (juelques  proposilions  sur  i^ 
ruaxiuia  «L  lc>  /ninirna:  il  leeiier»  lia  le>»  points  dinllexioii  de  certaines  eoiirlv^: 
il  ^énéi.di^a  le  |)in|druie  d«-  \  inceiit  Niviani  sur  le  lieu  du  pied  des  nonjul''> 
menées  dun  point  doun»-  à  une  inlinile  de  paraboles  ayant  niêine  sommet  t\ 
nièrnc  a\r.  Il  déduisit  j'.iii-e  de  eei  Ltines  eourhes  d<'  la  connaissance  de  l€ur> 
I  enlr«'s  de  ;;r,ivilé  cL  in\ei"'^einenl  leurs  (^entres  i\c  gravité  quand  on  coiinail 
l'aire  de  ees  eouri)e'«.  Il  reciiereii.j  le«<  eenires  de  jj^ravilé  cle  eerlaiiis  e<»noid»'*  hy- 
perl)oli.|ue>.,  i;njiu  il  traita  eeriaine>  (juestions  de  rArilliinétique  <l«'  I)ii»pliante- 

L«»  niétiuMle  qu  il  donna  |»i>ur  mener  des  tangentes  aux  courbes  le  place  tlafi' 
un  des  premiers  ran^'^  j)armi  les  |)réeurseur>  du  Calcul  dilTérenliel. 

lOnlin  >lu<e  donna  une  xdulinii  du  pr«ddème  d'\llia/.en  sui-  le<  inin».r* 
•  omîtes. 

Il  mourut  le   n»  mar>    i*)'^"». 

l    l>''::u;i  ^a  lMl)liotliè(|ue,  ^e^  iManuseiits  et  >e>^  médaille>  an  cardinal  de  Bouille" 


i 
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Ses   Ouvrages    passèrcnl  en    grande    partie    de  la    Bibliolhéque  de   la  ville  de 
Sedan  à  la  Bibliothèque  nationale  à  T^aris. 

noncompcif^ni  {B.).  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  de  François 
Barozzi. 

François  Barozzi  est  né,  le  9  août  iSS'^,  dans  l'île  de  Candie.  Il  fit  ses  éludes  à 
l'Université  de  Padoue.  Accusé  de  se  livrer  à  la  magie,  il  fut  condamné,  par 
rinquisilion  à  Venise,  à  une  forte  amende.  Il  mourut  dans  cette  ville  le  23  no- 
vembre 1604. 

Barozzi  a  publié  un  Ouvrage  sur  les  Éléments  d'Euclide,  sur  la  Mécanique 
de  Héron,  sur  les  nombres  de  Pythagore.  Il  a  donné  aussi  une  méthode  pour 
tracer  les  asymptotes  d'une  courbe.  Il  a  fait  imprimer  un  travail  sur  les  Collec- 
Ifons  mathématiques  de  Pappus,  sur  le  Livre  des  aires  du  juif  Savasorde  et 
enfin  sur  le  Livre  des  dimensions  d'Archimède.  Mais  son  Ouvrage  le  plus 
important  est  sa  Cosmographie  publiée  en  i585,  d'après  les  idées  de  Jean  de 
Sacrobosco. 

Steinsclineider.  —  Etudes  surZarkali.  (Suite.) 

Favaro  (Antoine),  —  Remarques  sur  les  manuscrits  de  Galilée 
appartenaut  à  la  collection  Libri-Ashburnham  transférée  à  la 
Bibliothèque  Mediceo-Laurentienne  de  Florence. 

Henry  (Charles),  —  Addition  à  son  Mémoire  sur  Pierre  de 
Carcavv. 


ACTA  MATHEMATICA  (  '  ). 

Tome  III;   1883-1884. 

Kœnigsberger  (S.),  —  Sur  les  Iranscendanles  indépendantes  qui 
appartiennent  à  une  équation  difTérenlielle  du  premier  ordre 
arbitraire.  (i-48). 

L'auteur  dit  de  deux  transcendantes  qu'elles  sont  indépendantes  lorsqu'il 
n'existe  pas  de  relation  algébrique  entre  elles  et  la  variable  dont  elles  dé- 
pendent. Il  se  propose  et  résout  le  problème  suivant  : 

«  Trouver  toutes  les  équations  différentielles  du  premier  ordre 


(')  Voir  nuUetin,  t.  VIII,,  p.  ilG. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  a'  série,  t.  XI.  (Juillet  1887.)  K.ii 


l.'ial-':;r.,i.  .  i,.  r  .1.  . -i  ,l.i-  '  ti.r  imj|ili<  al||«bn<|>eni«Bl  4  l'aiitc  de  b  v*> 
rikbir  ■■'''■    .■■  i:ii'    ;  .1.  -  ji  .1  II.  ii( iiil--)>ri)<l«ain. 

L'inl'-ii'  .111.111-  il  .iii..f.l  11-  (-,1.  .III  i  'ipmviiKi  d*  l'iaiégrAlr  e^oirjfc  ain 
polynôme  entier  pur  rD|>|><irl.  A  n  iiilégratra  psrticall^m^  Il  UOui'  qat  la 
équiltona  lin4airC9  ioolsMnt  Mok»  de  cette  iitnprii**- 

Lortqoe  l'iiprCHiuii  Je  l'ioUgralo  n^ni-nlc  ih>it  rotiirnir  raliooitdUmtÊl 
n  intéfralM  partie plièm,  !1  faut  i|iie  riiquiliua  rtaur  alan*  If  tjpr  •!<  RifoU 
fiminiité 

(»  £=?.(•>«•+?.(*)* +  î,(*)- 

EaOa  rMt«  en  dernier  li«i  le  eu  g^a^nl  où  l'oii  «ail  seolement  qat  Hal^ 
irkle  (tn^alc  ■'uiprinie  algéliriq'aemenl  pir  n  ind^Knles.  parcimli^m. 

L'antcur  connieBce  par  remarquer  que,  *i  l'on  applique  *  réquaUon  [il  ■" 
iranidirmittoD  algébrique  quelconque,  l'^uaLion  Iranifunnée  jouit pr*ci«étil 
de  cette  propritfld. 

Il  démontre  emaita  que  Ici  équaliont  dimniutidles  ainsi  obleaaes  jaaùial 
■cnlci  de  cette  propriélé- 

Ea  eoai^queaer,  Icï  ial^gralv*  d'une  tqunliun  dilKrenlielIc  du  pret&i(r«>te 
«ont  gdnërajenient  indépendanlei  entre  elles. 

U  Kul  cai  esceplionnel  eil  fourni  par  le  trpe  d'équation  (  i).  e(  In  il» 
Uan*  qoi  on  dilrirent  par  une  traniformatioa  algébrique. 

Pùineari  (f/.)-  —  Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens.  (iç^si)- 

].o<  tcla  (t.  Il  imt  i\fi!i  pulilii'  di^ut  importants  Miïmoircs  -ir  M.  P^non 
«iir  la  llu'nric  ilv^  Kr'>up»  Tuchsiens  et  Ici  fonctions  (uctisicDoes.  Did>  W 
Iruvaux  l'iinleur  avait  (irUiripalement  en  «ue  la  théorie  dci  lubstitatioai  It 
iii^Hire*  ft  fxi-rilrienti  ri'i-t*,  ri  ilei  [nnctions  qai  se  rattachent  i  ces  lub^IitaiiMi- 

|lau«  le  Mi'miiiri'  wrliii'l,  M.  Poincari^  tStend  ses  rerberches  aux  subîtitawai 
linfaim  à  rm'flli'ienln  ima|;iiiuirei.  Il  présente  d'abont  une  classifiraltandcM 
i>iil»lituti»n«  en  quatre  types,  (laraboUque,  elliptique,  hyperbolique,  lourfi*' 
mique  rt  ri<Mian|ue  que  res  substitutions  transforment  les  cerelts  ea  fe 
i'i>ri'li?>.  Cftti!  priqviéli^  le»  ruppriielie  nulurcllemeni  ilc  la  Iraasfornialioa  (êi- 
mi'lrique  appela  im-eriion.  et  l'auteur  montre  en  eiïet  que  toute  subsiilati* 
lini'aire  Imafiinaire  équivaut  t^unti'lrlqucmcnt  i  un  nombre  pair  d'ienra"* 

i>lle  équivalriii-L-  peut  ini^mr  ^tre  n'ali^'e  d'une  infinité  de  maniérct. 

l>uns  l>t  lhé<>rie  ilet  groupes  rii«rli»ien«,  l'axe  des  quantités  réella  M  In 
t'orrle*  »rlhof;unauv  1  rel  ave,  tracés  dans  le  plan,  jouent  un  râle  prépoodài'- 
Ile  même  ii'i,  te  plan  et  tes  sphères  qui  te  coupent  è   angle  droit  oSnatle 

l'irutriils  essvnlielt  de  la  théorie  des  (imupes  Lleinéens.  Soient  C,,  C 1^ 

di'o  itvrleidu  plan  qui  dèliniM«nt  ih  inversions  équivalentes  A  noe  snbslitatiN 

(inOaire  iiti,i«tin,iire  S.  et  £,.  1, ^^  les  sphères  qui  ont  même  centre  et  af 

Vii\i>»  qui-  iv*  ern-lo».  rt  qui.  pjr  cunséquenl.  sont  orthn^onatcs  an  plaa.  U 
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rapport  aux  sphères  51  se  confond  avec  le  système  des  inversions  par  rapport 
aux  cercles  C  et,  par  conséquent,  avec  la  substitution  S,  lorsque  le  point  que 
l'on  transforme  est  dans  le  plan.  Cette  succession  d'inversions  par  rapport 
aux  sphères  £  dans  l'espace  n'est  donc  autre  que  la  généralisation  et  l'extension 
aux  points  de  l'espace  de  la  transformation  S.  Par  cette  ingénieuse  remarque 
la  théorie  des  substitutions  imaginaires  se  trouve  transportée  dans  l'espace,  et 
les  figures  polyédrales  formées  de  sphères  orthogonales  au  plan  présentent  un 
moyen  d'étude  des  groupes  kicinéens  de  même  que  les  polygones  tracés  dans 
le  plan  et  formés  de  cercles  normaux  à  l'axe  des  quantités  réelles  dans  le  cas 
des  groupes  fuchsiens. 

Il  s'en  faut  cependant  qu'il  y  ait  une  entière  identité  entre  les  deux  théories. 
Une  différence  importante  se  rencontre  tout  d'abord  lorsqu'il  s'agit  de  définir  la 
discontinuité  des  groupes. 


Une  substitution  linéaire 


I  z.  ; 


est  infinitésin;ale  si  les  modules  de(a— i),  ?,  y,  (8  —  i)  sont  infiniment  petits. 
Un  groupe  de  substitutions  linéaires  est  continu  s'il  contient  une  substitution 
infinitésimale.  Mais,  en  dehors  de  la  continuité  ainsi  définie,  il  peut  arriver 
que,  dans  un  domaine  aussi  resserré  que  l'on  voudra  autour  d'un  point  Zj  le 
groupe  fournisse  toujours  une  inHnité  de  transformées  de  ce  point.  Dans  le  cas 
des  substitutions  réelles  ce  fait  ne  pourra  se  présenter  que  si  z  est  sur  l'axe  réel  ; 
dans  le  cas  de  substitutions  imaginaires,  au  contraire,  ce  fait  peut  se  présenter 
pour  un  point  quelconque  du  plan.  La  discontinuité  du  groupe  est  alors 
impropre.  L'auteur  se  borne  à  la  considération  des  groupes  proprement  dis- 
continus^ c'est-à-dire  qui  n'offrent  pas  de  discontinuité  impropre  de  la  nature 
de  celle  que  l'on  vient  de  définir.  Il  indique  la  condition  que  doit  remplir  le 
polyèdre  générateur  pour  que  le  groupe  soit  proprement  discontinu.  C'est  à 
un  tel  groupe  qu'on  donne  le  nom  de  kleinéen. 

Après  avoir  donné  la  classification  des  groupes  kleinéens  d'après  les  ca- 
ractères de  leurs  polygones  ou  polyèdres  générateurs,  M.  Poincaré  passe  à  la 
définition  des  fonctions  tlièta-kleinéennes  et  kleinéenncs. 

En  représentant  par  H  une  fonction  rationnelle  dont  les  pôles  ne  sont  pas 
des  points  singuliers  du  groupe,  par  m  un  entier  supérieur  à  i  et  enfin  par 

une   substitution   quelconque  du  groupe,  l'auteur  forme  la  série  convergente 
suivante,  où  le  signe  £  s'étend  à  toutes  les  substitutions  du  groupe 

Cette  fonction  ft(z)  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation 

et  l'on  forme,  à  l'aide  de  ce  type  de  fonctions,  une  fonction  F(s)  qui  se  repro- 
duit pour  toutes  les  substitutions  du   groupe.  Toutes  les  fonctions  kleinéenncs 
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h'(z)  qui  se  rapporlnii   à  un  même  groupe  sont  des  fonctions  raKi«»a»eiks  de 
lieux  tï'f.nlrt:  i:\\es  X  et  y,  cl  entre  x,  y  a  lieu  une  relation  al^ébr^se 

dont  le  genre  éjjale  relui  du  groupe. 

L'auteur  termine  par  l'indication  de  plusieurs  application». 

Kratisn  ( Afarlin).  —  Sur  la  transformation  des  ronclions  eUîp- 
tiques.  ((j'!>'(j6). 

Lindelof  {S.) —  Une  question  de  rentes  viagères.  (97-100  ». 

Trouver  la  valeur  annuelle  d'une  rente  viagère  payable,  à  la  Gn  de  cluq«e 
ann/:e,  à  un  groupe  donné  de  m  personnes  à  telles  conditions,  que  la  somme  i 
payer  chaque  fois,  au  lieu  d'i^tre  constante,  dépende  du  nombre  des  sarrÎTaats 
cl  qu'elle  soit  fixée  respectivement  à  r^,  r^_,,  ...,  /*,  francs  pour  les  périodes 
de  temps  successives  où  le  groupe  donné  sera  réduit  à  /i,  n — i 1  per- 
sonnes en  vie. 

Iljnlniar  Mellin,  —  Une  généralisation  de  Féquation 


T{\-^x)Y{\—t)=  -.- 


zx 


SXWT.X 
('|(»l-l()4). 

On  peut  Inidiiire  celle  équation  en  disant  que  l'on  a 


l'd    ■^,x)~V{i  -9,x)  =11V~^'J* 

n  =  \ 
%\  (>,  cl  p,  «lonl  nicincH  de  réiiualion  p*  — 1.  Plus  généralement,  on  a 

r (I ■  - p7x) r ( i--7>). . .r (I - Pv^)  ^llv ""^y 

n-l 

*"  ['o  Pi'  •••>Pv  s<'"^  racines  de   l'équation  p*—  i;  et,  plus  généralement  encore, 
Ml  pj,  p^,  ...,  Pv  conservent  la  nic^mc  signification,  on  a 

Y{z-^^x)Y{z-^^x),.S{z  -p,^)  "^  11  ['  -  (T^lTJv  J- 

l)e  Sparre.  —  Sur  l'équation 

d^y        (       /:*snjrcn.r  snj-dn.r  cnj^dna:\  dv 

dx^        \  dn.r  cwx  sn:r     /  dx 


[ 


(/'3—  V2j(/l.J-+-  V.,-|-  r)-T-      ^j—  (^2—  V,  )(/?2H-  Vi-r-  Il 


sn^x  "  cn-x 

k^cix'^x 


-f-  k^  sn^xin  -h  v    »-  v,  -h  Vj)!  /2  —  v  —  v,  —  vj-+-  1  ) -+-  A  1^. 
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L'auleur  commence  en  rappelant  les  travaux  de  M.  Hermite  sur  l'équation 
de  Lamé,  et  les  trois  équations 

v"  -4-  2(  V  -+- 1)  — ^-^ — ■ y'  =  [{n  —  v)  (/t  4-  V  -h  i)k'  sn'o;  -+-  /i] y, 

y   H-2(v-|-i)    — ; y   =  [(/i  —  v)(/i -h  V -h  i)a-«  sn'j:  4- Ajy, 

t  11  %C 

f         .           ,    cn.r  (In  j:       ,       _,  ^  ,  ^  ,  ,  , 

y  —  2(v-+-i)    — y  =  [(/i  —  v)  (/i  H- V -+- i)A"sn'j; -+- ^Jy, 

sur  Ies(juellcs  M.  Hermite  a  attiré  l'attention  des  géomètres  et  dont  la  première 
comprend  Téqualion  de  Lamé.  M.  Darboux,  dans  les  Comptes  rendus  (19  juin 
i88>),  a  aussi  considéré  Téquation 

L      sn»:r  cn'wC 

qui  comprend  également  l'équation  de  Lamé  et  les  précédentes  et  qui  a  une 
intégrale  uniforme  lorsque  |x,  ;x',  \x'  et  n  sont  entiers.  On  sait  que  dans  ce 
cas,  en  vertu  d'un  théorème  de  >L  Picard,  son  intégrale  s'exprime  par  les 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

L'équation  de  l'auteur  est  identi(|ue  à  celle    de  i>L  Darboux.  En  s'appuyant 
sur    une   transformation    très  simple,  l'auteur   remarque  que  l'équation 

V    ,        I  I  I    P'^        ^    l*'        I   V*       ^    V  „   \ 

admet  l'intégrale 

OÙ  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires,  puis  il  identifie  son  équation  avec 
l'équation  (5). 
Il  trouve  tout  d'abord  et  sans  difficulté 

V  —  dn"^cn»^xsn^^x. 

La  considération  de  la  partie  principale  du  développement  du  second  membre 
de  (5)  lui  fournit  ensuite  cette  expression  pour  P 


H(x  —  flr,  )  II(J7  -T-  rt,)  ll(vr  —  rtj  II  (x  4- «,)..  .11(0?  —  a^)  H  (j? -h  a^) 

où  l'on  a  fi  —  /?  -4-/ij  4-  /ï^  -h  Wj.  Les  (piantités  U,  a,,  a,,  . . .,  n»  sont  les  con- 
stantes, dont  la  détermination  est  le  dernier  point  auquel  se  ramène  Tintégration. 
La   valeur   de  P  peut  s'écrire  encore  sous  la  forme    suivante,    plus   apte   à 
l'intégration 

_  \\'{x—a,)  __  H^(3r4-fl,)  _  \\'(x  —  a^)  _  \\'{x-^n^)       ^ 

~   H(j:-t-ff,)         II(jr4   «,)       *"       II(j:  — nr^)         !!(j7  4-aj,) 

*ù  C  est  une  constante. 


l\A 
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l'A  1  iiit('i;ruir  a  alors  lu  furmc 

(Ill'X  »*ll*iX  SlI^iJ" 


c 


\\{x  -  rt,)ll(j  --a,)...l|(x  -  a^)    j.r 

~~\\»»{x)  ii';«(jr)e^«(xye*(i:) 
ii«.(j:)  iiî«(i-)  e'î'Cxje^Cx: 

L'auteur  cxaiiiinc*  avrr  détails  (li\crs  ras  intrressanls  on  se  raltacliant  à  drs 
travaux,  connus  et  compris  coiiinic  cas  particuliers  dans  Tcquation  générale. 

lielinimi  (£*.V   —    Les   couches  de   niveau   oleclromagnélique. 

1^9  actions  électromagnétiques  donnent  lieu  à  des  surfaces  et  à  des  cooches 
de  niveau  comme  le»  forces  newtonicnnes.  Après  avoir  rappelé  les  formoles, 
déjà  d«>nnt!vs  par  lui,  qui  fournissent  les  systèmes  de  courants  constaots  et 
formés  dont  l'action  est  la  même  que  celle  d'un  corps  magnétique  donné,  raotw 
se  place  ilans  le  ca^  particulier  où  les  composantes  x,  ^,  7  du  moment  magoétiqoe 
en  un  ^toint  (x,^>s  «)  dérivent  d'un  potentiel  9,  d'après  les  formules 


a  =r 


1      0-9 

• 


i- 


_  I      ôo 


eu  >up|.x>sant  en  outre  que«  dans  tout  l'espace  S  occupé  par  le  corps  magnétique, 
KH\  ait  rét|uation  de  Laplace 


{)*  9        (>-  9        (>*  9 


ri.  .l\^ut^^'  p.irt. 


Ofi 


Oz* 


=  o. 


(>. 


XI-  ' .\  xvnl.  r  «jiii  limite  l'espare  S.  II  n'sultr  alors  soit  J'un  iheormie  lic 
r,'.xK,.M.  X.  i;  IV.  lU'-  «II"»  l'»rriiul«*s  tic  raulcur,  (jui'  Ic>  couranls  liu  syxlr-ine  m'h: 
•  >:ix  xu    l.i    x.j;".i,\'  S.  qu'il*,  s'y   riu'iivcnt   suivant   les  courbes   9  —  «i.nxl.  *^^ 

I 


I         ():. 


\-  0\ 


.  \     ^.   '.'.[.     i  II  11   rm.ile  .lia  Mirlace  ç     :  ronsl.  L'aoliMn  tlorn..m,<::iv  tijO' 
■  i     •  '.  ••  X    !•  1  ,x|Mre  S.   ol  «ians  riiitéricur  do  cet  o>paro,  le*.  .  .<inj'«.'*jo'.c< 
...    ^-     !      ;■  ..r:Ki.;n.lmuo  «itiiU  icspeclivoinont 


''r 


l       .  ..^       :    ..'îxi  .,11  tlicuri  lin;  *«iiivaiil  : 

v^  .  .-..•)•■  «•<  l'.'îoulMJlo  i'leilroma;;riéLi«|ur  dun  »»nxI.  m-I"  »]■;  ."nrjui* 

.     ^    ■   .,    >.    ;.   M  ^1  oni»tri»|no  »lo  lit;rio>  dr    [ovrv  rxlonroro^  r<  l.iti»''' 

.  ■  >     ..   :  ..r '..i^tMiit  I  o>paor   iiiniii   cn  doux    rosion<  S   tl  >  .  il  ni  '■ 

..     ,,    ;•   :Mi"    .iiMMiM'-    pailir  do   r.  Si    l'on    fait   parr.Mirir  r- rf.    -iiM^-' 
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par  lin  système  de  courants  (solénoïdc  neutre),  dont  l'intensité  spécifique  (de 
superficie)  soit 

I  _  _L  ^ 

~  /,^  os' 

N  étant  la  normale  aux  surfaces  ç  =  const.,  l'action  électromagnétique  de  ce 
système  est  nulle  dans  tout  Tespace  S'  et  est  identi(|ue,  dans  tout  l'espace  S  à 
celle  du  système  primitif  F.  » 

Les  surfaces  homofocales  du  second  degré  présentent  une  remarquable  appli- 
cation de  ce  théorème,  et  les  résultats  présentent  la  plus  grande  élégance 
lorsque  l'on  suppose  successivement  (juc  les  lignes  de  courbure  ou  les  généra- 
trices rectilignes  de  l'hyperboloïde  à  une  na[>pe  sont  parcourues  par  des 
courants. 

Krause.  —  Sur  la  Iransfornialion  des  fondions  liyperellipliques 
de  premier  ordre,  (i  j.'^-iSo). 

Des  travaux  de  >L  FIcrmite  et  d'autres  savants  sur  la  transformation  des 
fonctions  hyperelliptiques  de  premier  ordre,  il  résulte  qu'on  peut  représenter 
les  fonctions  0  transformées  pour  une  transformation  <{uelcoii(|uc  du  /i'*""  degré, 
abstraction  faite  d'un  facteur  commun,  comme  des  fonctions  entières  des 
fonctions  primitives  0,  du  «•*«•  degré,  et  contenant  un  certain  nombre  de  con- 
stantes linéairement.  Hrioscht  a  donné  une  déterminatifm  de  ces  constantes, 
l/auteur  se  propose  d'exposer  une  antre  méthode  de  détermination  au  moyen 
de  laquelle  ces  constantes  deviennent  «les  fonctions  rationnelles  des  fonctions  8, 
soit  primitives,  soit  transformées,  quand  les  arguments  prennent  la  valeur 
zéro.  L'avantage  de  cetie  méihode,  c'est  qu'elle  donne  en  même  temps  le 
moyen  de  déduire  autant  de  rapports  modulaires  (jue  l'on  veut  pour  un  degré 
quelcon({ue  de  transformation. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  surfaces  du  Iroisîùme  ordre.  (181-200). 

L'objet  du  Mémoire  e-^t  la  construction  d'une  surface  du  troisième  ortire 
définie  par  dix-neuf  f>oints. 

La  méthode  consiste  dans  l'emploi  des  homographies  et  des  involulions 
d'ordres  supérieurs.  Dans  la  première  I*arlie.  M.  Le  Paige  rappelle  la  con- 
struction ponctuelle  de  la  cubique  pauche  passant  par  six  points,  et  traite  divers 
problèmes  relatifs  à  i'involiition  ou  à  riiomographie  sur  une  cubique.  Dans  la 
seconde  Partie,  l'auteur  s'oc<-upe  de  la  construction  qu'il  s'est  proposée.  Il 
s'appuie  sur  le  théorème  fondamental  que  voici  : 

«  Si  un  tétraèdre  se  déforme  de  telle  façon  que  trois  de  ses  faces  passent  par 
trois  droites  fixes,  tandis  que  la  (piatrième  reste  tangente  à  une  surface  de  la 
seconde  classe  2,,  et  que  trois  de  ses  sommets  parcourent  trois  droites  concou- 
rantes formant  un  trièdre  dont  les  faces  soient  tangentes  a  2^,  le  quatrième 
sommet  décrit  une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  les  trois  droites 
fixes  et  par  le  sommet  du  trièdre.  » 

M.  Le  Paige  indique  ensuite  la  solution  des  problèmes  suivants  : 

'<  Section  d'une  surface  du  troisième  ordre  par  un  plan  quelconque,  quand  on 
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connail  de  Id  Mirfucc  Irois  droites  cl  sept  points:  ou  bien  une  droite,  trois 
groupes  de  trois  points  en  lii;ne  droite  et  six  autres  points;  ou  bien  une  droite, 
trois  points  en  lii;ne  droite,  et  douze  autres  points. 

«  Ct)n>lruclion  d'une  surface  du  troisième  ordre  dont  on  connaît  trois  points 
en  ligne  droite,  et  sri/e  autres  points;  ou  bien  dix-neuf  points;  ou  bien  quatre 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite,  et  sept  autres  points.  » 

Il  résulte,  en  soniriic,  des  eon^truetions  de  Tautcur  que  l'on  peut,  dix-neuf 
points  étant  doinit-i  d<iii>  l'espace,  eonstruire  linéairement  autant  de  points 
(|ue  Ton  veut  de  la  seriion  faite,  dans  la  surface  cubique  déterminée  par  ces 
points,  par  un  plan  qui  passe  par  un  des  dix-neuf  points  donnés. 

L'auteur  reconnaît  <|ue  les  cotistrurtions  qu'il  emploie  sont  un  peu  longues; 
mais  il  faut  bien  convenir  avec  lui  que  dans  un  sujet  aussi  complique  il  parait 
diflicile  d'obtenir  des  résultais  très  simples. 

Pryni  (/.).  —  Une  nouvelle  démonslralion  pour  la  formule  0  de 
Rieniaun.  (2 10-21 5). 

Il  s'agit  des  fonctions  0  à  plusieurs  variables. 

L'auteur  a  déjà  donné  deux  démonstrations  de  cette  formule:  celle  qu'il  pré- 
sente ici  est  conçue"  dans  le  même  esprit  que  celle  de  Jacobi  pour  le  cas  des 
fonctions  ellipli({ues,  et  dont  le  principe  consiste  dans  une  transformation  li- 
néaire simultanée  des  variables  et  des  lettres  de  sommation. 

Prvni  (F.),  —  Déduction  d'une  formule  générale  concernant  les 
(onctions  0.  (2i(i-23g). 

La  démonstration  précédente  de  la  formule  de  Hiemann  conduit  .M.  Prym  à 
une  cénéralisalion  de  celte  formule.   V  côté  de  la  fonction 


m,^^«  m,,_._^«      V        V     «,^.^  m,^m.^.-f-î    V    ^^,^.^ 


f 


m,  —  —  00  //!.,     :  -h  ao 


M.   I*rvtn  a  introduit  la  fotuliori 


(  <^'.  I  •  •  •  i  *»v  ) 

<i.    .p;j.-^,> 

ni,=:  ^  »       m. 

e 


<|iii  se  réduit  ;i   In  préciMlciilc  l(U-.(|iie  toii^  les  £,'  et  tous  les  h  sont  nuls. 

La  fnrnmlc  i;<'-rh'Tale   élablio   pai'   r.iiiloiir    >e   rajq»orle  à   cette   fonrlir)n.   qu'il 
rrpr'-rrit*'  ;il»r<''viiitiveinoiit   [>ar 


\f'\  \h,  ...  h^A 


;■ 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  i45 

Voici  celte  formule  : 

(r''5)/'Sr((r£^(':'))2r((rM(^)))...S?((ra^''))) 


((ri^(')))S7l    _^„    |((r.''M)...2r|    _,„,    l((/v(«))), 


Le  nombre  r  est  un  entier  positif:  les  quantités  ru  et  t»  (ou  v  et  ri/)  se  dé- 
duisent les  unes  des  autres  par  une  substitution  orthogonale  à  laquelle  Tauleur 

rattache  les  nombres  entiers  a  et  3   par  des  considérations  arithmétiques  élé- 
mentaires, mais  que  nous  ne  pouvons  rapporter  avec  détail. 

Krazer  (A.)  et  Prym  (F.),  —  Sur  la  généralisation  de  la  for- 
mule de  Rieniann  relative  aux  fonctions  0.  (240-276). 

Une  transformation  linéaire  orthogonale  effectuée  à  la  fois  sur  les  variables 
et  les  lettres  de  sommation  est  l'origine  de  la  formule  établie  ci-dessus  par 
M.  Prym.  Jacobi  et  Hosenhaim  ont  eu  à  considérer  une  pareille  substitution 
orthogonale,  mais  qui  offrait  ce  caractère  remarquable  d'avoir  un  déterminant 
symétrique 

Voici,  en  effet,  cette  substitution  : 

^(>)  _  x'O  —  x'-')  -+-  x^*)  =  7y(*\ 

Néanmoins,  ce  n'est  pas  cette  symétrie  du  déterminant  de  la  substitution 
qui  constitue  le  caractère  essentiel  de  cette  substitution;  ce  qui  la  caractérise 
aux  yeux  des  auteurs,  c'est  que  les  premiers  membres  sont  congrus  entre  eux 
suivant  le  module  2. 

De  là  le  problème  suivant  : 

"  Trouver  toutes  les  substitutions  orthogonales  à  coefficients  entiers,  relatives 
à  n  variables,  et  dont  les  premiers  membres  soient  congrus  suivant  un  même 
nombre  r.  » 

A  chaque  valeur  de  n  correspond  une  solution  entièrement  déterminée. 
Ainsi,  lorsque  n  =  2v  -f-i,  on  trouve  que  r  =  n  —  2v-hi:  lorsque  n  =  av,  on 

trouve 

n 

r  r=  —  —  V. 

■2 

MM.  Kra/or  et  Prym  étudient  alors  la  formule  qui  correspond  à  une  telle 
transformation  orthogonale,  et  ils  retrouvent  en  effet  les  propriétés  et  les  ca- 
ractères e<'irnliels  de  la  formule  de  Hiemann,  qui  rorrespcmd  au  cas  particulier 
de  n  -    \. 

Sfeen    (A.),    —    iSote    sur   certaines  équations   différentielles  li- 
néaires. (  y.'" -9.^0). 


k^M^P»  n^^^  ^^Mor  psor  toalc*  lc«  * 


^1,     >,i  —     ».. 


r  <i»  fonctions  liypr- 


■s^trimablej 


^  looiF  da  Aria  \i 


--^=z^  =  n[- 


Ul      "3 


e  itcMimïwr.  ri  p 


M&u^JJ»     Il  Mil  "liai  -MMBf       ^■>~Ï9>»  I. 
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Soil  une  équation  différentiel  le  linéaire  d'un  ordre  m  quelconque;  P,, 
^»>  •••>  ^m  ^^s  coefficients;  \  et  Y  la  variable  et  la  fonction;  on  effectue  la 
transformation 

dx  „ 

—  =  ji,        Y  =  uy. 

où  pi  et  a  sont  deux  fonctions  arbitrairement  clioisies  de  X,  et  a:,  y  la  nou- 
velle variable  et  la  nouvelle  fonction.  L'équation  différentielle,  par  cette  trans- 
formation, se  change  en  une  autre  dont  yo,,  /?,,  ...,  p^  seront  les  coefficients. 
Cela  posé,  on  appelle  invariant  absolu  de  Téquation  différentielle  une  fonction 
/des  P  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  X  telle  que  Ton  ait 

l'invariant  est  seulement  relatif,  si,  au  lieu  de  Tidentité  précédente,  on  a 

Ces  invariants,  dont  la  théorie  se  développe  chaque  jour,  ont  trouvé  une 
belle  application  dans  le  beau  Mémoire  de  l'auteur  Sur  la  réduction  des  équa- 
tions linéaires  aux  formes  intégrables,  que  l'Académie  a  honoré  du  grand 
Prix  des  Sciences  mathématiques.  Au  point  de  vue  géométrique,  ils  se  ratta- 
chent aux  propriétés  projectives  des  figures  et  ne  diffèrent  pas  de  ces  invariants 
différentiels  dont  la  théorie  des  courbes  planes  et  celle  des  courbes  gauches  ont 
donné  les  premiers  exemples. 

Voir,  par  exemple,  Halphen,  Thèse  sur  les  invariants  différentiels  et,  dans 
le  Journal  de  l'École  PolytechniquCy  Sur  les  invariants  différentiels  des 
courbes  gauches* 

Dans  le  présent  Mémoire,  Tauteur  se  propose  de  traiter  avec  détail  la  théorie 
des  invariants,  pour  le  cas  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre. 

Ce  cas  du  quatrième  ordre  est  étroitement  lié  avec  la  théorie  des  invariants 
différentiels  des  courbes  gauches. 

En  effet,  tout  invariant  de  Téquation  du  quatrième  ordre  peut  être  exprimé 
à  l'aide  d'un  sj'stème  fondamental  d'intégrales  Y,,  Y,,  Y,,  Y,,  et  ne  change  pas 
si  l'on  effectue  un  changement  de  système  fondamental,  c'est-à-dire,  si  l'on 
effectue  une  transformation  linéaire  des  quantités  Y,,  Y,,  Y,,  Y/,  il  suit  de  là 
qu'un  tel  invariant  est  un  invariant  différentiel  de  la  courbe  gauche  dont  les 
coordonnées  homogènes  sont  proportionnelles  à  Y,,  Y,,  Y,,  Y^. 

Si  l'on  effectue  la  transformation 

Y  r-  uy, 

toutes  les  fonctions  Y,,  Y^,  Y„  Y^  sont  multipliées  par  un  même  facteur,  le 
point  ne  change  pas;  si  l'on  change  de  variable  par  la  formule 

dx 

la  courbe  ne  change  pas.  On  voit  donc  que  la  théorie  des  invariants  d'une  équa- 
tion du  (ïuatrièmc  ordre  coïncide  avec  relie  dc<  propriétés  projectives  infinité- 
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simules  d'une  certaine  courbe  gauche,  dont  Tauteur  dit  qu'elle  esl  attachée  à 
l'équation  différentielle. 

Cette  remarque  fournit  une  méthode  pour  trouver  des  invariants  diffé- 
rentiels; pur  cx(Mnplc,  l'un  d'eux,  que  M.  Halphen  représente  par  V,  égalé  à 
zéro,  exprime  (|uc  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  appartiennent  à  un  même 
complexe  linéaire. 

Cet  invariant  V  est  h*  plu?>  «impie  que  Ton  puisse  former;  il  peut  servir  à 
former  tous  les  autres.  D'abord,  si  l'on  circrtuc  la  transformation 

;J;---(3o\)'..        V  -  V-îe   /"""r,. 
l'équation  dilTérenliellc  devient 

I-.es  quantités  H,  K  s(Mit  dos  invariants  absolus,  et  leurs  dérivées  par  rapport 
à  ^  engendrent  une  double  série  d'invariants  absolus.  En  posant 

q>  A 

V(3oV)3  V(3oV)» 

les  ({uantités  q>  et  A  sont  des  invariants  entiers,  dont  M.  Halphen  donne  l'ex- 
pression. Ces  tnus  invariants  V,  *l>,  A  peuvent  servir  à  la  formation  d'une 
suite  d'invariants  par  le  moyen  desquels  tout  invariant  s'exprime  rationnelle- 
ment. I^a  considération  des  di'ux  équations  qui  conviennent  à  une  cubique 
gauche  Conduit  à  un  nou\el  invariant  .v,  du  septième  ordre  par  rapport  aui 
intégrales. 

L(»rs(|uc  l'on  passe  de  la  <léfinitiori  duiic  courbe  gauche  par  ses  points  à  *4 
(IrrmiliMn  j);»!*  s«-s  phni>  o>(  u!,itriirs.  on  r(.'(*oun<ill  (lu'clb'  se  trouve  atl;»«litV  en 
ri-.tlilf  à  <l('ii\  i'(|Ucilinri>  du  »|iialrit  iiu'  orilrr;  «(.'n  d«nix  ••(|uali(.>ns  ^'MiI  'iil'-^ 
(ii/jOtnfcs  liirjr  à  raiilrc  (i'r^t  à  Laiiiiiimc  qu'csl  <lu«'  la  rniisi«l»'rali')n  'le  1  ' - 
qiiali'Mi  a-Ijoiiiir.  \V(>r  le  sv-,!!-!!!»^  <l«>  Narial>!c*«  ;,  r,  driinio  plii^  haut,  ifiinj- 
I  loii  ailjoiiih*  a  la   tnriiic 

...  .11  ..     ,  ,  )         ..-  Kt.  --.  ... 

Le  (M-  (je  \  -  ()  <rlia|»|>('  à  «clh-  t raiisloriiialion.  >îai>«  ab»rs  on  pcul  Iruuv 
(ormcr  rt''i|iial  i<>u  (lan««  -■>n  afijoiiilc,  <e  (jui  rorri^spnml  à  celh*  pr«^prii'l*' : 

f,rs  (fr<)ilr\  d'un  cotii  j>l(\rr  /in  ru  ire:  f/ni  ont  une  t^m'cloppr  ffHfnnit  une 
fi L^urc  i/ui  rsl  liciiHinjuc  <i  rllr-nivuic. 

L«'  cas  irii|H»rlaiJt  «ni  il  cxi'^'tc  cnlro  Ic-^  inl<-i;ralcs  une  rolnlion  <iiiH(lraliqni' e>l 
liait"'  avcr  (l<-lail  y.\v  raiit<'iir.  Il  nHroiivr  plu<ioiirs  r«-<.wltals  dii-^  à  M.  (ii'Ur>âl. 
et  «^l  cnruiiiil  à  <li\cr>  l\|.(<  inl«i«xs;uiU  d'-iinatinns  »liir('T«^nli<'llf^-«.  ijni  ont  He> 
li(^ns  (tiniu  ,\\vr  la  »  .Itlirc  ((jii.ilioFi  do  I^aiin-.  Cilon-^  à  litre  d'ext-mplcs  Ir>  rii* 
suivante  : 

Lor^irpi'ii  (Ai-h-  une  F<lali'»ii  ijuadral  i(|iic  rnlio  l(»s  inlt-:;ral<;>.  «l  qucii  milrr 
linvariaiil  \  e-^t  nul.  r<<jiial  i<»Fi  dlIfiTciil  i«dl«'  ♦^,1  r«'du(iil.)lc  an  i-a<  do  r>if?i- 
rifMiU  rnii^slant-'. 
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Lorsqu'il  existe  deux  relations  quadratiques  eatre  les  intégrales,  la  courbe 
attachée  est  une  biquadratiquc,  et  l'équation  différentielle  est  alors  de  la  forme 
suivante,  avec  les  notations  de  M.  Weierstrass, 

Les  fonctions  elliptiques,  comme  on  s'y  attendre,  fournissent  l'intégrale 

de  cette  équation.  Citons  encore  l'équation 

y»»— .'i(/i»+/i-4-3)p(M)>'''  — ion(/i  -4-i)p'(M)r'  +  3^,^'  ^  0. 

Pour  n  =  -  la  courbe  attachée  est  une  biquadratique  unicursale;  et   d'une 

façon  générale,  quand  n  est  entier,  cette  équation  a  son  intégrale  uniforme  et, 
par  conséquent,  est  intcgrable. 

G.  K. 


TiiSiQSi-— 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  dks  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  C;   i885  (»). 

N**  I  ;  5  janvier. 

Callandreau.    —    Sur    la   constitiilion    inlérieure   de    la    Terre. 

(3--40). 

Les  principales  hypothèses  sur  la  loi  des  densités  à  l'intérieur  de  la  Terre 
sont  difficilement  conciliables  avec  les  données  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion;  il  est  probable  même,  comme  l'a  montré  M.  Tisserand  {Bulletin  astro^ 
nomigiie,  i88'|)  qu'on  ne  pourra  pas  établir  l'accord  cherché,  même  en  adop- 
tant   l'aplatissement  — r— ?•    M.    Callandreau   montre    que    les    prévisions    de 

M.  Tisserand  sont  confirmées  dans  le  cas  très  étendu  où  les  courbes  représen- 
tatives de  la  densité  tournent  leur  concavité  vers  l'axe  des  abscisses. 

Poincaré,  —  Sur  une  généralisalion  du  théorème  d'Abel.   (/{o- 

42). 

Soient /=  o  une  surface  algébrique  d'ordre  m;  {x^^  y^,  z^)  un  de  ses  points 
d'intersection  avec  une  courbe  gauche,  intersection  complète  de  deux  surfaces 
(p  =  o,  9,  =  o  de  degrés  «  et  />;  {x^  4-  dx^,  y^  -\-  dy^y  z^  -4-  dz^)  un  de  ses 
points   d'intersection   avec   une   courbe   gauche    voisine   de   la    première.    On 


(«)  Voir  Bulletin j  I\^,  p.  li;. 
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il  lira 


—  -^v 

V  --.  I 


▼     -     -  -^  —  —  o. 


—  \ 

V  =  1 

F  et  Q  désignant  des  polyn<Wiies  de  degrés  m  -h/?  —  4  et  ni  ^  n  —  4  en  x,  v, 
z,  et  A  le  déterminant  fonctionnel  de/,  »,  9,. 

Quand  la  courbe  gauche  n'est  pas  une  intersection  complète,  la  relation  enirf 
les  différentielles  dx^,  dy^^  dz^  est  beaucoup  plus  compliquée.  M.  Poincaré 
étudie  le  cas  particulier  d'une  cubique  gauche,  pour  donner  une  idée  de  la 
manière  dont  le  problème  devrait  être  traité  dans  le  cas  général. 

Kantor  (S.),  —  Sur  une  méthode  pour  traiter  les  transformations 
périodiques  univoques.  (4^^-44 )• 

Si  une  surface  représentable  point  par  point  sur  le  plan  est  telle  qu'il  existe 
entre  ses  points  une  correspondance  univoque  et  périodique,  son  image  fournira 
dans  le  plan  une  transformation  univoque  de  Cremona.  Il  suffit  donc  de  con- 
naître une  telle  surface  et  le  mode  de  correspondance  de  ses  points  pour 
découvrir  dans  le  plan  des  transformations  univoques  périodiques  (c'est-à-dire 
formant  un  groupe  fini). 

L'auteur  remarque  que  ce  principe  se  généralise  de  lui-même  et  donne  des 
transformations  portant  sur  plus  de  deux  variables.  Soit,  par  exemple,  une 
variété  à  trois  dimensions  représentable  point  par  point  sur  l'espace  ordinaire, 
mais  planant  dans  un  espace  à  plusieurs  dimensions,  et  telle  qu'il  existe  entre 
ses  points  une  corn'sj.MiKhuirc  miivu([ur  cl  pOriodique.  Kn  diversifiant  I»*^ 
nioilrs  (!«'  ro[»n-soiilalinn,  ou  olttii'iidiM  iI.hjs  Irspace  ordinaire  une  s«''rie  de 
lr;msformalii>Ms  jM-nodiqucs  éqiiivdlriilfs  enlrj"  elles. 

M.  Kanlor  t-iiom  e  on  Urriiinaiit  le>  résultats  auxquels  conduisent  les  surfaci»* 
nq)roduilrs  par  des  homo;4rapliir.s  de  le^paee  à  <|ualre  dimensions. 

/hf/ir/fi.     -      Sur    la    lliroric    de    riiidiKiion     ('•lectrodvnainique. 

La    llieoiie   ilii  /mfrntir/   tlicrmndvnnniitjtie  f>erinct   de  donner  une  Héninn 

stiMtion  iluonreusc  dr  l.i   loi    iiil«'':irale  de  l'induetion.  exprimée  par  la  formule 

d<-  \ruiii.iiin 

.IV 

'■     "  Tr 

où  1!  de-^iuiie  la  lone  eleeliom(»tri(e  d'induelion  cl  P  le  potentiel  «deetrodynâ- 
nii.|ue  tie  l'indu»  leur  sur  l'induit,  ee  dernier  étant  traversé  par  un  rourdfit 
d  iMleusiti-    I. 

I.a  loi  «  Irîiieul.iii  e  île  l'inilutlion  nesl  pas  eneorc  er)nnue.  Ilelinholtz  a<lniol 
(|u  ell«'  «  st  la  Miriui"  i|ii(^  l.i  loi  intéf^rale.  La  théorie  du  poteuliel  tliennod>n.i- 
ini.|in>  ni-oitK"  .|ii'\  ['oin    d»'u  \  «léinenl^  de  eourant.  il  existe  en  elTet  un  jn-fcii- 
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liel.  La  partie  de  ce  potentiel  qui  dépend  des  intensités  ne  diffère  de  la  forme 

proposée  par  Helmholtz  que  par  un  terme  égal  à  ii'  - — — ,  »    Il  étant  une  fonction 

de  la  distance;  c'est  la  seule  fonction  qui  reste  indéterminée  dans  la  formule 
fondamentale  de  l'induction. 

Fournier.  —  Théorème  nouveau  sur  la  dynamique  des  fluides. 

(47-5o). 

Relation  générale  entre  la  vitesse  et  la  pression,  qui  caractérise  la  circula- 
tion horizontale  dans  les  liquides  et  dans  les  gaz.  Application  aux  cyclones. 

N°  2;  12  janvier. 
Kantor(S.)»  —  Théorie  des  Iransformallons  périodiques.  (95-97). 

Cette  Note,  déposée  sous  pli  racheté  en  i883,  résume  les  travaux  de  l'auteur 
sur  les  transformations  périodiques.  Toutes  celles  de  ces  transformations  qui 
sont  quadratiques  et  portent  sur  plusieurs  variables  y  sont  distribuées  en  huit 
classes  et  quarante-huit  formes  isolées. 

Léçy  (L,).  —  Sur  certaines  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  (98-100). 

Soit  l'équation 

â'z  âz        .  âz 

(i)  ■T—Z--^^i ^-^l \-cz~o, 

Ox  ày  ox  Oy 

où  a^b,  c  sont  des  fonctions  données  de  a:  et  ^'.  Si  l'on  pose,  avec  M.  Darboux, 

ôz 

z  =z  az  -\ — --♦ 
Oy 

l'équation  (i)  se  transforme  en  uue  autre  de  même  nature,  et   les  deux  quan- 
tités 

h  —  ao  —  c  -h  -—} 
Ox 

fc  z=z  ab  —  c  -{-  -T- 

Oy 

sont  des  invariants. 

.M.  L.  Lévy  effectue  la  substitution 

z  —  (rt  -+-  a)s  H , 

Oy 

qui  transforme  l'équation  (i)  en  celle-ri 

O'z'  ,0z'       .,0z' 

{2)  - — -  -V-  a'  —--hb  —--{-c'z  =  (>, 

Ox  Oy  Ox  Or 


CallnntlrtnH.  —  Addiiïcin  à  iJcus  Notps  ptrci^deales  rosc^raiBl' 
la  iHéorie  <lr  la  fignro  ci'-s  pUnèlcs  et  de  la  Terre.  (i63-i64)- 

L'«atRiir  «uminp  le  rat  nO  U  diminiitian  de  1«  fncDtiressitiiiiri'  i  l'iRirrinr 
d«  IVIlipsoNn  dnjdr  »nait  plus  lapide  i|i»  ae  l'anl  iiup[iu*t  I^iiUvir  «t  M,  R'>t^ 
en  tortr  i|ur  ta  dr.riréii  d«  U  pmfon  comidAriïn  ranima  fimrtiDii  dr  li  iIsmI' 
ruricnii  plu*  rapidemFnl  que  1p  rarr^  de  lu  drniiti^.  Cctic  liiipnilxti-  nrfiuit 
tuppraer  cuiicirH  la  cuurtw  de<  drunib^t. 


Liouville  {tt.).  —   Sur  ([uel<:[ues   lr.iii!>rnriii;itii)ns   nuii 
«iqituLiorm  linifuiri;»  uns  dérivées  partit^ll^ï.  fHiU-iyof. 
n  ir^  gtnfmle  1' 


cti<'( 


D'une  tnniforiuation  ir^  gtnfmle  l'auteur  dtduit  deux  lli^or^met  quipo- 
meltent  do  tornier  IuuIm  Ifs  équBtioni  lindiliri  du  second  iinlrr  dnei  IliU- 
grale  conlinnl  au  cuoint  oue  funclion  arbitraire  lidgAig^'?  du  signe  /.  M.  Mirais^ 
kvait  dvpuia  liiuKlemps  signale  lu  possibilité  d'nrrivrr  ^  un  fi^n-il  fftultjl  jimt 
le  ras  particulier  des  équatintis  de  lu  forme  i      X:. 


Picar'i.  —  Sur  une  clusse  d'é(|iiutions  aux  ili'i 
premier  ordre,  («.'ii-aii.)). 
ïUanI  diinn^e  IVquallon  aux  dMstti  parciellci 


/(".^•l)^" 


i  pai-lirlltti  ^  ^ 


nù/cM  un  priliUilmi:   .le  dcgn'  m,  peiH-on  l'intéjîrer  en  prenant 
(Onrtion  unifotnie  quadruplemcnt  périodique  de  x  et^? 

Si  reltc  inli^griilinn  est  pnssihlen  les  cniirdonuées  d'un  point  de 


(supposée  n'avnir  i|u«  des  lîngulirités  ordinaii-eâ]  s'ct primeront  par  dr^W 
tions  (|itiidniplenir>nl  périodiques  de  drua  paramftres,  el  A  un  point  qudrotqx 
(h,  l'p  IV)  ne  rorrcîpnndra  qu'nn  syslénie  de  valeur»  de*  paramétres.  al»tr»«»« 


^^ 
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circonstances  peuvent  se  présenter.  Soient  alors 

''"•  "^  B  du  -  A  f/v'         r^"'  ^'  B.  du  -    \.  di' 


r^"''''lidu-\dv        r 


w  *^  Jw 


/; 


les  deux  intégrales  de  première  espèce  que  devra  posséder  la  surface;  celle-ci 
sera  nécessairement  du  genre  i.  Soit 

l'équation  de  la  surface  adjointe  d'ordre  m  -—  4*  Si  A  et  A,  sont  de  la  forme 

A   =  (av  + pw)Q(w,  i^,  w), 
A,  =  {yv-^  6w)Q(a,  V,  w)y 

a,  p,  Y)  ^  étant  des  constantes,  l'équation  (i)  admettra  pour  solutions  des  fonc- 
tions quadruplement  périodiques  de  deux  paramétres. 

M.  Picard  donne  du  môme  problème  une  autre  solution,  qui  dispense  de 
passer  par  la  recherche  préalable  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  pre- 
mière espèce. 

Goursat.  —  Sur  un  cas  de  réduction  des  équations  linéaires  du 
quatrième  ordre.  (233-235). 

Ce  cas  est  celui  où  la  courbe  gauche  attachée  à  l'équation  est  située  sur  la 
surface  développablc  du  quatrième  ordre  ayant  pour  arête  de  rebroussement 
une  cubique  gauche.  Les  équations  de  la  cubique  gauche  étant  mises  sous  la 
forme 

réquation  de  la  développable  sera 

iy^y,  —y. y, Y  —  ^{y^y^  -yl){y.y,  -yl)  =  o. 

On  peut  former  des  équations  du  quatrième  ordre  dont  les  intégrales  vé- 
rifient cette  relation.  Si  Y  est  l'intégrale  générale  d'une  équation  du  second 
ordre,  l'équation  du  quatrième  ordre  qui  admet  l'intégrale 

OÙ  p  Cl  q  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  répondra  la  question. 

Ce  résultat  peut  être  généralisé  : 

Si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n  -t- 1,  à  coefficients  uniformes, 
vérifîent  une  relation  dont  le  premier  membre  est  identique  au  discriminant 
d'une  forme  binaire  d'ordre  /*,  elle  admet  l'intégrale 


V  désignant  l'intégrale  générale  d'une  équation  du  second  ordre  dont  les  coef- 
ficients sont  uniformes,  amsi  que  /?,,  />,,  . . .,  />^,. 

DulL  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XL  (Août  1887.)  R.  la 


lOi  SECONDE   PAUTIE. 

Plus  généralement,  si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  à  coefCcients 
uniformes  vérifient  une  relation  dont  le  premier  membre  est  identique  au  dis- 
criminant d'une  forme  algébrique  à  p  variables,  ses  intégrales  sont  des  fonc- 
tions entières  à  coefficients  uniformes  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  p  à  coefficients  uniformes  et  de  leurs  dérivées. 

Liouville   (/?.).    —    Sur    les   formes   inlégrables   des    équations 
linéaires  du  second  ordre.  (235-237). 

L'auteur  démontre  deux  nouveaux  théorèmes  sur  la  possibilité  de  former 
toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes 
qui  s'intègrent  par  des  formules  contenant  deux  fonctions  arbitraires  dont 
l'une  au  moins  est  dégagée  du  signe  /.  Ces  théorèmes  se  rattachent  aux  pro- 
priétés de  la  forme 

(i's  _  &i^ 

Oy        Ox 

que  l'on  peut  toujours  attribuer  aux  équations  du  second  ordre,  et  où  ç  et  v{/ 
sont  des  fonctions  linéaires  de  linronnue  principale  et  de  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

N®  ri;  '),  février. 

ResaL  —  Sur  le  roulement  des  surfaces.  (260-265). 

Mannlieim.  —  Représentation  plane  relative  aux  déplacements 
d'une  figure  de  forme  invariable  assujettie  à  quatre  conditions. 

(268-271). 

Si  des  points  centraux  des  surfaces  élémentaires  d'un  pinceau  de  droites  on 
élève  des  normales  à  ces  surfaces,  ces  droites  sont  les  génératrices  d'un  conoïdc 
de  Plucker.  Le  pinceau  se  représentera  de  la  manière  suivante  : 

Si  dans  un  plan  passant  par  un  rayon  du  pinceau  on  porte,  sur  des  perpen- 
diculaires à  ce  rayon  élevées  des  points  centraux  des  surfaces  élémentaires,  et 
à  partir  de  ces  points,  des  longueurs  égales  aux  paramètres  de  distribution  des 
plans  tangents  à  ces  surfaces,  les  extrémités  des  longueurs  ainsi  portées  sont 
sur  une  circonférence  C  qui  passe  par  les  foyers  des  rayons.  D'un  point  de  C, 
on  voit  l'arc  compris  entre  deux  de  ces  points  sous  un  angle  égal  à  celui  que 
font  entre  eux  les  plans  centraux  des  surfaces  élémentaires  dont  les  poinl> 
centraux  sont  les  projections  de  ces  deux  points  sur  le  rayon. 

M.  Mannheini  montre  comment  la  circonférence  C  représente  tout  ce  qui  est 
relatif  aux  axes  des  déplacements  d'une  figure  invariable  (f)n  sait  que  le  lieu 
de  ces  axes  est  un  conoïdc  de  Pliirkcr). 


N"  6;  C)  février. 

Kanlor  (S.).  —  Sur  une  ihéoiic  des  courbes  el  des  suilace^  ad- 
mettanl  des  correspondances  uiiivoqucs.  (3v)-.^i5). 
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Toute  correspondance  univoquc  entre  les  points  d'une  courbe  algébrique  de 
genre  supérieur  à  2  est  contenue  dans  une  transformation  birationnelle  de  tout 
le  plan.  On  peut  même  démontrer  que  les  courbes  de  genre  i  et  celles  de 
genre  2  ne  font  pas  exception  à  cette  bu. 

Toute  courbe  de  genre  supérieur  à  i  et  telle  qu'il  existe  entre  ses  points  une 
correspondance  univoque  correspond  point  par  point  à  une  courbe  où  la  cor- 
respondance est  contenue  dans  une  transformation  à  six,  sept  ou  huit  points 
fondamentaux,  ou  dans  une  homographie,  ou  dans  une  transformation  de 
M.  de  Jonquicres  dont  les  deux  points  fondamentaux  d'ordre  n  —  1  coïncident. 
Ces  transformations  forment  d'ailleurs  un  groupe  fini. 

Poincaré.  —    Sur  Tcquilibre  d'une  masse   fluide   aninrif^e   d'un 
mouvement  de  rotation.  (346-348). 

Outre  les  figures  ellipsoïdales  bien  connues,  il  y  a,  pour  une  masse  fluide 
homogène  soumise  à  la  loi  de  Newton  et  animée  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  axe,  une  autre  forme  d'équilibre  qui  consiste  en  une  surface  annu- 
laire de  révolution  analogue  à  un  tore. 

Tel  est  le  r^ultat,  simplement  énoncé  dans  le  Traité  de  Philosophie  natu- 
relle de  MM.  Thomson  et  Tait,  dont  M.  Poincaré  retrouve  la  démonstration. 

En  supposant  la  vitesse  angulaires  très  faible  et  les  dimensions  de  la  section 
très  petites  par  rapport   aux    distances  à  Taxe,    l'auteur  établit  que  la  méri- 

dienne  peut  être  assimilée  A  une  ellipse,  dont  l'aplatissement  serait  -7 — 

^^ 

Si  u»  est  supérieur  à  \''}.r.  (avec  les  unités  adoptées),  il  n'y  a  plus  pour  la 

masse  fluide  aucune  flgure  d'équilibre  stable  possible. 

N**  7;  16  février. 

Slieltjes,  —  Sur  quelques  théorèmes  d'Algèbre.  (439-440). 
I/expressioii 

est  maxima   loi^qu'on  prend  pour  ;,,  ;^,  ...,$„  les  zéros  du  polynAme  X„  de 
Legendre. 
De  même  les  racines  du  polynôme  U„,  défini  par  la  condition 


/ 


«e  j 


''      *  U,„r„f/j-  -  o  (//l;'/i). 


font  acquérir  un  maxifuum  à  l'expression 


-.;*^  5«^.       .    p 


I     ... 

-li-t-"'-*-      -*-'") 

<■  '   •    "   ••'^'"'n(;.-î,)-. 


Flnfin,  parmi  toutes  les  é(|iialions  de  degré  n  dont  les  racines  sont  réelles  et 
comprises  entre  — i  et  -\-\,  celle  (pii  a  son  discriminant  niaximufu  e««t  V  —  o, 
en  posant 

\  I    -  .*J'Z    t    c        >    V^c*. 


SECONBE  PARTIE. 


Picard.  —  Sur  un  thi^orémc  de  M.  Darboux.  (fii8-6ao). 

L'aoleur  élcnil  huk  6t|uatinni.  difTfrcntiMtcH  ilii  pmiiicr  ordre  cl  de  degn 
i|gcl«>niiDc  la  rn^lJiodc  cmptnyép  par  M.  Dnrliuiii   pour  înt^gnu-  1rs  ^ulioM 
du  prcmio'  onfr«  «t  du  prvmicr  dcgn^  di>nl  nn  coaiintl   un  nombre  su/iîmiIi 
wilationt  Blct'bri<iu»  partir  uli^rrs. 

Soil  [Vqoatïnn  du  premier  ordrr 

vfi  P  et  Q  «oot  dw  puljnOniM  de  àefti  ni,  i  iUnnl  U   foncLioD   algibnqnei 
g  ttjr  déDoie  por  11  nrJatiuD  alK^riquc  de  dcgr^  p 


p.  +  ap.CT-f-(3>H--.>p 


Î.U.J-.J)-" 


¥,(jr.^.  i)  =  o. 


î,(*.^.: 


^S)-V-B  = 


Si  tBcniw  tmtrhf.  d'interMcUi»  n'oit  ane  Ugu  BwU^lr  dr  /.  ■ 

A  M  B  Mut  des  poljnûmes  k  dernier  de  degré  m  -t-p  —  t. 
Ola  posé,  si  l'on  déicrraini?  I«  cnnstuiites  a,,  a,, . . ,,  a,  de  ■ 


«lit  ditiublr  pBr/(T..n  :)>   l'intégrale  ^énile 
l'^iuvli'ui/   -  "  l'énuulion 


^SlifUjfs.  —  Sur  tes  polynfimes  de  JacoI>t.  (ôso^uV 
l/é<|uatii>ii 


itlrt'  «»as  la  dm 

X    -  .E-  -  — 
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L'équation  X  =  o  ne  peut  avoir  d'autres  racines  multiples  que  o  et  i. 
Lorsque  a  et  p  sont  positifs^  les  racines  x^,  j?,,  . . .,  ar„  sont  toutes  comprises 
entre  o  et  i,  et  l'expression 

(Ç.Ç....5J«[(î-Ç.)(i-Ç,)...(i-çj]Pn(Ç,-.t)« 

est  maxima  pour  Ç,  =  a:,,  Ç^  =  ar,,  . . . ,  Ç^  =  a?„. 

M.  Stieltjcs  donne  des  expressions  remarquables  des  termes  de  la  suite  de 
Sturm  relative  au  polynôme  X. 

Goursat.  —  Sur  un  cas  de  réduction  des  intégrales  hyperellip- 
tiques  du  second  genre.  (622-624). 

Les  deux  intégrales 

/dt  r    tdt 

v/ïï(7)'   J  v/H(ô' 

où 

se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  par  des  substitutions  rationnelles  du 
troisième  degré,  pourvu  que  l'on  ait 

Les  formules  de  substitution  sont  respectivement 

ôt  —  p 

Laguerre.  —  Sur  une  intégrale  définie.  (624-627). 

Si  u  désigne  une  des  racines  de  l'équation 


a-\-  u       b  -\-  u       c  -\-  u 
l'intégrale  définie 


f. 


"^ ^cosy  -HTj  siny  -H  C 

(a:cos9  H-y  sincp  -f-  5)*-H  (a  —  c)cos'9  -\-  {b  —  r)  sin'ç 


où  l'on  suppose  que  l'élément  difTérentiel  ne  passe   pas  par   l'infini  dans  les 
limites  de  l'intégration,  a  pour  valeur 


b  -h  u 

5C 

c  -\-  u 

y 

Z' 

a  -\-  u       b  -\-  u       c  -h  u  21: 


_£!_    .    __>:! ^*         \/{a-r-u){b-hu){c-^u) 

{a-\-uy     {b-^uy      {c-huy 

La  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  et  la  valeur  du  radical  se  déter- 
minent aisément  par  lu  considération  des  coupures,  lorsqu'on  regarde  succes- 
sivement dans  rinlégralc  x,  y,  -,  a,  6,  c  comme  des  variables. 


iSg  SKCONDl':  1>AKTIE. 

Henry.  —  Les  pôles  du  gyroscope  c\  (Ici 
(6a7-63o). 

Quand  uo  wlidc  de  rcvolutiun  tourne  >ur  son  »■ 

venant  An  >b  roulion  tl  du  mnuvcmrnl  di 

pnrslldei  el  de  un*  conlrairet,  applicgii^s  k  a«u: 

dépendent  <|ue  de  la  Ocuit  du  corpt.  KUes  «cint  parnllirlu  k  l'uie  temttit,  r 

leur  inteniili',  prii|ioi'tiniiiu'lle  a  la  tiles»r  du  iriips  linicnuiit.  ne  dd|icndi{U  ib 


le*  (urccs  de  Curiulîi  pn- 
réduiscnl  t  d««x,  éRiln. 


applicgii^s  A  d«ui  points  fixes  de  l'ite 


Poincaré.  —  Sur  les  fonclioiii^  abéiicnncs.  (785-787). 


lojrti    do  cik'uler  la  Miiuriir   N,   de»   ^    t 
riint  ïux  p  ûqDKtiooi 


On  Miit  i|u'une  runt'tiun  »  d'ordre  m 

X,,  «, x,  cjui  ne  ehuiige  pas  quand 

premières  périodes  et  qui  &e  reproduit  n 


n  augmente  re«  variable»  d' 
illipliéc  par  !«  racicun 


le  ft""  mu 
degré  par  r 
quantités  m 

liplica 
pport 

tour  de 
au..  S,, 

e.,  on  trouve  que  X, 
dont  les  eoeffitienl!  s 
considcrëes  séparément 

■Bl  lin  poly 
ut  linéaire 
et  par  mpii 

ilnie  du  ynaia 
par  rapportiU 

Wpyr{Ed 

)■- 

Sur  lii  ihi'orie  des  inalrices. 

787-7 

89). 

Soient  M 
l  les  degrén 
des  matrice 

<Ie  n. 
M- 

nltiplic 
j...  M  - 

ordre  n  «ux  racin 
È  de  rcs  racines; 
|ij,  SI  -  v-v  La  m 

es  latente»,  [i,,  [Xj 

=,.  P \   '^"^ 

Btrice  M  salisfai 

degrés  df  nalliW 
à  réquïtiiia 

(M- 

-1^.)" 

-(M-!i,)f-?,-. 

.{M 

-:»-. 

jl-i,-, 

-.n. 

Us  nombres  a, 
îurpassw  respecti 

?,.■■■ 

1,.  dont  cliacun 
es  nombres  a.  p. 

..,\ 

Dan 

>leca 

»,.«pe.«« 

Irii-e  M,  >.al 

1  eqiiati <.i 

5faisi.nl  À   .1.1. 

, —  jc^r,;  rtc  M. 
l'iiu.itir.t)  Ai:  "leçi 

C-jir 

nrtrr 

';;„';: 

diilre  c.-.  IJ  » 

snivanl  Tci 

prcssiu 

n  rie  M 
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En  étudiant  la  nullité  des  matrices,  M.  Weyr  a  trouvé  que  le  degré  de  nullité 
d'un  produit  de  matrices  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  degrés  de  nullité  des 
facteurs  et  au  moins  égal  au  plus  petit  de  ces  degrés. 

De  là  on  conclut  Timpossibilité  de  certaines  équations  en  matrices.  Soit  par 
exemple  N  une  matrice  admettant  zéro  pour  racine  d'ordre  a,  et  soit  a, <  ai  le 
degré  de  nullité  de  N  :  il  est  impossible  de  déterminer  une  matrice  X,  telle  que 
Ton  ait  X*=  N,  rentier  k  étant  plus  grand  que  a, —  a. 

Kœnigs.   —  Sur  les  types  canoniques  des  formes  quadratiques 
ternaires  des  différentielles  à  discriminant  nul.  (789-791). 

Soit  F  une  forme  quadratique  des  différentielles  de  trois  variables  indépen- 
dantes. Lorsque  le  discriminant  de  F  est  nul,  cette  forme  est  le  produit  de 
deux  formes  linéaires  (o  et  co'.  Quand  u  et  &)'  sont  toutes  deux  intégrables,  on 
peut  ramener  F  à  l'un  des  deux  types  canoniques 

V  =  \d\  dr,,        F  =  X  rft». 

Dans  le  cas  contraire,  il  existe  un  type  réduit 
(R)  F  rr  a(Xr/;  — }xe/T,)(Arfq— MrfTj, 

A  X 

où  a  et  ^  sont  des  fonctions  des  trois  variables  indépendantes  Ç,  t„  —  • 

Si  la  relation  entre  ç,  t,,  -  et  -^   est  algébrique  et  involutive  par  rapport  à 

X        A 

—  et      »  ces  caractères  se  conserveront  lorsqu'on  passera  du  type  réduit  (R)  à 

un  autre  type  réduit  (R'). 

Si  la  relation  est  une  involution  homographique  entre  X  et  (x,  la  forme  ad- 
mettra le  type  canonique 

\dl'-k-B  dy\'. 

Ces  dernières  formes,  que  l'on  peut  appeler  linéo-involutives^  trouvent  en 
Géométrie  des  applications  importantes. 


N**  12;  23  mars. 

'^icaire.  —  Sur  un  théorème  de  Lambert.  (842-843). 

^icdrd.  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  (843-845). 

Une  intégrale  de  différentielle  totale 

i{Vdx-A-qdy). 

«">&  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  a:,  y,  z  liées  par  une 
v-elation  algébrique,  sera  dite  de  seconde  espèce  si  elle  satisfait  aux  conditions 
î^uivantcs  : 

Soit  X  •=  a^  y  —  b  un  système  quelconque  de  valeurs  de  a:  et  ^;  on  pose 

X  —  a  -\-  t\{t),         y  —  b  -\-  t\i{t). 


SECUNOK   l'AUTIE. 
tcupa  T.  Kn  falunt  h"(()  —  cas  Al.  ou  rclruuvr  ]i  loTinuie  paniculiére  obunnr 
par  Slokp»  dftas  lan  Mémoire  sur  \e  pendule. 

Dans  le  rai  de  Innslitions  ilueknnques  ik  la  spb^re.  on  superposera  les  troii 
Milutions  correspondant  aux  viletses  «uivunl  les  trui&  atcs  eoordonnts. 


Mannheim.  —  Sur  la  polhodie.  ({jS^-fj/fo}. 


I  ellipiolde  quelconque  et  étudie  g6o. 
ellipsoïde  ce  que  la  polbodie  et  rber- 


ellipsoïde  quelconque 
e  m£me  de  l'herpul- 


L'autcur  considère  le  ddpUecnient 
m^triqucment  les  rciurbei  qui  sont  1 
polbotde  sont  k  l'ellipsoïde  central. 

Il  se  propose  de  montrer  que  l'hcrpoUindie  relati 
peut  avoir  des  points  d'inneiion.  mais  qu'il  n'en  i 
liodie  de  Poinsot  (IhéoriVme  de  M.  de  Sparre). 

La  Comuiunicaliou  actuelle   ne  porte  que  sur  Im   polbodie.    p 
M.  Manniieim  appiT.nd  h  construire  le  plan  osculateut  en  un  point. 


Haton  de  la  Goupillière.  —  Tliéorèmes  relalils  à  l'actinomclrie 
drs  pUijuoa  mobiles.  (953-958). 

La  plnque,  soumise  à  l'actioi 
jellic  A  rester  normale  â  un 
gravité. 

La  qnantiti  de  lumière  ou  de  chaleur  re^ue  par  la  plaque  est  indépendante 
dr  [a  nature  de  celle  courbe;  elle  ne  dépend  que  des  surfaces  de  niveau  passaDi 
par  les  eitréoiitës  de  l'arc  parcouru. 


-  6ur  l'herpolhodie.  («jli.i-gtifi). 


a  précédente  Com- 


Weyr  {Ed.).  —  Répariiiion  des  matrices  en  espèces  et  formatioa 
de  toutes  les  espèces.  (966-969). 


■ice  quelconque  d'ordre  n  et  ji,  une  racine  «"1*  de  M,  L'ui 
ssives  p  de   M  —  p.,  est  nécessairement  de   nullité  1;  I 
^  sont  de  la  même  nullité. 
ir  caractÉrUliques  les  nombres  a,  a,,  a,,  . . .,  a,  définis  p 


espèce  si  elles  ont  les  mêmes 
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M.  Weyr  apprend  à  former  une  matrice  M  d'une  espèce  donnée.  Toutes  les 
autres  N  se  déduisent  de  celle-là  par  la  formule 

N  =Q-«MQ, 
Q  étant  une  matrice  quelconque  de  nullité  zéro. 

Gruey,  —  Sur  les  constantes  du  grand  miroir  du  sextant.  (969- 

972)- 

Radau,  —  Sur  la  loi  des  densités  à  Tintérieur  de  la  Terre.  (972- 

974)- 

Boussinesq .  —  Résistance  qu'éprouve  un  cylindre  circulaire  in- 
défini, plongé  dans  un  fluide,  à  se  mouvoir  pendulairement  sui- 
vant une  direction  perpendiculaire  à  son  axe.  (974-977)- 

N*  IG;  20  avril. 

Halphen.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  grave  de  révolution 
suspendu  par  un  point  de  son  axe.  (io65-io68). 

Démonstration  d'un  théorème  dont  Ténoncé  est  contenu  dans  un  Mémoire 
inachevé  de  Jacobi  : 

«  La  rotation  d'un  corps  pesant  de  révolution  autour  d'un  point  de  son  axe 
peut  être  remplacée  par  le  mouvement  relatif  de  deux  corps  sur  lesquels  n'agit 
aucune  force  accélératrice.  » 

On  est  ramené  à  étudier  les  mouvements,  convenablement  choisis,  de  deux 
ellipsoïdes  quelconques  (E),  (E,  ).  Ces  deux  mouvements  E,  E,  dépendent 
ensemble  de  huit  constantes,  tandis  que  le  mouvement  M  d'un  corps  pesant 
dépend  seulement  de  cinq  constantes.  Il  y  a  donc  entre  les  éléments  de  E  et  de 
E,  trois  relations.  On  doit  répondre,  et  c'est  ce  que  fait  M.  Halphen,  aux 
questions  suivantes  :  1°  quelles  sont  ces  trois  relations?  2**  étant  donnés  E, 
Ej,  déterminer  les  constantes  de  M;  3*  étant  donné  M,  trouver  E,  E,. 

JPoincaré.  —  Sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un 
mouvement  de  rotation.  (io68-io"o). 

L'auteur  considère  des  séries  linéaires  de  figures  d'équilibre^  c'est-à-dire  des 
séries  telles  qu'à  chaque  valeur  de  la  vitesse  constante  de  rotation  corresponde 
une  figure  et  une  seule  ou  un  nombre  fini  de  figures,  et  que  ces  figures  d'équi- 
libre varient  d'une  façon  continue  avec  la  vitesse.  Ainsi  les  ellipsoïdes  de 
révolution  forment  une  série  linéaire,  les  ellipsoïdes  de  Jacobi  en  forment 
iine  autre.  Il  peut  arriver  qu'une  iiièinc  figure  appartienne  à  deux  séries 
linéaires  :  il  y  a  un  ellipsoïde  de  révolution  qui  est  en  même  temps  un  ellip- 
soïde de  Jacobi. 

Existe  t-il  dc>  seriez  linéaires  de  figurc!»  d'équilibre  parmi  lesquelles  il  y  en 


iuIiiIf  tic  nvulutiun  tuuriiir  lur  suu  ave,  hi  lunf-ï  de  lÀriolit  ftt- 
mUUiiD  cl  do  mouvFinFnl  ijiurao  te  ridniitM  1  àtu\,  égiln 
|)*ralUlc«  ri  de  «vos  conlrair».  iippliqu^ci  i  deux  puiols  lixin  de  l'«ie  qiîK 
d^prndcal  luF  de  la  lisuri^  du  corpt.  Elki  «nnt  parall^lrt  ï  I'ïic  uimtM,  R 
leur  iiilrtKitf,  )jrii|iur[iciiiiiFlli^  A  la  vil»tF  du  r.>rp«  tuuriiaiir,  iio  jr-(i('nJ  i)iif  Ir 


Poincarc.  —  Sur  les  iVinclions  abéliennes.  (785--87). 
Ui    i^riJt    iTauiiiiims   n  />   funciioii^   n   d'urdrtt   m,,   m,,   .... 


ncart'  donne  lo  mciypn  de  mlcut 


On  «ail  qu'uiia  Toucliun  9  d'urdrc  m  rit  une  fnaetioD  EOLiirre 
X,,  je,,  ..  -,  X  qui  ni*  cliaii);?  pas  quand  on  augmcnle  ces  varinb 
preniiérm  périodes  et  qui  sf  rrprt>duit  mutiiplice  par  les  fadeur 


le  (!■"-■  mulliplkateur  de  e,-,  on  Irouvp  que  X,  esl  un  polj-nùme  lia  pmoia 
degré  par  rapport  aux  5,,,  dont  les  coeflitients  sont  linéiiire*  par  r»pp"rnii 
quanliliïs  m,,  m^,  .. .,  m^,  considériics  séparément  cl  par  rajiprirt  au>  jitnoJ* 

I(V-)7-  {Ed.).  —  Sur  la  ilii^orie  des  malriccs.  {-^---^>^)- 

Soient  M  une  inalrirc  d'ordre  n  aux  racines  latentes  [j,,  pij,  ,.,  p^;  s.  f 

\  les  degrés  de  multiplicité  de  ce*  rarines;  a,,  3 \  les  degrfe <(' "»"*'' 

des  matrices  M  —  |i,,  M  — [i,,  M— p^.  La  matrice  M  satisfait  i.  leqmli"" 

(M -p.)-  ■."(M-pj)M,".,.(M-Pi)**A-i  =  o, 

Les  nombres  a,,  3,,  . . .,  ).,.   dont  cliaeun  est  an   moins  é^al  A  i,  nf  p"»'*' 
surpasser  rcspenliïCraent  les  nombres  a,  p,  ...,i,  bans  le  ras  de 


iegrc  de  M.  Caylej.  Ui 


t  l'expression  de  M.  i 


r  dUouU  celte  éqndion  dans  le  cas  dm  ellipsoïdes  de  rivolution,  cl 
démontre  ee  rJiulUl,  unooncé  pw  MM.  Thonuoa  el  Tait  :  Les  ellipsoïdes  de 
réToInlton  que  l'on  renoonlre  en  parlant  de  la  iphâre,  et  en  allant  jusqu'à 
aelui  qui  eit  ea  mtme  temps  ua  dlipiutde  de  Jacubi,  soot  tous  stables:  les 
aulrci  soni  aéculairemeiil  inslablet, 

/fcrlhot.  —  Appliciilion  Je  la  fnrniuli^  empirique  des  fortes  mu- 
tuelles à  la  mécanique  des  solides  el  aux  proprit'lés  générales 
des  corps.  (1070-107H). 

N°  17;  'j;  avril. 

Bocigaieff.  —  Sur  une  loi  gémïralc  de  la  tliéorie  de  la  parlition 
des  nombres,  (f  lïS-r  ia3). 

.Soient  f[M)  nni?  fonetino  arbitraire  analytique  ou  nnmériquc;  4'(u)  une 
foiietiun  arbitraire  analytique  ou  numérique  craiuanlc  qui  pour  louUs  tu 
vileun  entidres  et  poiittves  do  u  prend  aussi  des  valeurs  enti^s  et  positÎTe»; 
n  un  nambre  entier  et  positif;  aj„  x,,  .■■,  t^  les  i^olulions  positive»  de  l'éqni- 
tioD  iode  terminée 


le  nombre  p  satisfaisant  aux  inêgalilcs 

Si  l'on  fait  ?(u)  =  t  cl  qu'on  désigne  par  N('t)  le  nombre  des  solutions  <lr 
l'équalion  (1),  la  furmulc  (^!)  devient 


g[„-{,,H-,)^(„)]M„_,P,(„)J  = 


Elle  donne  ulurs  une  lui  numérique  nouvelle  tliuque  (oi^  que 
fonction  N(n). 
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De  Saint-Germain,  —  Sur  l'herpolhodie.  (ii  26-1 128). 

Démonstration  du  théorème  de  M.  de  Sparre. 

NM8;  4  mai. 

Bougaieff,  —  Application  des  lois  générales  de  la  théorie  de  la 
partition  des  nombres  aux  fonctions  numériques,  (i  iSg-i  162). 

Les  deux  lois  générales  (q)  et  (3)  que  Fauteur  a  établies  dans  sa  précédente 
Communication  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  fonctions  ^(u)  entières  et  po- 
sitives qui  satisfont  à  l'unique  condition  ^(oo)  =  oo. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  4'(<<)  1^  somme  s{u)  des  diviseurs  de  u,  et 
que  l'on  désigne  par  P(/i)  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

.T(a)-t-5(i')  =  /i, 
la  loi  (3),  pour  (x  =  2,  donne  la  formule 


Q[/i  —  3*(w)jP[/i  — *(£/)]  =  G. 


La  loi  (2),  appliquée  à  Téquation 

E(v/i;)  =  /J, 
donne  la  loi  particulière 

^|[/i-2E(v/ii)]?(i/)      2]      ?(^.)|=«^ 

(  n  — E(|/ïî)  ) 

qui,  pour  9 (m)  =1,  prend  la  forme 

jC      [n—  2E(v^)][2/h-i  — 2E(v/Î/)]  =  0. 
Cette  dernière  formule  permet  de  calculer  immédiatement 


s  [E(/«)]". 


M  =1 


N"  19;  II  mai. 

Cnllandreaii,  —  Sur  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre.  (i2o4- 
1206). 

Une  équation  remarquable  due  à  M.  Radau  conduit  à  un  résultat  très  précis 
pour  la  valeur  de  l'aplatissement  terrestre  e  déduite  des  données  de  la  préces- 


H)-W^^ 


où  I  désigne  une   quantité   inférieure  en  »«Ienr  sbaolue   â  0,0008,  comme  le 
montre  M.  Caliindreiu. 
Dia  lora  toutes  les   loii  proputéra  pour  ]»   densités  i   l'inièrieur  du  glotc 

condaiienl  1  un  apUlisBCiiieiil  pour  ainsi  diri-  invariable  et  égal  ^  — -b"  ^ 
ripUtissenirut  fourni  par  les  observations  est  un  peu  différent  Je  ce  nambn, 
il  devient  impossible  de  repri^senler  les  densités  par  une  courbe  ronlinoe. 

Lecornii.  —  Dislance  d'un  poinl  d'une  courbe  gauche  ù  la  sphèr« 
osculatrict'  au  point  tnliniment  voisin,  (lao^-iaio). 

u  obtient  sous  diverses  forme*. 

••  Si  l'on  appelle  écart  d'une  courbe  la  diaiince  d'un  point  A  la  tiogeaie  iiu 
pùint  inCnitnent  voisin,  U  puissanee  d'un  point  d'une  courbe  ^auebe  par  rap- 
port i  la  sphère  oiculatricc  au  point  Inflniuient  voisin  csi  ^galc  an  tiend* 
produit  des  fenrts  de  la  courbe  donnée  cl  de  la  courbe  décrite  par  le  centre  d( 
ta  spbére  oaculitricc.  •• 

N-ffll;  iB  mai. 

Callandrcau.  —  Indiiciirc  du  miilis  sur  les  ubser\alions  failesa 
la  mer  avec  le  cercle  à  niveau  de  mercure  de  M,  Renouf.  {1284- 


L'étude  de  celle  qu 

slion  conduit  l'auteur  à  se  poser  le  problème  suivant  ; 

u  Un  tube  annulair 

de  dimensions  très  petites,  à  moitié  rempli  de  mercere, 

se  trouve  dans  un  pla 

n  vertical,  el  il  est  soumis  i  un  mouvement  oscillatoiie 

de  faible  amplitude  a 

utour  d'un  ai^e  perpendlnilaire  ù  «nn  plan.  Étudier  Ici 

petites  oscillations  du 

liquide  dans  le  lubc.  ■ 

Ce  problènle  dépend  ite  l'équation  illirércnticlle 


variables  sont  le  temps  (  el  l'angle  Û  que  fait  avec  la  verticale  Je  rajoa 
au  milieu  de  la  colonne  liquide.  M.  Callandrcau  intégre  cette  équation 
méthode  de  M.  Poincaré. 


V,.os^, 


^ 
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SI  Ton  néglige  les  oscillatioos  à  longue  période   produites  par   le  mouvement 
d'entraînement,  en  ne  tenant  compte  que  des  oscillations  dues  à  la  pesanteur. 


N'»  21  ;  25  mai. 

Goursat,  —  Sur  les  intégrales  des   équations   linéaires.  (1329- 

i332). 

On  peut  obtenir  sans  aucun  calcul  une  inflnité  d'équations  hypergéométriques 
d'ordre  supérieur  admettant  un  groupe  donné  de  substitutions,  pourvu  que  ce 
groupe  renferme  une  substitution  de  la  forme  canonique 

fa>'  différant  de  (i>. 

Pour  fixer  les  idées,  M.  Goursat  envisage  l'équation  du  troisième  ordre 

f       -+-  [(i-+-a,4-a,+  a,-+-aj,a,-f-a,a,-Ha,a,)a;  — 6,6,]y-Ha,a,a,>'  =  o. 

Soit  G  un  groupe  fini  contenu  dans  le  groupe  linéaire  à  trois  variables.  Sup- 
posons que  ce  groupe  renferme  une  substitution  S  qui,  ramenée  à  sa  forme  ca- 
nonique, soit 

{x^Xj  z;  tùx,  wy,  tû'z)  (w'c^w). 

Soit  T  une  autre  substitution  du  groupe  G  qui,  ramenée  à  sa  forme  cano- 
nique, soit 

(X,  Y,  Z;  AX,  BY,  GZ), 

A,  B,  G  étant  trois  nombres  différents.  Soit 

(X,  Y.  Z;aX,  ?Y,  yZ) 

la  substitution  -  S*  — T  réduite  à  sa  forme  canonique,  les  six  quantités  i,  a,  3, 

Y,  Y»  X  ^'**"*'  supposées  toutes  différentes. 
Cela  posé,  si  dans  l'équation  (i)  on  prend 

le  groupe  de  l'équation  (i)  coïncidera  avec  le  groupe  dérivé  des  deux  substitu- 
tions ~  S,  ^T,  et  par  suite  l'intégrale  générale  sera  une  fonction  algébrique  de 

la  variable. 

Comme  exemples,  M.  Goursat  cite  le  groupe  fini  dérivé  des  deux  substitutions 
qui  reproduisent  la  forme  j;™  —  y^ -i- z"*  et  le  groupe  fini  d'ordre  168,  décou- 
vert par  M.  Klein,  dont  les  substitutions  reproduisent  la  forme 

x]  X^  -f-  J- j  iT,  -+-  J?3  X,. 


K"2a;S  juin. 

Halphen.  —  Sur  In  convergence  il'iinr   fruclion  cotilinue  nlgù- 
briiine.  (i^5i-i454). 

L'auleor  donne  «H  c»d)ii)k  il'unc  frnriion  i^ontiiiuo  igiii  eiinvcrgc  alors  ijnc 
la  tiùe  currOilMiidanic  nt:  ronvirgc  |<ai>,  ci  ijui  liivi-rgc  iiuur  >Ic»  lateurt  de  li 
Tiriable  qui  font  converger  la  »rr{f.  Ol  cirniptc  lui  n^L  ruurni  jiar  le  il'teldp- 
peroent  Af  It  rieiac  carrée  d'un  poljn/inie  X  du  [roUl^me  dcgi 
et  t  racinct  rfcU, 

X  =  Ç„  +  Ijf,  T  4-  7,^  -Vî,.!'. 


c  des  ùrax  foriiii;> 
/\  =  1,-1-  b. 


^^.J!^.. 


I 


La  tariablc  .r  étatil  iii[i{»>iHÏr  iiiiiigiiiiiirc.  les  fractidus  runvcrgt^nt  dint  toii 
le  iilun,  laur  lui'  le»  d«ui  cuuiiur»  n^ctilÎËiK^  <ini  rendent  t/\  unifortuc,  Uodu 
i|ue  la  s*ric  correspondante  m?  con*ergo  pas  dan»  les  raômcî  ci 

L'inircrsfl  a  Iku  duns  des  cas  purlicnHcrs  (en  numbrv  inrini  d'aillcon), 
It^  plui  titnptir  correspond  A  la  relation 


^'7i7.(W.?,7.  — ?'  — "71?.)  ^'47.?. —  7*)'. 


.,  itrai      I 


situi^i-  duns  la  région  où  ^\  est  ddvcloppable  suivant  les  puissances  c 
de  X,  les  réduite»  de  rang  hn  +i  de  la  fraction  (r)  et  celles  de  rang  5n+îfc 
la  rniction  {i)  sont  rigoureu^etnent  i^gatci  A  v^;  mais  les  rédnites  de  ni 
5n  +  4  de  la  Fraction  (■)  et  »lle«  de  ranfiSn-i-i  delà  fraction  (i)»int^lt9 
Il  —  )/\.  Lrs  AtMi.  fractions  continues  tonl  ici  divergentes,  alors  que  11  )^ 


N"  26;  ag  juin. 

Darboitx.  —  Sur  la  théorie  do  Poinsol  et  sur  deux  niouvemeatj 
carres[)uiidaut  ù  la  même  polhodie.  (ià55-i30i). 

\  tout  uiouireuiciil  de  Poinwt  m  correspundcni  une  iafiniié  d'autns  pv 
lesquels  1(4  rotations  p',  ç',  r'  sont  à  cbiqne  inslani  égales  aui  rotiltoai  f  i 
y.  r  mnllipliées  par  des  nombres  constants.  En  particnlier,  d'un  premier  nux- 
leincnt  ou  prut  eu  dt^luirr    un    iiutrf   ilaa«    lequel    la    mlalioo    e«l  à  d*V 
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instant  égale  cl  contraire  à  celle  du  premier.  M.  Darboux  cliidie  la  relation 
entre  ces  deux  mouvements  et  donne,  avec  leurs  conséquences,  les  formules  qui 
expriment  cette  relation. 

La  considération  simultanée  des  deux  mouvements  fournit  les  résultats  sui- 
vants. Aux  deux  mouvements  répond  la  même  polhodie  (P).  Dans  le  premier, 
le  cône  (C)  ayant  pour  base  (P)  roulera  sur  un  cône  fîxe  (A)  ayant  pour  base 
une  herpolhodie  (H);  dans  le  second  mouvement,  le  même  cône  roule  avec  une 
vitesse  égale,  mais  en  sens  contraire,  sur  un  autre  cône  fixe  (B)  ayant  pour 
base  une  autre  herpolhodie  (H';,  et  la  génératrice  de  contact  du  cône  (C) 
avec  les  cônes  fixes  sera  la  même  à  chaque  instant  dans  les  deux  mouvements. 
Le  mouvement  de  (B)  par  rapport  à  (A)  s'obtiendra  en  faisant  rouler  direc- 
tement le  cône  ayant  pour  base  (H')  sur  le  cône  ayant  pour  base  (H). 

L'auteur  termine  en  prouvant  que  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
degré  qui  ont  les  mêmes  axes  principaux  peut  être  considérée,  en  général  et  de 
deux  manières  différentes,  comme  une  polhodie. 

Franke.  —  Sur  la  courbure  de  l'herpolhodie.  (i  573-1 576). 

L'auteur  trouve,  pour  le  rayon  de  courbure  de  l'herpolhodie,  l'expression 


R  = 


s 


ABCGV    H    A„A„-+-2(/iA„-ha'P»Y»Hû,J/>^^'r' 


où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  principaux;  />,  q^  r  les  composantes  cor- 
respondantes de  la  rotation;  a,  p,  y  les  différences  B  —  C,  G—  A,  A  —  B;  Ci, 
H  les  constantes  d'intégration  fournies  par  tes  relations 

G»  =  A»y?»  -+-  B»7»  4-  C»r% 
H   =  Kp*  -h  hq*  4-Cr«, 

et  où  5„,  A,„  A,^  ont  les  valeurs  suivantes  : 

A„  =  a'  BC  q*  r»  -h  p«  A  r"y?»  -h  y»  AB/>>  q\ 

A„  =  a'(B  -h  C  —  A)7V»-h  p«(C  -h  A  —  B)r* />•-+-  y  (A  -h  B  —  C)/>*^\ 

Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  d'inertie,  les  quantités  B-hC  — A,  C-hA— B, 
A  -h  B  —  C  étant  positives,  le  rayon  de  courbure  ne  peut  devenir  infini  (théo- 
rème de  M.  de  Sparre).  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde 
arbitraire;  alors  la  trace  du  pôle  instantané  sur  le  plan  fixe  peut  avoir  des 
points  d'inflexion. 

Andoyer,  —  Sur  la  réduction  du  problème  des  brachîstochroncs 
aux  équations  canoniques.  (1577-1578). 

Cette  réduction  peut  se  faire  de  deux  façons,  en  ramenant  le  problème  à  la 
recherche  soit  de  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible,  soit  de 
la  trajectoire  d'un  point  matériel. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XL  (.\oût  1887.)  H.  i3 


JOKNAL  DE  SCIENCIAS  MATIIKMATICAS  F,  ASTRONOMICAS.  pulilicniiu  pdu 
Dr.  F.  GouKi  Tbiskira,  pror<'»»»or  na  Ëscola  l\iIyioclinJc8  do  Porlo,  aniigo 
proFesaur  no  Universidutlu  de  Coitribra,  Socio  da  Aradoiiiia  real  das  Scicncru 
dp  Lisboa,  Ole.  Vol.  VI.  Koimbro,  împrensa  dn  L'iiiveraitiade,  iRBi  (  '  ). 


D'Ocagne{M.).  - 


Sur 


Ce  mode  de  transforuiatiiin,  pi'ajini^  pur  Miolirl  Ch«kl«s  dans  U  \oU  XXl  de 
>an  ^/w/-fH  hùlorigue  tur  l'origùu  tl  I»  elivtlopp*in€nt  det  miithoiln  ta 
Ciomttrit.  a  fait  l'objet  d'tludci  Intirasttniei  >l«  MM.  HubcrU  et  Finir.  FJa- 
«curs  giomËli-ea,  IcJi  que  M,\t.  Cnyley,  (leciuecliî,  Diirbiiui  m  sudI  oecupAdc 
Il  triniTorinâG  d'un  eervie,  c'atl-i-Aln  de  \'oval«  de  Detcartti  uaicitnûl 
OD  tlmofon  de  Paical.  far  la  inAthode  de  M.  d'Ocagnc,  on  peut  tr«n>fonuT 
une  ptopv'iix^  quelconque  de  lignes  druitea  et  de  cerclea  r-n  une  propri^tt  df 
piraliolc*  de  mfme  Foyer  et  de  tintaçoiti  de  Paicai  nyaat  pour  fujrer  xinpleLr 
fo^er  commun  A  toulct  le»  paraboles. 


Jo&o  d'Almeida  Lima 
(.3-6). 


Sur  une  courbe  du  iroiâtème  degré. 


Apri's  nviiir  doiju..'  Ih  dt^llnilion  gouDuIlriquc  de  la  rourlw,  M.  d'Alraeid»  I 
en  donne  rtqunlion,  d'abord  en  coordonnées  polaires,  puis  en  coontoniirri 
UogiilairM,  «I  il  arrive  t  l'^uatioo  du  problème  de  la  trisectkia 


Cesùro  (£".).  —  Remarques  aritliméliques.  {17-23,  gi-gS). 

Sous  ce  titre  modeste,  le  jeune  mathématicien  italien  expose  le  résuiui  Jt 
savanics  et  difllciies  recherches  sur  la  le'rie  de  Fibonacci,  sur  une  idéalité  pro- 
posée par  Eug.  Catalan,  sur  la  généralisation  de  la  série  de  Lambert,  sur  U 
formule  de  Clausen.  Dans  te  second  article,  pages  91-9S,  suite  de  ses  Bemar^i^ 
arithmétiques,  M.  Ernest  tleslro  traite  particulièrement  de  quelques  toex- 
qucnccs  asyinpto tiques  de  la  série  de  Lambert. 

Ferreira  dos  Santos.  —  Sur  le  cliaugement  de  la  variable  ind»- 
pendante.  (24-28). 
Dans  celle  Note,  l'auteur  donne  l'expression  de  la   dérifée  de  l'ordre  a  <le/ 


^ 
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par  rapport  à  x  en  foaction  des  dérivées  de  ces  variables,  par  rapport  à  une 
nouvelle  variable  indépendante  quelconque. 

Gonies  Teixeira.  —  Bibliographie.  (29-32). 

,0  Verger,  Introduction  à  TAIgèbrc,  Turin. 

•>."  D'Ocagne,  Coordonnées  parallèles  et  axiales.  Paris,  Gaulliier-Villars, 
i885. 

3»  E.  CesàrOf  Inlorno  a  taluna  funzioni  isobarirhc.  Dérivées  des  fonctions  de 
fonctions.  Notes  sur  le  calcul  isobarique. 

4*  J.-M.  Bodrigues,  Développement  de  fonctions  algébriques.  {Revista 
scient i/ica  do  Porto,  t.  F,  i88â.) 

rt"  Schiappa  Monteiro,  Solution  d'un  problème  de  riéomélric  élémentaire. 
{Bevista  scienti/ica  do  Porto j  t.  I,  188.Î.) 

I*  Le  Livre  de  M.  Verger,  professeur  à  l'Institut  technique  de  Rome,  se 
recommande  par  une  grande  clarté  d'exposition;  i!  fait  honneur  à  l'esprit  mé- 
thodique de  l'anteur  et  doit  être  grandement  apprécié  par  les  jeunes  gens  aux- 
<|uels  il  est  destiné. 

2*  L'important  Mémoire  de  M.  d'Ocagne  sur  les  coordonnées  parallèles  et 
axiales,  mentionné  honorablement  par  Gonies  Teixeira  dans  son  Journal,  a  été 
également  l'objet  d'un  compte  rendu  élogieux  de  ^1.  Li*  Paige,  de  Liège,  dans 
1p  BuUettino  du  Prince  Boncompagni. 

3"  Le  premier  de  ces  articles  a  été  publié  dans  le  Giornale  di  Matematiche 
de  Battagliniy  en  i88|,  et  les  deux  autres,  en  i88.'|  et  i885,  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  de  MM.  Gérono  et  Brisse. 

4"  Dans  cet  article,  M.  Rodrigues  fait  l'application  de  sa  formule  (publiée  à 
la  page  li-j  du  IV*  Volume  du  Journal  de  Gomes  Teixeira)  au  développement 
des  fonctions  algébriques  comprises  dans  la  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  la  variable  indépendante.  Ensuite  il  applique  les  ré- 
sultats auxquels  il  parvient  à  la  détermination  des  asymptotes  de  divers  ordres 
des  courbes  algébri(|ues. 

>  Le  problème  que  résout  M.  Schiappa  Monteiro  est  le  suivant  :  Tracer  par 
un  point  donné  en  un  plan  d'un  cercle  une  transversale  telle  que  les  distances 
de  ce  point  aux  points  d'intersection  avec  le  cercle  soient  en  un  rapport  donné. 

Gomes  Teixeira  (F-)-  —  Introduction  h  la  ihéorie  des  fonctions. 
(3:5-80,  i29-ir)8). 

Cette  savante  élude  traite  successivement  :  Des  caractères  des  opérations  de 
r\ritliméli(|ue  et  de  l'Algèbre;  De  la  théorie  analytique  des  imaginaires; 
De  la  théorie  géométrique  des  imaginaires;  Ues  opérations  sur  les  imagi- 
naires; Des  séries;  Des  produits  infinis;  Des  fractions  continues.  Elle  est 
continuée  pages  129-168  par  trois  nouveaux  Chapitres  sur  les  principes  gé- 
néraux :  Sur  les  fonctions  algébriques;  Sur  les  fonctions  exponentielles. 
logarithmi((ues  et  circulaires.  Elle  sera  terminée  dans  le  Volume  VII  du 
Journal  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques. 

On  sait  que  Gomes  Teixeira  est  l'auteur  d'un  Traité  spécial  intitulé  :  Sur  la 
théorie  des  imaginaires,  lequel  fut  publié  d'abord  dans  les  Annales  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles,  en    iSH3,  puis  dans  le  Journal  Mathesis  de 


Un-mite  (Ch.).  —  Sur  les  pulvnrtmcs  Je  l-ogpndrc  (  Extrait  d'iimt 
Lclire  adressée  à  F.  Gomes'Tcixeira).  (81-84). 

U«ii»  cntu  Li'lln:,  l'fmtiiEiil  aiiJil.v«i«  iliHjmntrt,  aa  tnnynt  du  •lovirlupp^uifol 
vu  »iriv,  point  île  ij(|i«rl  àe  Ltgondrt,  ce  qu'il  appelle  la  belle  |iro[iuiitiiin  de 
M.  Tchebicbet,  I  «avoir  i|B<i  le  poljnAmo  \,  de  l^gendre  Ml  le  dénomiaitirtir 
de  la  réduite  d'ordre  n  du  d^veluji peinent  en  fnclion  conliouc  de  la  qnantiU 


Guimarâes  (fi-)-  —  Emploi  de  lu  c^doïdc  pour  la  résolution  gra- 
phique df  quelques  probt^mcfi  tic  Géométrif.  (Sâ-go). 

M.  fiodolphr^  (Inlinaracs  se  sert  dr  la  c,v<^loIdc  pniir  l'ésoudTv  su  problfoio 
grutiliiqur):  la  inélhndi?  qu'il  umplnir  ti'ii|iplic|uc  A  un  ^riind  iioinlirc  d'iinlm 
questions  i|u'i)  se  propose  d'examiner  ull^rieuremrni. 


r  l'emploi  du  piirallûlt^pip^dc 


/)a  Fonaeca BarroK  {/t.).  — 
éléiiieiilttiru.  (yti-y**). 

Cette  Note  a  éU  écrite  par  M.  Kunscc»  Bai'ms,  eu  réponse  à  un  ariicle  <<r 
M.  CreeDbill  publM  dins  l'Encyclopédie  britannique  sous  la  titre  :  Uydromt- 
chaniCM,  irticle  ilana  lequel   le   protessear   anglais  d^elarait   que  ta   m^odr 

lalion  dus  priaeipEs  du  Cukul  dilTcrcnticI  ». 


hic.  (.jç,-„.a). 

:  dcun  solutions  de  deui  équations  dilTè- 
ond  ordre;  Rome,  iSSj.  —  Sur  l'^qualioo 
jr  une  classe  d'équations  irinûmcs.  Kome. 

(olvabic  irréductible  quintic  cquatioai 
ic  [American  Journal  o/  âfalhematia, 


Oomes  TcLreiia.  -  Bibliogra| 

1°  David  Basa  :  S<ii'  le  produit  d 
rcnlielles  lintiaircs  homogènes  de  sei 
du  cinquième  dcKré;ltrinic,  1SS4.  —  !■ 
.i«t4. 

a"  Paxton  l'oung,  Solution  of 
withoul  llie  uid  uf  H  résolvent  sex 
vol.  Vil). 

3°  A.    d'Arzil/a   Fonieca,    Applii 

4'  Brilo  Limpo,  Sur  les  réfractions  terrestres  (Bevîtlà  icienlijica,  l.  1). 

S"  Aristide  Marre,  Lettre  à  M.  le  président  de  l'Académie  des  Scienœs  df 
Lisbonne  {Jornal  de  Sciencias  mathemalicas,  pbyaicat  e  naturaes,  n'  3S, 
iSH4). 

ti*  J.-JU.  Hodriguet,  Théorie  de  \a  Balistique.  Madrid,  iS^J. 

7°  J.'A.  Sarrasijtieiro,  Traité  de  Gi-omélrie  élémentaire,  3' édition.  Colmbre. 
iNK'i  :  Traité  élémcnluire  d'Arillimctique.  G-  édition.  Coïmbre,  188.^. 

x°  F.-M.    Costa   Lol'O.   Ilésulution   des  ci[uations    indéterminées.    Cuimbre, 


1   des    quaten 


Mécanique. 
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9"  A.  Schiappa  MonteirOy  Sur  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des  nombres 
{Bevistà  scientijica,  t.  I,  i885). 

i"  Ces  Mémoires  importants,  où  il  est  fait  un  heureux  emploi  des  séries 
hypergéométriques,  ont  été  publiés  d'abord  dans  le  Becueil  de  V Académie 
royale  des  Lincei.  On  sait  que  M.  David  Besso,  professeur  de  Mathématiques  à 
l'Institut  technique  de  Rome,  vient  de  fonder  pour  la  jeunesse  studieuse  de 
rilalie  un  nouveau  journal,  le  Periodico  di  Afatematica^  qui  paraît  tous  les 
deux  mois. 

2"  Ce  Mémoire  fait  suite  aux  deux  Notes  précédemment  publiées  dans  le 
tome  V,  p.  121  du  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas, 
M.  Paxton  Young  y  expose  les  conditions  nécessaires  et  suffîsantes  pour  que 
les  é(iuations  du  cinquième  degré  dont  il  s'occupe  puissent  être  résolues  algé- 
briquement, et  donne  alors  les  formules  par  le  moyen  desquelles  on  obtient  les 
racines  de  ces  équations. 

3*  Dans  le  Volume  V  du  Journal  du  D'  Gomes  Teixeira,  il  a  été  donné  con- 
naissance d'un  travail  où  M.  Arzilla  expose  avec  toute  la  rigueur  et  la  clarté 
désirables  l'importante  théorie  des  quaternions.  Le  nouveau  travail  annoncé 
ici  fait  l'application  à  la  Mécanique  rationnelle  des  principes  de  cette  théorie. 

4**  M.  Brito  Limpo  s'occupe  spécialement  des  coefficients  de  la  réfraction  ter- 
restre; il  montre  que,  au  lieu  de  faire  usage  d'un  coefficient  moyen  pour  chaque 
pays,  il  serait  préférable  d'employer  divers  coefficients  moyens  correspondant 
aux  différentes  altitudes,  et  il  indique  les  méthodes  pratiques  à  suivre  pour 
obtenir  ces  coefficients. 

5"  Dans  cette  Lctlre,  M.  Aristide  Marre  donne  une  brève  Notice  de  la  vie  et 
des  travaux  de  René-François  de  Sluse,  chanoine  de  Liège,  mathématicien, 
physicien,  astronome,  orientaliste,  historien,  dont  les  grands  dictionnaires  de 
bibliographie  universelle  ne  mentionnent  pas  même  le  nom.  Il  annonce  à 
l'Académie  la  prochaine  publication  de  la  Correspondance  inédite  de  Sluse 
avec  lluygcns,  Pascal,  Oldenburg,  Wallis,  etc.,  par  M.  Le  Paige,  de  Liège,  et  se 
félicite  d'avoir  pu  enrichir  cette  précieuse  correspondance  de  dix-neuf  Lettres 
de  Sluse  à  Pascal,  dont  dix-sept  complètement  inédites,  qu'il  a  eu  la  bonne 
chance  de  découvrir  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris. 

6"  Ce  travail  de  M.  .I.-M.  Rodriguesest  écrit  en  langue  espagnole;  il  contient 
les  points  les  plus  importants  du  beau  Mémoire  Sur  la  théorie  de  la  Balistique, 
qu'il  a  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Lisbonne,  et  dont  il  a  été  rendu 
compte  par  M.  Gomes  Teixeira  dans  le  tome  V  de  son  Journal  des  Sciences 
mathématiques  et  astronomiques. 

7*  On  peut  voir  au  tome  V  du  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astro- 
nomicas ce  qui  a  été  dit  des  éditions  antérieures  de  ces  deux  excellents  Traités 
élémentaires  d'Arithmétique  et  de  Géométrie. 

H»  M.  Costa  Lobo  passe  en  revue  les  travaux  d'Euler,  Lagrange,  Legendre, 
Gauss,  Chasies,  etc.,  sur  les  équations  indéterminées;  il  expose  les  principes  de 
lu  théorie  des  congruentes  et  développe  l'application  de  la  méthode  léléolo- 
gique  de  Wronski  à  la  résolution  des  congruences  et  des  é(|uations  indéter- 
minées. 

9**  Dans  cet  article,  M.  Schiappa  Monteiro  présente  deux  scdutions  de  la 
question  proposée  à  la  page  178  du  II"  Volume  du  Journal  des  Sciences  mathé- 
matiques et  astronomiques  du  D'  Guines  Teixeira. 

Srhinppd  Mnnleim  (/!.).  —  Rochorchcs  relalivcs  an  cercle  va- 


{io3-ia4)- 

Cm  recliprche»  «ur  Im  codIiium  »oni  uiip  witr  ite  mIIm  dcjA  puliliilu  par  l«    . 
Hiijint  profeucar  de  ['Ëcolc  Polytechiiiqnr  >l«  I.i*l>oiiiie,  Han«  le  jnuroal  rfe  sua 
confrère  de  l'orlo;  ellei  sRmnt  UrmlniSrx  prnduiorment. 

f)'Octifi-rt«;  (M.).  —  l^lude  de  géomëtrip  «rgmenlaire.  (laS-i-)?).   ' 

lt«n*  m  irlinlr.  M.  il'Oogne  rfrtt-nl  »ur  (■(rHioe»  pmprMt^ft  de  GfomitiK    , 
>r«mnnt*ire  iJfjA  rRmiri]iii^r«  p»r  lui  dimi  uni^  Noie  publiée  dans  le  Journal^    I 
MathunalU/tmi  éUmtatairrt  M  i/iecta/«f.  I.  IV.  p.  536,  iHflo;  de  U  premUrf 
.!(■  f-ft  pniprîrl^t.  mifU»  prri'We,  il  lire  de  curieuje*  cunt^quont-et. 

Mttrlins  lia  Silvtt  {J.-A.).  —  Sur  trois  relations  iliirfîrcntielln 
données  par  M.  LipschilK  dans  lu  llit'orif  des  fonclians  ellip- 
tiques, (itiy-i-ti). 

Cuï  truia  irUtiuiiï  inlérn«anli'i  [mur  lu  tlii-iM'if^  il»  roiirii.ii>s  rllipiiqiin  w 
truuvenC  ludiquéet  dan»  las  Complm  ivndia  dtt  Méanciit  de  l'AcadérKÙ  da 
Sciencm  ite  l'inttilul  de  France,  cahier  du  ).i  diiccmbrr  tH3Z,  p.  1)11.  H.  Ck. 
Itermtle  a  Tuit  vulr  que  ('«s  ^inalinns  reniurqaablcsi  ii^ullrnt  d'one  lormnk 
Ton  dam  en  II  le  dniiuéi-  pur  Jucnlii.  ei  M.  Murlin;  du  .Silv>  niunirc,  djoi  m  \ttt, 
onunrnt  une  reloiùm  dilTérenliclle  ti'i-n  simpli^  cunduii  rapidriiKuit  »ui.fi*- 
inuIeH  de  M.  Lipiehiu. 

Wovdhounf  {/'.).  —  l'riiicipK  rondamenla!  de  la  ihëorîedeséqu- 
tioDS  al^br'iques.  fragments  de  quelques  leçons.  (i™-iSi). 

M.  I.Hirlgnnrin  \Vo,.dliou,e  .-M  profrwi.r  A  Tl-Volr  P-dvIrchniiue  ,k  PWt. 


cl('puiAi8N',:  I 

i-l  la  surnndc  l'ariîc  de  h  Gi'umélrif 

kl  tu  l'un  ilM  plDi  jeunis  protesMi 


I  enseigne  le  Calcul  diderenliel  et  ialéfnl 
desrriptive.  Né  i  Porto  le  3i  jnillel  iSiS- 
•»  de  l'Atâdéotic  Pol^Iecli  nique  de  nOi 


Le  l'ont  (Af.-P-)-  —  Démonstralion   nouvelle  des  théorèmes  de     ' 
Puical   et  de   Uciauclion.   (1H3-187).   —  Note    de   GéomèinE- 

(i88-r„<.).  ^ 

iL''l('nsIique«  danotcs 

Il  !•  I.c!i  rentres  de  «ix  couples  de  ttroitei  conjuguée» 
«uni  le*  siirontciï  d'un  hcxafianc  de  l'ascal. 

a  i>  Les  ixet  àr  six  coDptea  de  points  conjugués 
■en   eMt»   d'un  hexagone  de  UHanclion.   L'auteur  d 
qu'il  aura  pncnre  l'occasion  de  revenir  prochaincineDt  si 
lii'n  idrnlilr's  r«rurtérisliiiues  de  M.  Paul  Scrret.  " 

,/tiXf'  \ttiniipl  tiorfrifriirs.  —  Sur  une  équatioo  périoditpir.  («»• 

■8.1). 
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L'équation  présentée  «lans  cette  Note  appartient  à  cette  classe  d'équations 
dont  les  racines  sont  des  fonrlions  périodiques. 

Gomes  Teireira  {F.),  —  Notice  nécrologique  sut  J,'A.  Martins 
(la  SiWa,  (194   i9^>). 

M.  Martins  da  Silva,  officier  d'artillerie,  né  le  aa  août  i858,  est  mort  le  12  no- 
vembre iS85,  à  l'âge  de  27  ans.  Passionné  pour  l'Analyse  mathématique,  il 
s'appliqua  particulièrement  à  l'étude  des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes,  et 
composa  une  dizaine  de  Mémoires  mathématiques  qui  lui  avaient  déjà  assigné 
une  place  distinguée  parmi  les  jeunes  mathématiciens  de  ce  temps,  lorsque  la 
mort  est  venue  l'enlever  prématurément  à  la  Science  et  à  son  pays.  Dans  une 
Lettre  du  21  avril  i885  (probablement  Tune  des  dernières  qu'il  écrivit),  il 
annonçait  à  Gomes  Teixeira  qu'il  terminait  un  nouveau  travail  sur  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  où  il  employait  la  méthode  de  la  décomposition  en 
fractions  simples  de  M.  [[ermite.  Il  se  réjouissait  à  la  pensée  que  son  Mémoire 
avait  été  approuvé  par  notre  éminent  géomètre,  et  qu'il  trouverait  plare  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  de  M.  Darboux. 
I^ui  aussi  a  pu  dire  :  Gustans  gustavi,..  paululum  mellis  et  ecce  ego  morior! 

Gomes  Teixeira  (/^^).  —  Bibliographie.  (19--199). 

!•  P.  Arnaut  de  Menezes,  Charges  additionnelles  sur  les  ponts  métalliques 
pour  chaussées.  {Bévue  des  travaux  publics  y  t.  XVL) 

2°  B.-B.  Martins  Pereira,  La  rotation  et  le  mouvement  curviligne.  Lisbonne, 
i885. 

3"  G.  Loria,  Recherches  relatives  à  la  Géométrie  de  la  sphère  {Mémoires  de 
l'Académie  royale  des  Sciences  de  Turin,  Vol.  XXXVI).  —  Nouvelles  études 
sur  la  Géométrie  de  la  sphère  {Actes  de  l* Académie  royale  de  Turin, 
Vol.  XX).  —  Note  géométrique  sur  un  tétraèdre  {Idem^  Vol.  XIX). 

~  -+-V;— i)(r7  4-=^— iJ  =  o.    Marburg, 

i885. 

5"  E.  Cesàro,  Des  déterminants  en  Arithmétique  {Journal  de  Mathéma- 
tiques de  Battagliniy  t.  XXIII).  —  De  quelques  déterminants  arithmétiques 
(  Comptes  rendus  de  l'Académie  royale  des  Lincei,  i885).  —  Les  logarithmes 
des  fonctions  arithmétiques  {Journal  de  Mathématiques  de  Battagliniy 
t.  XXXIII).  —  Sur  l'inversion  des  identités  arithmétiques  {Idem). 

6"  H.  Le  Pont,  Notes  de  Géométrie  {Journal  de  mathématiques  spéciales^ 
i883).  —  Théorèmes  sur  quelques  courbes  et  surfaces  remarquables.  Cher- 
bour" 


t5' 


7"  M.  d'Ocagne,  Sur  les  raccordements  paraboliques  {Mathesis,  t.  V).  — 
Sur  les  isomériqucs  d'une  droite  par  rapport  à  certains  systèmes  de  courbes 
planes  (  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France^  t.  IX  ). 

8*  P.  Mansion^  Note  sur  la  méthode  des  moindres  carrés  {Bulletin  de  l'Aca- 
démie royale  de  Belgique^  i885).  —  Théorie  de  l'élimination  entre  deux  équa 
tions  algébriques.  Paris,  i88'|. 

\RisTn)K  Maure. 


Heiitlicouli.  I.  I:   i88i-i88S  (aullo). 


Hattaglini  {G.).  —  Sur  une  applicalinn  de  U  Ihéorîe  des  fornin 
binaires  quacltntiques  â  l'inlf^gratinn  tic  l'i'qiialîon  difTérmûcllr 
dliptiqnc  (653.637). 

/itillafflini  (fl.).    —  Sur  les  fornip*  binaires  bilinéuircï.  ((Jiji- 

l.'nuttur  MimfflRiir;i?  pnr  drt  RoiiHKli'ralinii»  sur  \»  corrrï^iorKliincr  [irojrnin 
qne  l'oii  dublll  noire  le»  (liSmoni*  d'une  forme  Je  prcmi^n-  '.'«|i«cc  va  t^tUn 
a  tint  aav  forme  biaiire  bltin^-airo,  puis  en  sopposant  1»  coonlunn^  v,,f^ 
V,  d'iin  ^I^meot  d'une  tormc  de  ileiixiimc  rspdce  propuilionoolln  A  trnitlaroa 
titaalroi  hllinéalrcs 

vv,  =  (o'u'Ko*"*)  =  ",."'.  «1  +  a,,"',  "1  +  «.."i"'!  +  a^u,  «',. 

.v,=  (c'u')(c*'m'). 

Il  rilahlil  iltle  cormpondanre  Ptilri-  lo  pumls  d'un  |itiin  rt  les  coupln  de  («l'tj 
d'une  drolle. 

La  tUCUreoee  entre  celle  corrMpixiUaiice  et  l'L'ebcrtrdgangtprinttp  it  Hpf 
IJotnutI  da  Cnlh)  euaaiaie  principaleDMot  en  ce  quv,  dans  oe  deiwer,  lu 
pi)lnl<  iiilu^*  Kur  une  droite  rnrrefpiindrnt  In  conptes  tl'une  inroluiion,  tiBdi> 
■|>ir  ij«n>  U  r«rrf.p<Miildn<-i'  de  M.  ItHtlaclini.  au  Ucii  d*uii(;  involulion.  un  )  ci 
m^iu^rol  uiir  pr.>j<->'t>v>(<>  iiuu  i<iv.d.ilivr.  Bd  eR-cl,  Â  la  droite 
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Si  la  projeclivité  t{v)  =0  est  une  involution,  la  droite  correspondante  passe 
par  un  point  fixe.  Si  elle  est  singulière  [c'est-à-dire  si  3'{v)  se  décompose  en 
deux  facteurs  linéaires],  si  ses  éléments  unis  coïncident  ou  si  elle  est  pé- 
riodique de  Tordre  riy  la  droite  correspondante  touche  respectivement  une  de 
trois  certaines  coniques  £,  0,  0„.  L'auteur  donne  les  équations  de  ces  coniques 
et  quelques  propriétés  importantes  des  coniques  6  et  £. 

Par  analogie,  en  supposant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  propor- 
tionnelles à  quatre  formes  bilinéaires,  on  a  une  correspondance  entre  les  points 
d'une  quadrique  Q  et  les  couples  de  points  d'une  droite.  A  une  conique  située 
sur  a  correspond  une  projectivité  sur  la  droite,  et,  si  la  projectivité  est  une  in- 
volution,  le  plan  de  la  conique  passe  par  un  point  fixe.  Si  la  projectivité  est 
singulière,  ou  si  ses  éléments  unis  coïncident,  ou  si  elJe  est  périodique  de 
l'ordre  /i,  le  plan  de  la  conique  est  tangent  respectivement  à  l'une  des  trois 
quadriques  S,  6,  6^,  dont  l'auteur  donne  les  équations  et  quelques  propriétés. 

Cesàro  {£.).  —  Sur  certains  dé  terminants  arithmétiques.  (709- 

711). 

Cesàro  {E.),  —  Nouvelle  étude  de  déterminants  arithmétiques. 

(711-715). 

L'auteur  étudie  le  déterminant 

A,=  2:d=F(i/„w.)F(w.,i/J...F(a,.,wJ. 

F(m,,  i/i^)  étant  une  fonction  quelconque  du  plus  grand  diviseur  commun  de 
a.,  Mj,  et 

étant  une  suite  de  nombres  entiers  tels  que  tous  les  diviseurs  de  chacun  d'eux 
appartiennent  à  la  suite. 

La  fonction  F{x)  est  toujours  égale  à  la  somme  des  valeurs  que  prend  une 
certaine  autre  fonction  pour  tous  les  diviseurs  de  x.  Si  /(x)  est  cette  autre 
fonction,  la  valeur  de  A„  est  la  suivante  : 

A«  =  /(".)/("J.../(«J. 

L'auteur  en  déduit  aussi  quelques  relations  remarquables.  Par  exemple, 
prenons  deux  autres  fonctions  G,  H,  et  soient  ^,  h  les  fonctions  qui  en  dé- 
pendent comme  /  dépend  de  F.  Les  2/1  quantités  x,  }%  définies  par  les 
systèmes 

^  r,F(M,,  Mj  =  ll(M,), 

/•  -  I 
>atisfont  ù  la  relation 

r  =.n  r  =.n 


2 


V    .r^II(,//)=r^V,0(f/,), 


/  -^  1  r—l 


De  PatilU  (fl.).  —  Quelques  transformatioQ»  involulivc^  fiarlicn- 
liires  de  l'espace.  (Noté  I,  735-743  ;  Noie  II,  754-7J8). 

Le*  imolutiunt  île  t'e»|i*rp  vatfiyAtTiiiSi  |iir  l*iiutrur  «nal  n-llet  oit  l«  dmil» 
i)ui  renferment  un  rnufilc  i)c  pnint*  irnrrMpondaDli  vn  xeniettar.Di  un  eomln 
inllni.  Cei  drojie»,  au  Iku  de  rontiiiurr  nn  c»iiipletc  otmitie  lUni  l#  otft 
BJnl,  cunitituent  un  •j'Mènic  S  iloulileraent  infini.  Ce»  involution*  k  À 
liugnent  en  trait  tUmiu  : 

I.  L«>  riyoD*  <l«  S  *nnl  tous  ctui  d'uov  fcrbe. 

II.  I^*  njTDn*  de  £  «uni  tiinlra  In  no-dn  d'une  cubique. 

III.  Le*  rtyoïii  de  C  mdI  Iuui  rem  qui  V>|ipuient  sur  upr  droite  et  tui  au 
ronriw  de  l'ordre  ji  ntniuintranl  U  iln)itu  ca  |i  — <  fJoiDls. 


Cliu< 


MpAcrs.  I.'itiuur  fait  trnfliuiltrr  ti 
!t  lei  propritlài  (krlncipilrs  de  rlu 


Jung  {G.).  —  Sur  le»  surfiice*  engendrées  par  deux  système» 
erdmomens  réciproques  du  degré  m.  (Note  I,  ~'à-j,~^(i-  ;  Nnle  IL 
77,î-;;4;N<.teni,8.<.-Hi'..). 

Un  ïpiielle  Syttimtt  crëmoiiUni  rètiproqo/ei  deux  ijrsttmes  tfe  dentiiat 
rtp^ce,  tels  que  te  rictttroque  (par  dnililÂ)  de  l'un  d'euK  «oit  lié  k  l'auutfn' 
une  InMfnrinatlon  rrémonieBix. 

Omis  de  tels  tjstAmn  eagvadreDi  itn«  lurfiea  <moDolde)  de  l'or^  mm 
»\r.r.  un  [iciini  «i"*"  «i  1m  di-ni  syïi^mo)  «ont  deux  gerbes,  et  une  îurfaM  ic  \t 

l'cur  rliKiue  voleur  de  «1,  on  a  autant  d*e«]>érc9  de  monolde»  qu'il  jt* 
■iilulinni  des  équations frémoniennes. 

I>tins  la  Note  H  l'auteur  étudie  le  cas  des  ejitjoies  superposa  el  IcM 
iMdmeat)  nnlt. 

Duixi  lu  \0(e  ni  il  Tail  voir  qu'il  y  aurait  de  l'inlér^l  i  CDD«idi.-rer  Irur'  M 
plunieun  «yfIJme*  crémoniens  t  U  fuis,  A  établir,  par  eiemple.  une  relitio 
uni'l'trrnitnilive  entre  Ici  éléments  d'une  cungruenrc  cri' m  on  ie  11  ne  et  cHi 
d'une  foniie  riiudummlale  île  deuxième  e'pêce. 

liiiosclti  (  h'.).  —  Les  (équations  modulaires  daos  la  ira  us  forma  lion 
ilii  troisit^mc  ordre  i\es  l'oiictious  hiperelllptiqiies  à  Jeux  va- 
riables. (7tii)-77i). 

Tonrlli  {A.).  —  Le  tltéori-me  de  (laiicliv  pour  les  fomlion*  l 
pluïicura  valeurs.  (785-790). 

îi'iiiiirur  établit  pnur  1»  fonctions  polydrom 
pluie  lie  i-elle  donnée  p»r  l'jurhy  pour  le*  (onctit 
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de  feuillets,  C  une  portion  quelconque  de  cette  surface,  dont  c  soit  le  contour. 
Considérons  la  fonction 

elle  sera  infînic  aux  points  de  rencontre  de  T  avec  la  perpendiculaire  en  5'.  In- 
diquons par  a^ ,  a^  ,  ...,  rz/     ceux  de  ces  points  qui  se  trouvent  en  C,  et  par 

iv,,  \v^, «V|     les   valeurs  correspondantes  de  iv;  ces  points  sont  de   dira- 

inalion  et  des  ordres  jx^  —  i,  ji^  — i,  ...,  [x^^  — 1  rcspeclivement.  Alors  on  a 


(1) 


|x.  iv.  -h  a.  w.  -+-. .  .-h  a.    iv.    =  —    /   -,  dZf 


OÙ  !x,  =  I  lorsque  a^.  n'est  pas  un  point  de  diraniation.  Si 
on  peut  écrire  la  formule  (i)  de  la  manière  suivante 

où  quelques-unes  des  w.  peuvent  être  égales  (lorsqu'elles  correspondent  à  des 
points  de  diramation). 

Par  cette  formule  (i),  (i')  et  par  l'analogue 

(i)  l^i.<  +  !^i/<  +  ---+I^U*^L=  —J^TZZ^>^=^ 

établie  en  considérant  la  fonction  tv^,  Tauteur  montre  que  l'étude  d'une  fonction 
polydromc  se  réduit  à  la  résolution  d'une  équation  algébrique,  dont  les  coef- 
ficients sont  en  général  des  fonctions  transcendantes  de  la  variable  complexe. 
Par  ces  mêmes  formules  il  démontre  un  théorème  analogue  à  celui  qui  a  lieu 
pour  les  fonctions  monodromes,  c'est-à-dire  qu'une  fonction  des  points  d'une 
surface  de  Hiemann  ne  peut  être  toujours  fînie  et  continue,  à  moins  qu'elle  ne 
soit  constante. 

Tacchini  (P.).  —  Sur  les  observations  solaires  faîtes  à  l'Obser- 
vatoire royal  du  Collège  Romain  dans  le  deuxième  et  le  troisième 
trimestre  de  i885.  (806-808). 

Tacchini  (P-)-  —  Les  étoiles  filantes  du  27  novembre  i885. 
(808-809). 

Tacchini  (P-)-  —  Observations  de  la  comète  découverte  à  Paris 
le  1'*  décembre  i88j,  faites  par  MM.  le  professeur  Millosevich 
n  le  lyCerulli.  (809-810). 


R,,ffi^HF.-r.). 

fiable.  (3-aa). 

Coniillions  d'équilibre  |i»ur  un  polygone  (evmt  ilcinl  Im  cutis 
Bltathi*  entre  cai  pnr  dnt  cbarnj^.res  pulies  itt  soamis  rhacua 
■ppliqute  A  un  de  SCS  point*.  Lon()ue  les  forces  ne  (imilutMnt  que  J»  {itaawc 
nu  poulies  qui  se  tranitnetteut  d'un  cùlj  A  l'autre,  nn  peut  tuppuii^r  i]iieli 
rAlét  soient  simplemenl  Bppoy^.s  l'un  sur  l'aulrt!  A  leur«  RitrviniiM  t»Mtf 
pour  mIb  réijuilibre  «oit  iroublft.  SI  les  farce»  snni  appli<|iiécs  lui  sommMt' 
ne  produitftnl  que  des  Icnsions.  on  aura  encore  l'^<]ailil>rc  cd  snppo»ni  i\vt  kt 
cAlés  inienl  flexible*  et  inntcnsililei.  L'auteur  c:xainine  en  paNiculier  k» 
il'uo  paljgnae  t  tûtdt  rigides  et  mobiles,  au  milieu  ilescâtâs  iloqneloa  if^if' 
des  fomes  normales  e.t  proportionnelles  aui  cAiés  mêmes.  Si  In  fMect  iM 

li'Hlr*  npp'iqiii'P*  nuï  somincis  A,,  \, A_.  nn  n  \r  lliiJarén 

n   I.*  snmme  de!   moment»  rclniifi  i\  un  sommet  A^,  de  i 

appliquées  uuK  sommets  A,,  A.^. A„_,  u  un  rapporte 

trianslp  A,A__,A..  » 

qui   donne  comme   cas    pnriirulicr   un  lliéor^mc  sur  les  pi>ly;:<inr!'  n^rolic* 

dont  l'auteur  donne  aussi  une  di^moiistralion  géonii'tri(|ue. 


Snporetli  {A.).  —  Iteclierclie  dci 
solairi!  antiiiluiri;  ilii  ii|  JiiÎIIl': 
liolognc.  (a3-5o). 


licltrth 


:i[)Hle,s  ili;  IVi 


HiccanliiP.). 
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(lès  K*s  premières  r[)()qnes  jusque  après  la  moitié  du  xi\*  sièele. 
Inlroduclion  el  première  Partie.  (43i-528). 

Celle  première  Partie  arrive  jusqu'au  commencement  du  xvii*  siècle. 

Razzaboni  {A .),  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes.  (529-536). 

L'auteur  établit  deux  relations  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  r,,  r, 
d'une  surface  et  les  raj'ons  de  courbure  géodésique  p„,  p»,des  lignes  de  courbure, 
el  il  en  déduit  quelques  conséquences  importantes.  Voici  les  deux  relations 

d  logo 


dv 


du  /•,  -/•,   du       dul^\     dv     )y 

qui,  en  introduisant  les  rayons  p',^,  p^  de  courbure  géodésique  des  lignes  w,  v  de 
lu  sphère,  deviennent 


et,  en  intégrant, 


dv 

dv 

-r  • 

dv      ' 

ûflogp, 
du 

*  __ 

f/logp; 
du 

m 

H- 

rf  logr, 
du 

K- 

=  ?(")'', 

>P«. 

9.'- 

=  <f{v)r. 

p;.» 

'^,  ^  étant  des  fonctions  arbitraires. 

Razzaboni  (C).  —  Sur  le  mouvement  des  eaux  dans  les  vases  en 
communication  par  de  longs  tujaux.  (537-548). 

Aschieri  {F.).    —   Sur   un   complexe  particulier  de  droites  du 
second  degré.  (549-574)- 

Prenons  le  complexe  linéaire  0  représenté  par 

et  la  conique 

j;|-4-  aa7,ar,  =  o, 

située  dans  le  plan  o:,  =  o  et  qui  détermine  sur  ce  plan  un  système  polaire  1. 
Un  plan  quelconque  ^  a  un  foyer  X  par  rapport  à  6;  l'intersection  de  \  cl  de 
J7^=  o  a  un  pùle  X,  en  S.  Or  la  droite  XX,  est  ce  que  l'auteur  appelle  axe  du 
plan  l  par  rapport  à  6  et  à  S,  et  ces  axes  forment  un  complexe  B*  dont  il 
donne  plusieurs  générations  géométriques  et  dont  il  démontre  plusieurs  pro- 
priétés. 


Fats  {/(.).  —  Swr  le»  jtroprîili^s  prinoi()alt>ft  des  trajectoires  ô 
gcmales  des  gt'aL'ratricGg  dans  les  surfaces  réglées,  (^--g^). 

Courbure  et  Idniiin  grfodéwiniM  de  «s  InjecUïr».  Formules  rclilim  ïdni 
lraj«cinirr>  et  leur*  ipplicalion*  nu  calcul  de  U  courbure  des  surface*  purkn. 
GJB^ratHcc*  conifeuiivci.  Poiai  central.  Cuurbure  el  lor«ïon  g6adé»qsf«4t 
la  InJRrioin:  orthogonale  piuint  pu*  un  point  cenlnil.  Uislrîbatîoa  d«  fbm 
tanfeal  et  de  U  coarburc  île  la  (urfucc  inr  une  génératrice.  Cat  ofi  um  »• 
jcptolre  nrlboganale  dei  générutrli^c*  e*t  eu  ui^iiic  tciups  ligne  g#ud#siq««.  kf 
fHr.»twa  dct  r^iulMts  pr'cédenls  à  l«  surfuce  des  binormalcs  d'une  cottAi 
gaucbe  à  toriiun  cuatlantc.  Applicatjuns  «ai  furticei  d^velnppablci. 


Aichteri{F.).  —  Sur  les  forme*  collintîaiies  «i  ri^diitinjiK 
la  Géométrie  ordinaire.  {i4J-ii>»')- 


l.'iulcur  diiiDoatre  gtoiuiïtriquc 


t  le*  dciiK  tUi^or^mi 


•  Ou  peut,  d'un  nonilire  inllni  de  manitiei,  par  un  iii>mbn?  lini  d'iipintùa 
projeclive»,  P«"t^r  de  quatre  point*  doDn6«  sur  un  plan  (moinicJ»  (l*ua  qiif 
dnngle]  i  quatre  auicrs;  vi  M^inblablenient  puur  tci  cbiii,  d'un  quadril4<«n. 

Il  Oti  peut,  d'un  nombre  infini  de  manitresi  par  un  nombre  fini  d'op^tloo 
projrclircfli  pMM«r  de  eimi  poinl»  donnas  (  dnnl  quatre  qiirrlc.unquea  wirni  lo 
«d'un  lélr*é<lre)  A  einq  autres.  De  nu^mc  piiur  lo  pl«n«.  i' 


ola! 


ï  trois  tiiembrr 


Gautero  (G.).  —  : 

(ao;(-3,.8). 

SaporetU{A.).  —  Méthode  lliéorico-iiratique  pour  coaaaîirele 
instants  du  It^vpr  el  du  couclier  de  la  Lune.  (a33~3^^,   i5  M.)>     I 

Mim{F.).  —Sur  les  joints  ciiirmuLiiiui'sd.'Tivés  du  .|.i«drilairrr 
sphérique.  (:i4y-358,  «PI.). 

Ruffini  (F.-P.).  —  Sur  quelques  snigutarités  daDS  les  faiscoai 
et  les  réseaux  de  rnurbes  planes  Lilgéhriques,  {3G--^\5). 

Hoschi  (P.).    —  l 
nombres,  (.i.'i.t-.' 


■  question   de  pa 


Ku  KiiinluCH  de  nmnirrc*  peu!  pn  *ïn 

de  s  nOrabrti  cnilert  de  ts  «i>rie  i,  •>,  . . 

L'auteur  iraite  la  queitiun  en  général 

s=i,i.  Pour a~i  i-\  K  ^  1  il  établit  am 


>t  puit  ra  panicul 
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Tauteur  cilc   un   travail   précédent  de   M.   Pluma  {Journal  de  M.   Battaglini, 

1879). 

Beltrami  {E,).   —  Sur  la  théorie  de  rallractîon  des  ellipsoïdes, 
(573-616). 

La  méthode  de  Tauteur  se  distingue  des  autres  par  remploi  des  coordonnées 
elliptiques. 

I.  Formules  préliminaires.  II.  Fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde  à  couches 
homothétiqucs.  IIL  Fonction  potentielle  d'une  couche  ellipsoïdale  en  équilibre. 
W.  Fonction  potentielle  d'une  couche  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homo- 
thétiques.  V.  Quelques  autres  distributions  ellipsoïdales.  VL  Distribution  sur 
l'ellipse  focale  ayant  la  même  fonction  potentielle  d'une  distribution  ellip* 
soïdalc  homothétique.  VIL  Fonction  potentielle  d'un  anneau  elliptique.  VIIL 
Systèmes  symétriques  autour  du  petit  axe.  IX.  Systèmes  symétriques  autour  du 
grand  axe. 

Canevazzi  (S.).  —  Sur  quelques  formules  de  la  résistance  des 
matériaux.  (643-656,  i  PL). 

Razzaboni  {C>).  —  Sur  le  mouvement  de  Teau  en  lits  à  fond 
horizontal.  (677-687).  S.  R. 


ATTI  DBLLA  R.   ACCADEMIA   DELLE  SciENZE  DI  TORINO.   In-8''(1). 

TomoXX;  1884-85. 

Cavalli  (E,).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Pappus  et  con- 
séquences qui  en  descendent.  (33-42). 

Si  l'on  a  des  points  matériels  libres  et  indépendants  ayant  des  vitesses  ini- 
tiales auxquelles  correspondent  des  moments  équipollents  aux  côtés  d'un  poly- 
gone fermé  quelconque,  et  qu'on  leur  applique  des  forces  qui,  en  chaque 
instant,  ramenées  à  un  môme  point,  seraient  en  équilibre,  le  centre  de  gravité 
du  système  reste  fixe. 

Morera  (G.).  —  Sur  les  équations  générales  pour  Téquilibre  des 
systèmes  continus  à  trois  dimensions.  (43-53). 

L'auteur  donne  l'interprétation  mécanique  des  équations  indéfinies  de  l'équi- 
libre. Il  établit  ces  équations  en  coordonnées  curvilignes  quelconques  au  moyen 
du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

(•)  Voir  Bulletin,  \,  p.  76. 


Dorna  (.-I.).  —  Observations  «h*   r.Vli(>s.'   loiale  «Ir  liineiiHf-   i 
Û  octobre  1HH4,  Taitps  à  Turin  dans  Iv  palnîs  Madaiiiu,  h  VObta- 
vatoirc  de  i'Umversil^.  {'\}-JQ)- 

I)onia{A.).  —  Travaux  de  rObsprva[oirru^tr.iti.>miijiir  de  Turin 
(8o-85). 

Genocchi{A.).  —  Deux  lettres  de  C-F.  <_;.itm»,  piiMi.-rs  pari* 
prince  B.  Boncùmpagni.  fa37-a4a). 


de  [laraUélc  icrrr»ttt- 
i«trctnc>niii{ui;  dcToiin. 


Jadanza  (M).  —  Sur  la 
(3a<î.3a9). 

Dûrnrt(/J.).  — 'l'nivaux 

S incri  (  !•'.).  —  l.e»  deux  pi-eiHier.i  Livi-cs  du  7'rtjrttttns  tphtrnt 
de  Barthrlemv  de  Parmi;,  aulriiiioiiif  du  xiii'  siècle,  pulilic» 
suivant  l'uniijuc  manuscrit  du  temps  de  la  niblialli^i|He  Viru» 
Emmanuel,  par  II.  Narducei.  (433-434). 

Scgre  (C).  —  Consid»^rations  sur  Ih  Géométrie  df^  cinii.po 
d'un  plan  et  sur  sa  représenutitm  dans  la  OZ-omi-iric  des  cniH' 
picxcs  Unitaires  de  droites,  f  4^7-^*'4)- 

L'aiileur  «'oCiTupr  priucipaJcineDl  cIci  furnict  fomlamcnulcs  ijius  l'c^pa»  5, 
t|Ui  •  pour  é\itaeoti  lu  cooiqu»  d'un  plan,  du  ijit^jne  cnbiiiuc  A  qaUn  ^ 
tntniions  M\  forint  par  lc<  coniqu»  ijuî  se  r^dui&ent  à  un  couple  de  poiau,^ 
du  syMémc  du  quatrkmF  ordre  ti  i  deux  diniensions  (ïorfacc  F|)  tnrmtfB 
rrtle»  qui  te  réduiuml  A  un  point  double,  La  féométric  projectile  da  pin 
rnfncide  itcc  celle  de  l'eipieF  S,  lorsqu'on  prend  pour  groupe  /onilamaid 
rvlui  de*  x*  iran^Iormadooi  projccliTes  qui  tranirormeut  Fj  ta  elle-ntwtf 
l'urrespoodent  ainsi  aux  k»  homoKrïpliies  du  (ilan.  La  Céoméirie  mêtriiiK* 
plan  coïncide  aussi  arec  la  Géométrie  projectile  de  S>  en  Tixant  F}  et  aa^ 
luent;  OD  •  la  Géoméirie  euclidienne  si  cet  cUrocnt  appartieiil  A  .U{.  L'ail" 
>'iiccupe  aussi  de  la  correspondance  ealre  le  plan  de  coniques  et  l'ci^an  di 
complues  lia^ires,  mais  il  cuaclul  qu'on  ne  doit  pas  attacher  Inp  diapar  1 
lance  1  celte  rcpr^sen talion  comme  instrumeut  de  redurche,  toit  pourl»»  ' 
nii|ucs,  soit  pour  les  euRiplei 


■elles  êlodps  sur  la  GMméirie  de  la  sphkt. 


Utritt  (Cl.  - 
(5oj-5a()V 

L'aulenr  obiieni  de  ni'uicaui  résultats  cl  dunot  de  noitrcltes  dcoiontMlMO 
en  appliquant  U  mCmc  m^tliudc  qu'il  ■  suivie  dans  un  travail  )irécedeiil  |A 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  i85 

cerche  sulla  Geometria  délia  s  fera  {Mémoires  de  l'Académie  royale  de 
Turin^  2*  série,  Vol.  XXXVI)].  —  Coordonnées  de  la  sphère  orthogonale  à 
quatre  sphères  données.  Sphère  orthogonale  d'un  complexe,  et  conditions  pour 
qu'elle  se  réduise  à  un  plan  ou  à  un  point.  Sphères  coupant  diamétralement 
une  sphère  donnée.  Sphères  qui  sont  coupées  diamétralement  par  une,  deux, 
trois  ou  quatre  sphères  données.  Angle  de  deux  sphères,  et  sphères  qui  coupent 
à  angle  constant  deux,  trois  ou  quatre  sphères  données.  Sphères  qui  coupent 
deux  sphères  données  à  angles  égaux  ou  supplémentaires.  Relations  générales 
entre  deux  systèmes  de  n  sphères,  étant  n^S.  Cas  de  n  =  5.  Coordonnées  de  la 
sphère  correspondant  à  une  sphère  donnée  en  une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  et  autres  considérations  sur  ce  môme  sujet. 

Charrier  (A,).  —  Sur  la  fréquence  des  vents  Inférieurs  d'après 
les  observations  faites  de  186G  jusqu'à  1884.  (529-535). 

Basso  (G.).   —  Phénomènes  de  réflexion  cristalline  interprétés 
suivant  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  (537-562). 

Dorna(A.).  —  Travaux  de  l'observatoire  astronomique  de  Turin. 
(635-636). 

Guidi  (C).  —  Sur  les  ponts  suspendus  rigides.  (^o6-»723). 

Jadanza  (iV.).  —   Sur  la  forme  du  triangle  géodésique  et   sur 
l'exactitude  d'un  réseau  trigonométrique.  (^65-783). 

« 

Brambilla{A,),  —  Les  courbes  asymptotlques  d'une  classe  de 
surfaces  algébriques.  (784-790). 

Les  surfaces  dont  il  s'agit  ont  la  propriété  que  les  coordonnées  de  leur  point 
variable  par  rapport  à  un  certain  tétraèdre  fondamental  sont  proportionnelles 
aux  /i>*"**  puissances  de  quatre  fonctions  entières  linéaires  et  homogènes  de 
trois  paramètres.  Les  courbes  asymptotiques  de  ces  surfaces  sont,  comme  l'au- 
teur le  démontre,  algébriques  et  rationnelles. 

Naccari  et  Battelli  (A,),  —  Aberration  de  sphéricité  dans  les 
télescopes  de  Grégori  et  Cassegrain.  (862-868). 

Cappa  (S.)  —  Sur  les  forces  intérieures  qui  se  développent  dans 
les  liquides  en  mouvement.  (896-916). 

Jadanza  (N.).  —  Sur  les  points  cardinaux  d'un  système  diop- 
trique  centré  et  sur  la  lunette  anallatique. 

lyOvidio  {E,),  —  Relation  sur  un  travail  de  M.  le  D*"  C.  Segrc, 
intitulé  :  Beclierches  sur  1rs  homographies  et  sur  les  corrida- 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  3'  série,  t.  XL  (Septembre  1S87.)        \{.i!\ 
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ttons  frn  général,  ut  pnrlicuUèrf^m^nt  sur  cell 

ordinaire  connid^rrrt  ilans  la  géométrU  de  ta  droite.  (()3(|- 

Dornn  {A.).  —  Travaux  de  l'obscrvaloire  aslF(fnoniii[iic<lpTur 


Coffiilî (K.).  —  Les  ovales  de  Dcscarlœ  considén?*  ii 
vur  rin^iiiatiqiic.  {i  t43-i|{)5). 


point  lit 


I.'autFur  rcfianle  m*  c.aarhn  ci 
une  TitciMi  Inllitlc  et  miuhiI*  i 
lin  troit  fajen. 


rnp  pngcndrén  par  un  point  in'ibiir  i)»! 
e  kcctftértlion  iingte  consUmnicnl  ■  I  w 


Arii  imA.\  tttu 


Mcmotio,  i.  X,  1881. 


4 


/te  l'aolU  (/t.).  —  Hedierrlies  sur  les  surl'accsdu  trotsit-meonln'. 
l*'Uémoîre(ia3-iSa)i  II*  Mémoire  (i5o-i6o). 

Ij-»  «il  «ïM-'oK-s  rie  r»nr<l>inn<-r4  rjiii  se  préspnlriil  ilans  iiiir  cfrUtiip  li-urel" 

qa<iilri>iur%  ilia(t>n«lpt  de  U  ligure  F.  Un  syïtcinc  d'heia^res  el  d'hnijoK* 
d^lrrniinf*  par  ta  fi)ture  V.  QuelqDci  autm  propriétés  de  la  rigurv  F.  Lc»s> 
MitUr^t  s  du  tmisi^roe  ordi«,  ci  Irs  six  S  de  la  iRiisicme  clause,  qni  d^to^ 
liiiqral  une  lufiue  llgiire  K.  Lm  bcssicnnes  de«  iurfa«3  9  et  £.  Eipressiss  da 
produis  V">'^''1'"*  P"  '•  forme  cano&iqae.  Quelques  con tn varia nli  « 
futariaol» d™  »ut<«f*5  du  tmisiémf  ordre  Va  roaneie  linéaire  B.  LeUIrt^ 
•■Ti*ari*m  a  i-ntlime  ifInrJtc  tondaniraltl.  Le  romplcie  létraêdral  de  î,ct^. 
1^*  initnantt  r->atlanrBtaai.  t,T«r  «igni&riLiuo  géométrique.  Lrs  tit  nf 
fiirti  aiihaia*i<i»qar>  d'anv  «arfarc  du  tpxsiëme  ordre,  et  lei  propriéià  ian- 
tiaHliio  iMttilr^  ik  riS|i>ali->a  qui  diMine  les  «otnincts  et  le«  taces  dn  t^lttéèr 
U.  Lm  l>>nv<»  laiatuatitTi  d'nac  nrlaine  Toroe  binaire  du  cîdqaiciDe  otàK' 
Lr>  ikxmw* «BriiKrï  «nViqucv  aianlde*  poinU  4'ùijlejeiou- 

tlfiStt  \0.\  —  lj»cl>|ue«  pn>|Msitioas  sur  Ips  èqualions  lioÉaiits. 
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L'intégration  de  Téquation  linéaire  de  l'ordre  /* 


» 


^Ar^*^  =  o 


peut  être  ramenée  à  celle  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  n —  r  par  rapport 
à  y(r+i)  lorsque,  les  coefficients  /?,  et /?„, /?,^,,  •••»/>r+i  étant  quelconques,  les 
autres  r  sont  donnés  par 

k 

Les  a  sont  des  constantes  et  0^=1.  L'auteur  traite  aussi  entre  autres  les  pro- 
positions suivantes  : 

«  Étant  données  deux  équations  différentielles  linéaires  homogènes,  trouver 
les  relations  qui  doivent  être  satisfaites  afin  que  : 

»  a.  Elles  aient  une  même  intégrale  particulière: 

»  b.  L'une  d'entre  elles  soit  satisfaite  par  r  intégrales  particulières  de  l'autre; 

»  c.  Les  quotients  de  m  intégrales  particulières  de  l'une  pour  m  de  l'autre 
soient  égaux  à  des  fonctions  données; 

»  Trouver  deux  intégrales  particulières  ayant  donné  : 

»  a.  Le  quotient  de  ces  intégrales; 

»  b.  La  somme  de  deux  puissances  de  même  exposant  constant  de  ces 
intégrales. 

u  Le  produit  de  m  intégrales  particulières  d'une  équation  linéaire  homogène 
de  l'ordre  n  satisfait  à  une  équation  linéaire  homogène  de  l'ordre 


/i(n-Hi)[i...(/i-Hm  —  i)] 


» 


1 .3. .  .m 


Schiaparelli (G.'V.).  —  Observations  astronomiques  et  physiques 
sur  Taxe  de  rotation  et  sur  la  topographie  de  la  planète  Mars, 
faites  à  l'Observatoire  royal  de  Brera  à  Milan  avec  Téquatorial 
de  Merz.  Mémoire  II  (observations  de  l'opposition  1879- 1880). 
(6  pi.  281-387). 

Tome  XI;  1881. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques  ni  d'Astronomie. 

Tome  XII;  1882. 

Battaglini  (C).  —  Sur  les  formes  quaternaires  bilinéaires.  (aSS- 

2oa). 
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L'auteur   donne    la    représentation    géométrique    d'une    forme    quaternaire 

biltnéairc. 

La  relation 

(?^)=(Aar)(B:K)  =  o. 
oi'i 

(Ax)  =  A,j?,-f-...-T-A.x.,        (BjK)  =  B^y^-h.,.-hB^x.y 

établit  une  correspondance  corrélative  entre  les  points  de  deux  espaces  de 
trois  dimensions.  A  un  point  correspondent  tous  les  points  d'un  plan,  c'est- 
à-dire  ce  plan  lui-môme.  Cette  correspondance  entraîne  celle  qu'on  appelle  con- 
jointe par  laquelle  à  un  plan  correspondent  tous  les  plans  passant  par  un 
point.  II  en  résulte  aussi  une  correspondance  entre  les  rayons  des  deux  espaces: 
à  chaque  droite  de  Tun  correspond  dans  l'autre  un  complexe  linéaire  spécial, 
et  par  conséquent  l'axe  de  ce  complexe.  Si  l'on  fait  correspondre  entre  eux  les 
éléments  fondamentaux  des  deux  espaces,  la  relation  de  correspondance  prend 

la  forme  canonique 

(9t;;)  =  2:A,B.a?,^,r--o. 

Après  avoir  examiné  le  cas  où  le  déterminant  (A,  B)  =  o  et  celui  où  tous 
ses  mineurs  sont  égaux  à  o,  l'auteur  passe  à  la  considération  des  espaces  super- 
posés, et  des  surfaces  quadriques  qui  se  présentent  comme  lieu  des  points 
situés  sur  leurs  plans  correspondants  et  comme  enveloppe  des  plans  passant 
par  leurs  points  correspondants.  Il  y  a  alors  dans  la  corrélation  quatre  couples 
involutifs  qui  sont  les  sommets  et  les  faces  d'un  tétraèdre;  en  le  prenant 
comme  tétraèdre  fondamental,  la  relation  («p^')  —  ^  devient 

avant  pose. 

C,,=  A,B,.. 

Si  C„  =  C,,  et  C„  =  C,„  la  corrélation  est  involutive  ou  polaire. 

Si  C,,—  —  C,^  et  C,,  =  —  C^,,  elle  csl  coïncidente. 

Ku  revenant  au  cas  général,  les  rayons  correspondants  qui  se  rencontrent 
conslituent  un  com[)lexe  du  deuviènie  degré. 

Si,  en  partant  d'un  élcnient  (juclconque,  nous  prenons  successivement  les 
éléments  correspondants  en  passant  toujours  du  premier  au  second  espace, 
nous  aurons  des  figures  qui  seront  alternativement  corrélatives  et  honiogra- 
phiques  entre  elles.  Tous  les  points  déduits  d'un  même  clément  par  ce  procédé 
sont  sur  une  même  surface  du  second  ordre.  Propriété  analogue  pour  les  plans. 
Les  rayons  que  l'on  déduit  ainsi  d'un  rayon  quelconque  appartiennent  à  un 
complexe  létraédral.  Enfin  l'auteur  traite  le  cas  de  la  corrélation  périodique. 

Respighi  (L.).  —  Expériences  faites  à  rObservaloire  roval  du 
Capitolc  pour  la  délermination  de  la  valeur  de  la  gravité.  (346- 
309). 

D(^  Paolis  (/^.).  —  Sur  rexpression  d'une  forme  binaire  de  degré 
n  par  une  somme  de  //•  '"*^^  puissances.  {/\oyi'/\i\). 

Une  forme  binaire  de  degré  n  peut  être  exprimée  de  oc"^'-""  manières  par  la 
somme  de  n  -h  \  —  r  «  '""  puissances  (  .>;•  <  //  -f- 1),  en  résolvant  une  équalMm 
(le  degré  /'. 
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Soil/=  aj  une  binaire  de  degré  n.  Si 

A  =  w  -f- 1  —  /• 

A  =  I 

on  a  n  -\-  i  —  /-points 

J7,  ^4  ■+-  J7,  —  o. 

On  dit  que  ce  groupe  exprime  la  binaire  /  par  une  somme  de  n-ht  —  /'  /i'*"" 
puissances. 

Les  groupes  exprimant  une  binaire  de  degré  n  par  une  somme  de  /r*"»" 
puissances  forment  une  involution  {n  —  i)"r**. 

Étant  donnée  une  forme  binaire  de  degré  n,  tous  ses  groupes  polaires  de 
« -t- 1  —  r  points  (2/'</i-hi)  appartiennent  à  une  involution  (r  —  i)"p**,  et 
ifculement  les  groupes  de  l'involution  associée  (n-+-i — ar)"»''''  expriment  la 
binaire  donnée  par  la  somme  de  n -h  i —  /• /!'•«■••  puissances. 

Suivent  des  considérations  en  partie  nouvelles  sur  le  canonisant  d'une  forme 
de  degré  impair,  le  catalec tiquant  d'une  forme  de  degré  pair,  et  sur  le 
plexus  catalec tiquant. 

La  méthode  suivie  par  M.  de  Paolis  est  entièrement  nouvelle  et  extrême- 
ment élégante;  clic  se  base  sur  l'identité 

k  =  n 

A  =  l 

/(^)  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  ^n  —  2,  F(^)  de  degré  /i, 
et  les  \  étant  les  racines  de  l'équation  F(X)  =0. 

Siacci  {F')'  —  Théorème  fondamental  dans  la  théorie  des  équa- 
tions canoniques  du  mouvement.  (423-436). 

Si  n  équations  entre  les  variables 

résolues  par  rapport  à  n  de  ces  variables,  satisfont  à  la  relation 

(1)  y:^{d}%Zx^-'\y\dx^)  =  o  (/•  =  i,  2,  . . .,  w), 

ces  équations  pourront  toujours  se  réduire  à  la  forme 

o,  <J/,,  ...,  4^^  étant  des  fonctions  des  x,  et  les  >»  déterminées  de  manière  que 
les  (2)  satisfassent  aux  équations 

C^^---o,        ^,^0 'ik--^' 

Par  ce  théorème  Téquation  des  moments  virtuels  se  transforme  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  en  une  autre  ayant  la  même  forme  et  à  variables  indc> 
pendantes.  De  celle  équation  l'anleur  déduit  les  équations  canoniques  les  plus 
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zi^tt^^r^lfii.  Il  étahlil  aas^i  des  formules  àcsqmdits  il  dédait  ti  tnastonBatioa 
la  plat  Ç'éo^rak  d'an  «jstrm^ d'éqaatîotts  caBoaiqocs  e«  ■«  aatre,  leséqvatioss 
da  mooTemcnt  trooblc.  et  le  théorème  de  la  fosctioa  caractétistiqae.  Eafia  il 
irom%tt  le^  relations  entre  les  dirers  «T^tèncs  de  Tariables  caAOAÎqweSr  et  des 
thér#remes  (Eféoéraai  dont  ao  comprend  comme  cas  particalier  un  UiéoTéme  de 
Ja^>bi. 

Capelll  ^ A.),  —  Fondemeots  d'une  théorie  générale  des  formes 
algébriques  (Scic^St^S). 

Théorie  des  opérations  in  Ta  nanti  Tes.  Éléments  linéaires  et  lenr  interpréta- 
tion srmboliqae.  Les  opérations  H  et  Û.  Fonctions  qoe  l'on  pent  dédaire 
d'antres  fonctions  renfermant  un  nombre  moindre  de  séries  de  Tariables.  DéTe- 
loppement  d'one  fonction  à  plusieurs  séries  de  Tariables  par  les  dériTées  de 
fonctions  à  nombre  moindre  de  Tariables.  Définition  des  coTariants  d*an  sys- 
tème de  formes  il  plusieurs  séries  de  Tariables.  leurs  propriétés  fondamentales 
et  équations  difTérentielles.  Forme  symbolique  des  coTariants  d'un  système  de 
fonctions  fondamentales  à  plusieurs  séries  de  Tariables.  Réduction  des  équations 
différentielles  au  nombre  minimum.  Indépendance  des  conditions  linéaires 
données  par  chacune  de  ces  équations. 

La  méthode  de  Tauteur  se  base  sur  les  opérations  A  (aTec  un  nombre  quel- 
conque de  séries  de  Tariables)  qu'il  montre  être  les  seules  essentiellement  né- 
cessaires dans  la  théorie  des  formes,  et  dont  il  commence  par  établir  rigoureu- 
sement la  théorie.  L'auteur  appelle  opérations  élémentaires  celles  comme  la 
suiTante 

-  ±       -  ±^      ^-  ^ 

Il  est  évident  qu'entre  k  séries  de  variables  on  a  A'  opérations  élémentaires. 
Or  on  appelle  opération  A  un  polynôme  (symbolique)  rationnel  et  entier  à  coef- 
ficients constants  formé  avec  les  k'  opérations  élémentaires.  Nous  citerons  le 
théorème  suivant  qui  est  fondamental  dans  la  théorie  des  opérations  A  et  par 
conséquent  dans  tout  le  travail. 

Si  A  est  une  opération  quelconque  entre  k  séries  de  variables  x,  Vj  Zy  —  et 
qu'on  inrliquc  par  D,,  D^,  ...,  Dj»  les  A*  opérations  élémentaires,  on  peut 
toujours  déterminer  des  constantes  a,.  ,.  ..^,  (combinaisons  linéaires  à  coef- 
ficîcnLs  entiers  des  constantes  de  A),  telles  que  l'on  ait  identiquement 


A  - 


2    V.., .,.DÎ5%I>ï5i-,S.-I>îsDî.. 


oii  l'on  ne  doit  donner  aux  exposants  que  les  systèmes  de  valeurs  pour  Icsqueh 
Id  somme  |x,-f-  ;x,-i-...-f-  \i^i  est  "^  du  degré  maximum  des  termes  en  A. 


Tome  XIII;  1882. 
ncspif^hi  (^L.).  —  Observations  du  diamètre  liorizonlal  du  Soleil 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS.  igr 

faîtes  à  rObservatoire  royal  du  Capitole  en  1880  et  1881.  (5i- 
80). 

Cerruti  {f^.).  —  Recherches  sur  l'équilibre  des  corps  élastiques 
isotropes.  (8i-i23). 

L'auteur  apporte  avec  ce  Mémoire  des  simplifications  très  remarquables  à  la 
méthode  de  M.  Betti  pour  l'intégration  des  équations  d'équilibre.  Au  lieu  des 
douze  fonctions  auxiliaires  que  l'on  doit  déterminer  dans  cette  dernière  mé- 
thode,  M.  Cerruti  trouve  que,  lorsqu'on  donne  les  déplacements  à  la  surface,  il 
suffit  de  connaître  une  seule  fonction  auxiliaire  (à  déterminer  avec  des  ar- 
tifices particuliers);  lorsqu'on  donne  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sur- 
face, ou  bien  ces  forces  sur  une  portion  de  la  surface  et  sur  l'autre  les  déplace- 
ments, il  suffit  encore  d'une  seule  fonction  auxiliaire  et  de  trois  en  quelques  cas. 
Puis  il  applique  sa  méthode  à  l'étude  de  la  déformation  d'un  corps  élastique 
indéfini  terminé  par  un  plan,  en  supposant  que  des  forces  quelconquef>  agissent 
à  l'intérieur,  et  que  les  forces  ou  les  déplacements  soient  donnés  à  la  surface, 
en  donnant  de  ce  problème  une  solution  complète  et  rigoureuse. 

Suit  une  liste  de  corrections  relative  au  Mémoire  du  même  auteur  :  Sur  les 
vibrations  des  corps  élastiques  isotropes  {Mémoires  des  Linceij  t.  VIII,  361-389). 

Gebbia  {M.),  —  Sur  les  efforts  intérieurs  des  systèmes  articulés. 
(259-273). 

Tome  XIV;  i883. 

Besso  {D.),  —  Sur  le  produit  de  plusieurs  solutions  particulières 
d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  et  spécialement 
sur  le  produit  de  deux  solutions  particulières  de  Téquation  dif- 
férentielle linéaire  homogène  du  troisième  ordre.  (3-i3). 

Dans  la  partie  générale  l'auteur  ajoute  quelques  observations  sur  des  théo- 
rèmes démontrés  par  lui-même  dans  le  Mémoire  :  Quelques  propositions  sur 
des  équations  différentielles  linéaires  {Mémoires  des  Linceij  t.  X).  Pour  les 
équations  du  troisième  ordre,  après  avoir  donné  quelques  propriétés  relatives 
«a  produit  de  deux  solutions  particulières,  il  considère  le  cas  ou  ce  produit 
«si  constant  pour  une  équation  de  la  forme 

y"^  -hry  =  o, 
^til  trouve  que  l'équation 

y"  -+-  p'r  =  Oy 

^>j|  p  est  donné  par  l'équation 

4 
p"  =  c  4-  6p  -t-  ap»  -h  ^  p», 

^^^y  àf  c  étant  des  constantes  liées  entre  elles  par  la  relation 

a'  —  6ab  ■+■  24c  =  0, 
^s»t  satisfaite  par  deux  fonctions  dont  le  produit  est  constant. 


1                 '»» 
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IJesso  (D.).  —  Sur  une  classe  d'ëqualions  du  sixième  degré  réso- 
lubles par  Sf'Ties  hvpergéométriques.  {3o-3;)). 

liesso  {D.).  ~  Sur  quelques  propiiclrs  de  l'éqiialion  dînercnlielle 
linéaire  non  homogène  du  second  ordre.  (4c>-4^)' 


Maisano  (G.). 
.35). 

Apre 


—  Sur  la  forme  binaire  du  cinquième  ordre.   (<fy- 

.posé  les  résultais  de  Clebsch  cl  de  Gordan,  laiiicur  ralcule 


quelques  résullan.a  et  discriminants,  puis  il  étudie  le  licssien  II  de  la  forme 
landameniaie/,  ci  enfin  il  donne  les  signilications  géométriques  des  furmes  du 
sjslème  complet,  cl  les  caractères  par.iculicis  des  deui  équations  /  —  n.  Il  =  n 
lorsque  quoique  invariant  es.  égal  n  o.  ou  que  «quelque  covarianl  s'aonulr  idcn- 
Liquemen., 
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Frattini  (G.),  —  Les  groupes  transitifs  de  substitutions  d'ordre 
et  de  degré  égaux.  (143-172). 

Dans  la  première  Partie  du  Mémoire  l'auteur  donne  deux  constructions  du 
groupe  transitif  en  question.  La  seconde  et  la  troisième  Partie  sont  consacrées 
à  établir  une  base  nouvelle  pour  l'isomorphisme  mériédrique,  et  à  des  théo- 
rèmes remarquables  sur  les  groupes  transitifs  d'ordre  et  de  degré  égaux. 

Bombicci  (L.).  —  Sur  Taérolitlie  tombé  près  d'AIfianello  et  Vero- 
lanuova  (province  de  Brescia);  sur  la  cause  des  détonations  qui 
accompagnent  la  chule  des  bolides  et  sur  la  présence  con- 
stante du  fer  dans  les  météorites.  (GyS-ôSS). 

TomoXV;  i883. 

Gremigni  (Af,),  —  La  théorie  des  développoïdes  et  les  surfaces 
ayant  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires.  (3-43). 

M.  Beltrami  a  donné  le  nom  de  développoïdes  aux  courbes  dont  la  tangente 
fait  avec  une  courbe  donnée  un  angle  qui  est  une  fonction  (quelconque)  des 
coordonnées  du  point  d'intersection. 

Le  travail  de  M.  Gremigni  se  compose  de  trois  Parties.  La  première  com- 
prend les  propriétés  générales  des  développoïdes  et  montre  leur  liaison  avec 
les  surfaces  qui  ont  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

La  seconde  Partie  contient  des  recherches  particulières  sur  les  développées 
d'une  courbe  gauche,  et  sur  les  surfaces  canaux,  l'étude  des  développoïdes 
d'une  courbe  plane,  les  équations  en  termes  finis  des  surfaces  ayant  un  système 
de  lignes  de  courbure  circulaires  avec  les  centres  sur  une  courbe  plane;  la  re- 
cherche des  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  du  système  non  cir- 
culaire sont  aussi  à  courbure  géodésique  constante;  la  recherche  des  dévelop- 
poïdes d'une  courbe  gauche  avec  des  conditions  particulières  pour  l'angle  des 
tangentes  avec  la  courbe,  et  comme  cas  particulier  les  développoïdes  d'une 
hélice.  L'auteur  démontre  que  la  surface  formée  par  les  développoïdes  ordinaires 
d'une  hélice  circulaire  est  toujours  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
Après  il  donne  l'intégrale  générale,  en  fonction  d'une  intégrale  particulière, 
de  l'équation  dont  dépend  la  recherche  des  développoïdes  d'une  courbure  quel- 
conque, et  des  surfaces  ayant  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires. 
Dans  la  dernière  Partie  Tauteur  résout  le  problème  inverse  des  développoïdes, 
c'est-à-dire  il  détermine  les  courbes  qui  coupent  les  tangentes  d'une  courbe 
donnée  sous  un  angle  variable  avec  une  loi  donnée,  et  donne  quelques  pro- 
priétés de  ces  courbes. 

Maisano  (G.).  —  Sur  deux  classes  de  formes  binaires.  (/\/\'!i6). 

La  première  de  ces  classes  est  celle  des  binaires  d'ordre  impair  2/1-Hi  cl 
pour  lesquelles  on  a 

étant 


hes  hrmei  df  cette  claïae  ont  \ri  mêmes  prapriétéi  aiuljtîqSc 
iri<|an  qup  l»  binnire  cubîqui^  gi^n^ralr. 
La  saconde  rU^ise  est  celle  des  blouirei  d'ordre  pair  'in  pour  l«sqatlln 

(oll)'flî''"MI.»D. 

itUt 

Il  =  (at)— '«iij. 


'  la   longueur  du    |ien()iilc 


t  Ih 


Pisaii  (G.)  cl  Pucci  (/T-l. 
seconde.  (S7-9iii,  4  I>1')> 

Capelli  {A.).  —  lixlensloii  de  h  ronniile  pour  le  nombre  des 
covitrlants  au  cas  (ks  traiisformiilioii^  linéaires  indépcudanle». 
(a33-a4i). 


Mesures  mirminclnriucs  dVloilrs  doubk-s  et  iinjtti|ilcs  failcs  dans  Jes  iaaia 
1HS7-1S73  par  te  barun  Hercule  Dembowiki.  Tome  I  coatcnaiii  les  ubsenitioni 
fuites  i  Naples  et  les  sÉrios  mineures  ubwrvées  il  Cullarute.  (Avec  portrait  àt 
Denibowski.} 

La  préface  des  éditeurs  MM.  Oltu  SIruve  et  G.-V.  Schiaparclli  contient  ili^ 
Notices  biograpbiqueï  sur  H.  Dcmbvw^ki. 


TomcXVlI;  1884. 


Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles  et  multiples  faites  dans  les  années 
18J1-1878  par  le  baron  Hercule  DembowskI.  Tome  II  contenant  les  observations 
faites  à  Gallarate  sur  les  étoiles  du  Catalogue  de  Dorpat  et  des  appendices  de 
\V,  Siruïc. 


TomoXVllI;  i883-iB84. 


Govi  {G.).    —   Stir  une   déformation  de  perspective  des    images 
dans  les  lunettes.  (4o3-4i9,  ■  pl.)> 

Fialtini  (C).   —  Sur  quelques  propositions  de  la  théorie  des 
substitutions.  (48--5i3). 

L'auteur  s'occupe  de  l'imprimitivité  des  groupes.  Dans  un  Appendice  it 
donne  une  gdnéralisalion  d'un  théorème  démontré  dans  son  Mémoire  ;  Lei 
groupes  transitifs  de  substitutions  d'ordre  et  de  degré  égaux  {Mémoire  des 
Lincei,  t.  \IV,  i8S3). 
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Ascoli  (C).  —  Les  courbes  limites  d'une  variété  donnée  de 
courbes.  (521-586). 

Les  recherches  de  l'auteur  sont,  comme  il  le  dit,  des  préliminaires  pour  une 
théorie  des  fonctions  de  deux  variables.  Les  deux  Parties  du  travail  sont  prin- 
cipalement dédiées  aux  recherches  suivantes  : 

L  Une  définition  précise  du  concept  de  courbe  plane  et  une  étude  de  ses 
propriétés  ; 
IL  La  recherche  des  courbes  limites  d'un  groupe  donné  de  courbes. 

La  dernière  Partie  est  spécialement  remarquable. 

Tome  XIX;  1884. 
Maisano  (G,).  —  La  sextique  binaire.  (9-60). 

I.  Théorèmes  sur  les  formes  binaires  d'ordre  quelconque.  —  IL  Théorèmes 
relatifs  à  la  sextique  binaire  et  à  ses  principaux  covariants.  —  Formes  particu- 
lières de  la  sextique  binaire  pour  l'annulation  identique  de  quelques  covariants. 
—  IV.  Discriminants  et  résultants  de  la  binaire  sextique  et  de  quelques-uns  de 
ses  covariants.  —  V.  Les  cas  les  plus  remarquables  de  l'équation  /=  o  (/étant 
la  sextique  binaire).  —  VI.  Le  même  pour  l'équation  y  =  o.  —  VIL  Racines 
multiples  du  hessien. 

Millosevich  {E.),  —  Le  diamètre  d'Uranus.  (67-82). 

Segre  (C).  —  Sur  la  théorie  et  sur  la  classification  des  homogra- 
phies dans  un  espace  linéaire  d^un  nombre  quelconque  de  di- 
mensions. (127-148). 

Dans  la  première  Partie  du  travail,  l'auteur  étudie  les  homographies  entre 
deux  espaces  distincts.  Dans  la  seconde,  il  suppose  les  espaces  superposés  et, 
pour  faire  la  classification  des  homographies,  il  se  base  sur  un  théorème  de 
M.  Weierstrass  relatif  aux  couples  des  formes  bilinéaires,  et  dont  l'auteur  donne 
l'interprétation  géométrique.  La  troisième  Partie  contient  l'application  des  ré- 
sultats précédents  aux  homographies  non  dégénérées  entre  deux  espaces  ordi- 
naires superposés  et  entre  deux  plans  superposés. 

Besso  {D.).  —  Sur  le  produit  de  deux  solutions  de  deux  équations 
difl'érentielles  linéaires  homogènes  du  second  ordre.  (219-231). 

Les  produits  des  couples  de  solutions  de  deux  équations  diflTérentielles  li- 
néaires homogènes  du  second  ordre  satisfont  à  une  équation  différentielle  li- 
néaire homogène  du  quatrième  ordre,  dont  l'auteur  donne  les  propriétés. 

Besso  {D.),  —  Sur  Téquation  du  cinquième  degré.  (232-244)- 


Besso  (ù.).  ■ —  Sur  une  classe  d*é(|iiaIîons  difl'érentîellcs  Iioéèt« 
du  quatriJ^mc  ortlrt;  înté^rablc  par  séries  hvpGrgéomélciqoBï. 
(..45-a.io). 


Bes»o{D.).  —  Sur  un 
du  LraUiime  ordre 


'  classe  dVquutioD»  difTéreRlicllcs  liDéïirr>^ 
inlëgralile  jiar  séries   h  vpergto  m  étriquée 


-  Sur  la  cam position  des  groupes  de  sab>UitibM5 


CapetU{A.). 

Chiszoni  (f-).  —  Sur  le»  involutions  dans  le  plan.  (-Joi-Î^î). 

t.  Inrulution  en)[andriie  par  drai  faL^ceaut  de  courbeï.  —  IL  BepracMMa* 
des  groupes  de  l'involulioD  par  Ici  puiuti  d'un  hypcrLoloIdr.  —  IIl-  1>t^bm 
«ngeodrée  par  un  nSieau  de  eourbes.  —  IV.  Lieux  renfcrtnsot  aa  kaabK  ■'b 
>us-groupes  d'uuc  involalion.  —  V.  Relulïun  «Dtn  <tciil  <m  flsimn  iêtr 


lui 


-  VI.  Tra 


nfUc< 


t'erottese  {G.)-  —  La  snrface  hi 
tnensions  et  du  quatrième  ordr 
et   ses  projections  sur  le  plan  el  sur  l'espace 


mtdïdique  normale  â  dr«i  £- 
espace  à  cioq  dtiBcani 


Bcsso  (p.). 


KEVUE  DES  PUBLICATIONS. 


»9: 


PHILOSOPHICAL  TRANSACTIONS  of  the  Royal  Society  of  Londox  (  »  ). 

Vol.  174;  i883. 

Forsyth  {A.),  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  sur  les  fonctions  abé- 
liennes. 

La  première  Partie  du  Mémoire  de  M.  Forsyth  se  rapporte  à  la  généralisation 
suivante  du  théorème  d'Abel. 
Soient 

f'm(^»r»  -)  =  o»        I^(^7r»  -s)  =  0 

deux  équations  entières  à  trois  variables  de  degrés  respectifs  m  et  n,  qui  défi- 
nissent j^  et  z  comme  des  fonctions  de  x  et  U  une  fonction  entière  des  trois 
variables  x^  y,  z;  on  peut  obtenir  une  expression  algébrico-logarithmiquc  pour 
la  somme 

2dj  nx)ii' 

où  A  est  le  jacobien 


àV^     dV\ 


ôy       ôz 

c)F„     d¥^ 
ôy       âz 

où  les  limites  supérieures  des  intégrales  sont  les  diverses  racines  de  Téquation 
obtenue  en  éliminant  y  et  z  entre  les  deux  équations  proposées  et  l'équation 
entière,  d'ailleurs  arbitraire, 

Cette  proposition  s'étend  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  L'au- 
teur débute  par  quelques  indications  sur  la  démonstration  de  ce  fait  que  le 
premier  membre  X  de  Téquation  obtenue  en  éliminant  y  cl  z  entre  les  trois 
équations 


^\n  ==  0»        ^n  =  o. 


h\z=o 


peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  =  AF„+BF.  +  CF^, 

OÙ  A,  B,  C  sont  des  fonctions  entières  en  x^  y^  z.  Il  établit  ensuite  la  propo- 
sition énoncée  et  l'applique  à  l'exemple  suivant  : 

h\  =  z'-.(t-~k'x')^ 
h'^  =  Ax  -4-  I3.>'  H-  C 5  —  1 , 
/{x)=ï,        V  =  i        et        U=i  — A'x»; 


(')  \o\r  Bulletin,  IX,,  p.  i65. 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Acadëhie  des  Sciences. 

Tome  C;  i885  (»). 

N°  1;  6  juillet. 

« 

Darboux.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution 
fixé  par  un  point  de  son  axe.  (i  1-17). 

Dans  une  Note  précédente,  l'auteur  a  défini  un  certain  mouvement  qui  est 
produit  par  le  roulement  du  cône  (B)  ayant  pour  base  une  kerpolhodie  (H') 
sur  un  cône  (A)  ayant  pour  base  une  autre  herpolhodie  (H).  Le  mouvement 
de  (B)  par  rapport  à  (A)  est  un  de  ceux  que  prendrait  naturellement  un  corps 
pesant  qui  admettrait  une  sphère  pour  ellipsoïde  d'inertie  d'un  de  ses  points  et 
serait  fixé  par  ce  point.  De  plus,  cette  représentation  permet  d'obtenir  tous  les 
mouvements  que  peut  prendre  le  corps  soumis  à  la  seule  action  de  son  poids, 
quand  les  circonstances  initiales  varient.  Un  cas  beaucoup  plus  étendu  est  celui 
où  l'ellipsoïde  d'inerlie  du  point  fixe  est  de  révolution  autour  de  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  de  gravité.  M.  Darboux  le  ramène  au  cas  précédent. 
Étant  donné  un  corps  pesant  de  révolution  fixé  par  un  point  de  son  axe,  un 
corps  auxiliaire  animé  par  rapport  au  premier  d'une  vitesse  de  rotation  con- 
stante, déterminée  convenablement,  prendra  le  même  mouvement  qu'un  corps 
pesant  pour  lequel  Tellipsoïde  du  point  fixe  serait  une  sphère,  le  centre  de  gra- 
vité se  trouvant  sur  l'axe.  De  là  résulte  cette  proposition  de  Jacobi  : 

Si  l'on  considère  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  pesant  de  révolu- 
tion, fixé  par  un  point  de  son  axe,  il  existe  un  système  auxiliaire  qui  est  animé, 
et  par  rapport  aux  axes  fixes  et  par  rapport  au  corps  mobile,  d'un  mouvement 
de  Poinsot;  les  constantes  relatives  à  ces  deux  mouvements  sont  différentes;  les 
plans  invariables  sont  le  plan  horizontal  pour  le  premier  mouvement  et  le  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  pour  le  second. 

L'auteur  énonce  ensuite  deux  .propositions  dont  l'une,  en  même  temps  qu'elle 
définit  la  route  du  pôle,  fait  connaître  une  construction  directe  et  purement 
géométrique  de  riierpolhodie. 

En  terminant,  il  fait  remarquer  que  la  méthode  de  Lagrange  conduit  encore 
à  la  solution  du  problème  dans  le  cas  où  le  solide  de  révolution,  suspendu  par 
un  point  de  son  axe,  est  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures  dont  le  poten- 
tiel dépend  exclusivement  de  l'angle  que  fait  l'axe  du  corps  avec  une  droite 
fixe. 

Ilaton  de  la  GoupilUère-,  —  Propriétés  nouvelles  du  paramètre 
difTérentiel  du  second  ordre  des  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes.  (18-19). 

d^          ô*  ô* 

Il  s'agit  de  rr)pcration  A  = h  -r h  -,—  appliquée  aux  fonctions  de  trois 

(')  Voir  liui/etin,  t.  \,,  p.  i4|). 
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varijibl<e«  indcpen<J^nte<  x.  v.  •.  L'aot^rur  sco/ralî<<  c^ILt  <:*peT>i>:«  *«  U  rrfv^ 
taot  /i  foî%  de  «uite.  ou,  comme  il  le  dît.  eo  prenant  le  jf"*"  air j  wkiJit  de  b 
fonction. 

Il  «implifîe  Ix^^u^oup  le  calcul  des  ausments  en  m^ntraDt  qmt  W  f:«el»t«« 
«jaelconques  con*id«;ré''*  ne  dépendent  des  variables  qoe  par  l'iater^Knâiaire  <v 
certaines  fonction*  typiques.  Ces  fonctions  typiques  sont  celles  q«i.  -î-r»!***  a 
des  con*tante<.  représentent  des  «ystémes  de  spbères  qaei<»Dqoes  <-«  éc  cy- 
lindres de  révolution  à  aies,  parallèles.  L'extension  de  ces  résallaLs  a  ma  wMnftrr 
quelconque  de  variables  met  en  lumière  certaines  différences  svîvaat  la  pinle 
de  ce  nombre. 

Les  formules  ;:énérales  obtenues  par  M.  Ilaton  pour  le  calcul  des  aarnests 
lui  permettent  de  résoudre,  entre  autres,  ces  deox  problèmes  : 

î*  Trouver  un  p*^»tentiel  dont  le  /i*"*  auj^ment  soit  constant: 

'2*  Trouver  un  potentiel  qui  s«>it  repnjduit  par  son  /i'****  aoçment. 

Sylvester.  —  Sur  rhomographic  de  deux  corps  solides,  i  35- Sg». 

Deux  solides  bomo^raphiques  peuvent  être  disposés  l'un  par  rapport  à  l'aolrr 
de  telle  façon  que  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants  conpe  deux 
axes  fixes,  et  cela  de  quatre  manières  difTcrentes. 

Ce  théorème  est  Teitcnsion  aux  (iiçures  de  l'espace  de  celui  qui  permet  de 
rendre  bomologiques  deux  figures  planes  simplement  bomosraphiques.  U  n'a 
lieu  d^ailleurs  que  dans  les  deux  cas  du  plan  et  du  solide.  Dans  l'hyperespace. 
le  problème  qui  consiste  à  passer  de  Ttiomographie  à  l'involution  est  ou  impos- 
sible (cas  général)  ou  indéterminé. 

Gilbert.  —    Sur  quelques   formules   de   la  théorie  des  courbes 
gauches.  (52). 

Rappel  de  formules  dues  à  divers  auteurs  pour  représenter  la  distance  c  d'un 
point  d'une  courbe  gauche  à  la  sphère  osculalrice  au  point  infiniment  voisin 


^.'r:(-rrr-^ir -T^'     n^ecomu). 

(Huchonnet) 


dsUls. 


(Gilbert  •, 


ds  étant  réiérncnt  de  l'arr,  H,  T,  o  les  rayons  de  courbure,  de  torsion  et  de  la 
sphère  osculalrice,  ds^  rèléiiicrit  <!<•  rareté  de  rehroussenienl  de  la  surface  po- 
laire. On  en   déduit   pour  la  didércnrc  entre  ds  et   sa   projection  sur   le  plan 

I      ds' 
osculateur -,-^  ---• 

Autonnr.  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  lîni   conlenus 
dans  le  j^roiipc  ciil>l(|ue  (^reinona.  (.')3-5r)). 

M.  AutrMUM*  a  défini  anlérieureuicnl  le  ;;roup('  oubicjuc  Crcniona.  S«^ii 

S     .  I  ;  .  -i  (  j  .  ::  .  c.  )  I  1  /  -    I ,  '.  ■>  \ 
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une  subslitulion  cubique  d'un  pareil  groupe.  Les  diverses  cubiques  du  réseau 


/   u-^-  =  0,        «^i  =  const., 


auront  un  point  double  commun  fixe  o)  et  quatre  points  d'intersection  fixes. 

Dans  le  cas  où  o)  est  le  môme  pour  toutes  les  substitutions  cubiques  du 
groupe  (groupe  de  première  catégorie),  tout  groupe  cubique  G  d'ordre  fini  est 
isomorphe  à  un  groupe  linéaire  r  d'ordre  fini  à  deux  variables.  A  la  substitu- 
tion unité  de  r  correspond  dans  G  un  sous-groupe  g,  dit  normal,  susceptible 
de  sept  formes,  que  M.  Autonne  énumère. 


N"  2;  i3  juillet. 

Hermite.  —  Noie  au  sujet  de  la  Communication  de  M.  Stieltjes 
sur  une  fonction  uniforme,  (i  12-1 15). 

Partant  de  la  formule  de  Riemann 

'-^  dx 


^<*^  =  r(7)/    1^^ 


M.  Hermitc  décompose  l'intégrale  définie  en  deux  parties,  F(f)  et  G (5),  dont 
Tune 

est  holomorphe,  et  dont  l'autre  F (5)  est  une  fonction  méromorphe  représentée 
par  le  développement 

s  —  i      2  s     ^^  1.2. ..2/1(2/1 -h*  —  r* 


) 


où  B,  désigne  un  nombre  de  Bernoulli. 
La  fonction 


se  trouve  ainsi  étendue  à  tout  le  plan. 
La  fonction  holomorphe— — -  s'annulant  pour  *  =  o,  —  i,  — 2,  ...,  le  seul 

1(5) 

F(*) 
pôle  s  =  1  subsiste  dans  le  quotient  ;  il  en  résulte  que  la  diiïérencc 

est  holomorphe  (Riemann). 

De  la  forme  donnée  à  ^{s)  par  M.  Ilermite  résulte  encore  la  relation 


(-i^B 


H 


;(—  2/H-l)  =  ^ï 

2/1 


déjà  obtenue  par  M.  Stieltjes. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XL  (Septembre  1887.)      R.i5 
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Oarboux.  —  Sur  le  ni(iiivcm.-iit  iriui  nirps  jjrsuiit  di;  r.-v..liitl..ri 
fixé  jtar  uu  point  de  son  jinc.  (i  tîi-i  ii)). 
Voir  plui  ItoDi. 

Sylvetter.  —  Sur  l'l.om<.^'nii,lM.-  .h-d-nx  s-did-s  inlininirnl  .-rt.-ii- 
dus.  (i:i9-i4a). 

Schœnjlies.  —  Sur  une  loi  dp  rfeiprooiti-  diin*  lu  tlu^oric  du  dê- 
plHcement  d'uD  corps  solide.  (i5o-i  â^). 

Suit  £  un  tjêlim»  intariBblc  i|ui  m  ilé|i1acr  ilans  l'nsparc  £'.  Tour  un  obser 
valeur  lié  1  5,  X'  te  déplar^  par-  rapport  ù  S,  (  monvciacnl  indirect  ).  L'aalcar 
mot  en  tuniiér«quc]<iDi^9  loin  rlr  réciprociti  pour  \t»  trsjcccoîrps  des  points  I' 
do  £  et  Q  de  £'. 

Si  F  e»l  le  centre  dr  la  sphérn  osculstrice  de  la  trajecloirp  de  P,  dan«  le 
niuUKnicnt  indirect,  1*  ni  le  centre  de  ta  spb^re  osruUtrice  de  la  trajectoire  de 
I*'.  Il  ctiate  une  liomosTaphie  du  Iraisiémc  ordre  entre  les  points  P  de  £  et  le« 
iwints  P'  de  £'. 

Soïi  F,  la  aurfacc  de  ^  foroii^  par  les  points  doiiL  les  Sphères  oseulatrieei 
passent  par  cinq  points  eoDSéeuiif»  des  irajectuircs,  la  surface  Fi  fornKÎc  par 
les  centre!  de  res  sphères  est  du  quatriiïme  ordre  comniL'  S.  Pour  le  moUTe- 
njGDt  indirect,  il  faut  échlager  les  deux  surfaces.  Tliéoréine  analogue  pour  la 
courbe  du  dixième  ordre  fortni'e  par  les  points  de  S  dont  la  sphtrc  nieulatritt 
passe  par  six  points  consricatifs. 

Tontes  lus  droites  ;  du  £  dunt  les  uxes  de  courbure  forment  un  ciine  C  sont 
les  droites  d'un  complexe  du  second  ordre  K',  complexe  des  axe»  de  courbure 
pour  le  mouvenient  indirect,  et  réciproquement.  Le  somniEt  du  r.lne  C  est  le 
point  de  S'  qui,  dans  le  mouvement  indirect,  dccril  une  droite  telle  que  son 
a\c  de  courbure  est  la  droite  g. 


Stieltjes.  —  Sur  une  fonclio; 


Étude  des  raeii 
membre  est  défini 
par  la  série 


lifornie.  (i53-i54)- 

l'équation   ;(  =  )  =  o,   do. 
:  z  dont  la  partie  réelle  s 


;  fonction 


anl  que  la  partie  réelle  de  :  surpasse  -■  Il 
;  toutes  les  racines  imaginaires  de  ;(;)  =o 
ns  de  llieniann,  de  la  forme 1- ni.  a  étant 
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N"  3;  20  juillet. 

Tisserand,  —  Sur  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre 
de  gravité.  (195-199). 

Inlégration  par  les  fonctions  elliptiques  des  dix  équations  simultanées  d'où 
dépend  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  en  supposant  deux  des  moments 
d'inertie  égaux  et  la  fonction  des  forces  U  réduite  aux  gros  termes  de  son 
développement 

U  r=-.  ^m^G  — A)Hsin'0, 


a  vec 


m  étant  le  moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  e  lexcentricité  de 
cette  orbite,  c'  celle  de  l'orbite  lunaire,  c  l'inclinaison  de  cette  dernière  orbite 
de  l'écliptique. 

Darboux,  —  Sur  diverses  propositions  relatives  au  mouvement 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  (199-205). 

La  courbe  d'intersection  (C)  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  les 
mêmes  axes  principaux  est  normale  à  une  infinité  de  surfaces  homofocales  du 
second  degré  formant  une  des  trois  familles  d'un  système  orlbogonal.  Toutes 
les  fois  qu'elle  n'est  pas  sphérique,  la  courbe  C  est  une  polhodie  tracée  sur 
deux  surfaces  différentes.  Celte  polhodie  est,  dans  une  correspondance  d'Ivory, 
le  lieu  des  points  correspondants  d'un  point  donné  d'un  hyperboloïdc  à  une 
nappe  sur  tous  les  hyperboloïdes  homofocaux. 

De  ces  propriétés  résultent  le  théorème  de  .M.  de  la  Gournerie  et  celui  de 
M.  Greenhill,  avec  d'autres  conséquences.  Soit  M  un  point  quelconque  de  la 
courbe  (G),  (H)  l'hyperboloïde  normal  à  (C)  en  M,  et  (K)  l 'hyperboloïdc  ho- 

mothétique  de  (H)  par  rapport  au  point  M,  le  rapport  d'homothétie  étant  -• 

Si  l'on  déforme  (K)  de  telle  manière  qu'une  génératrice  {g)  reste  fixe,  tout 
point  de  la  génératrice  (^()  parallèle  à  {g)  décrira  un  plan  perpendiculaire  à 
{g).  Tous  les  autres  points  de  l'hyperboloïde  décriront  des  sphères  ayant  leur 
centre  sur  {g)\  si  l'on  assujettit  un  point  de  (^,)  à  décrire  une  courbe  normale 
à  l'hyperboloïde  (K)  en  ce  point,  cette  courbe  sera  une  herpolhodie.  L'auteur 
donne  en  terminant  un  moyen  de  réaliser  mécaniquement,  grâce  à  la  déforma- 
tion des  hyperboloïdes,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Gyldén,  —  Sur  l'orbite  intermédiaire  de  la  Lune.  ('^'23-226). 

L'auteur  signale,  relativement  à  cette  orbite,  quelques  résultats  obtenus  en 
appliquant  la  solution  de  l'équation  de  Lamé  donnée  par  M.  Hermite. 

Ilénard.  —  Sur  les  seize  réseaux  des  plans  de  Ticosacdre  régu- 
lier convexe.  (232-2.'^5). 
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Une  masse  fluide  homogène,  presque  sphérique,  se  contractera  lentement  par 
refroid issementf  affectera  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'excen- 
tricité ira  sans  cesse  en  croissant  jusqu'à  la  valeur  o,8i.  La  masse  deviendra 
ensuite  un  ellipsoïde  de  Jacobi,  puis  une  figure  S,;  à  partir  de  ce  moment,  une 
de  ses  moitiés  s'aplatira,  tandis  que  l'autre  s'allongera  de  plus  en  plus. 

Goursal,  —  Sur  les  différentielles  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes.  (Sog-Sia). 

Trouver  toutes  les  fonctions  d'un  nombre  quelconque  |jl  de  variables  x,, 
j:,,  ...,  x^^  telles  que  les  différentielles  /i'*"»  et  (/i-+-i)**"«  admettent  un  divi- 
seur commun,  fonction  entière  et  homogène  des  dx^. 

Trois  catégories  de  fonctions  répondent  à  la  question  : 

i*>  Les  fonctions  de  la  forme 

/=    /    [j7,?,(M)-f-a:,9,(a)-h... 

-+-^n?it(w)-H+(M)]F-«F(a:„x„  ,..,x^)duy 

la  limite  u  étant  définie  par  l'équation 

^i?,(w)  -+-^,?,(")-*---.-*-^^?^(w) -+-+(")  =  0, 

et  F  désignant  une  fonction  entière  des  x^  de  degré  {n—  p)y  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  a,   le  facteur  commun  à  rf"/  et  à  d'*^*f  est  la  puissance 
pxhm»  (j'uu  facteur  linéaire; 
3"  Les  fonctions  de  la  forme 


Q  étant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  /t  —  a  et  R  un  polynôme  quelconque 
du  second  degré;  le  facteur  commun  à  rf"/  et  à  rf""^'/  est  une  puissance  d'un 
facteur  quadratique; 
3»  Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 

/=?.(J)''  +  '?.(5)'^'+...  +  V.(5)' 

OÙ  ?•  est  une  fonction  entière  de  degré  n-\- p  —  i  —  q{,p  —  i)  —  i,  où  R  est  une 
fonction  entière  de  degré  q  ti  u  une  fonction  linéaire. 

Ces  trois  catégories  de  solutions  sont  tout  à  fait  analogues  à  celles  que 
M.  Darboux  a  trouvées  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
telles  que  la  différentielle  (  n -h  i )'*"»•  est  divisible  par  la  différentielle  /i'*"». 


N°  ?i;  3  août. 

Kretz.  —  Réflexion  san.»^  IVotlement,  sur  un  plan,  des  déplace- 
ments élastiques  dans  un  corps  de  forme  cl  de  conlexlurc 
quelconques.  (306). 


2o6  SECONDE  PARTIE. 

Un  corps  isotrope*  ou  hélérotrope  est  sollicité  par  des  forces  extérieures  en 
équilibre;  les  points  situés  primitivement  dans  une  face  plane  sont  assujettis  à 
demeurer  dans  ce  plan  sous  Faction  de  forces  normales. 

Si  Ton  envisage  le  corps  double  du  corps  considéré,  c'est-à-dire  le  corps 
obtenu  en  ajoutant  au  premier  son  symétrique,  par  rapport  à  la  face  plane,  le 
déplacement  en  un  point  du  corps  donné  est  la  résultante  du  déplacement 
subi,  sous  l'action  des  mêmes  forces,  par  le  point  correspondant  du  corps 
double  et  du  déplacement  symétrique  de  celui  qu'éprouve  le  point  S3'métrique 
du  corps  double. 

Stieltjes.  —  Sur  une  loi  asymptotlque  dans  la  théorie  des  nombres. 

(368-370). 

Dans  une  Communication  précédente,  Tauteur  a  montré  que  la  série 

1111 

'— ;;;  —  3-,  —  57-*-fï7 

est  convergente  pour  *>  -•  Ce  théorème  conduit  à  une  conséquence  impor- 
tante relative  à  la  fonction  0(j;)  de  M.  TchebychelT  (somme  des  nombres  pre- 
miers qui  ne  surpassent  pas  x).  En  posant 

e(/l)-^e(/l*)-^-  e(n3)-h...=  n-h  A^S, 

3 
on  trouve  lim  A„  =  o,  pour  n  infini,  dès  que  *  >  7*  On  a  aussi,  pour  les  mêmes 

valeurs  de  *, 

e(/î)  = /i  H- B„/i%        limB„  =  o. 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre  n  et 
(i-+-/ï)/ï,  h  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  finit  toujours  par 
dépasser  toute  limite,  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

De  Sparre,  —  Sur  Fherpolhodie  dans  le  cas  d'une  surface  du  se- 
cond degré  quelconque.  (S^o-SjS). 

En  se  servant  des  équations  dont  est  parti  M.  llcrmile  dans  son  Mémoire  sur 
la  rotation  des  corps,  1  auteur  retrouve  les  résultats  déjà  obtenus  par  M.  Dar- 
boux. 

Pour  que  rherpolhodie  présente  des  points  d'inflexion  : 

1°  Dans  le  cas  de  rellipsoïdc 


n 
il  faut  que  Ton  ait 


—  -f-  77  -i-  -,  =  I  ( rt  >  6  >  c  ). 

/~Êi  lài  n- 


I      ^        I  I 

rP  ""  Â^  "  â' 
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et  de  plus  que  l'axe  inslantané  soit  compris  dans  l'angle  dièdre  des  plans 


a^  —  b*  b^  —  c» 

u^ 5' —  o 

a*  c* 


qui  comprend  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde; 

3<*  Dans  le  cas  de  Thypcrboloïde  à  deux  nappes 

/y«3  ^^3  0^* 


il  faut  seulement  que  Ton  ait 


I  I         I 

6'       a'  ~^  c* 


N^  6;  10  août. 


Tisserand,  —  Sur  les  moments  d'inerlie  principaux  de  la  Terre. 

(4o9-4i5). 

Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  Terre  rangés  par  ordre 

B  —  A 

de  grandeur  croissante.  Les  observations  du  pendule  montrent  que  7^ r-  est 

C  —  A 

petit. 
Suivant  M.  E.  Mathieu,  en  admettant  que  la  latitude  d'un  lieu  de  la  Terre 

B  —  A  I 

ne  peut  varier  de  2"  en  i53  jours,  le  rapport  — 7^ —  serait  inférieur  à  r • 

G  3 000000 

M.  Tisserand  est  conduit  à  des  conclusions  différentes;  il  trouve  que  le  rap- 
port — -; —  peut  avoir  une  valeur  sensible,  comparable  à  celle  de  — j^ — >  sans 
que  pour  cela  la  latitude  d'un  lieu  varie  d'une  façon  appréciable. 

De  Jonquières.  —  Sur  une  relation  de  récurrence  qui  se  présente 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (4 1 5-4 17). 

Étude  des  propriétés  des  nombres  P„  définis  par  la  loi  de  récurrence 
(i)  71' P„  -  2«(3/i'  —  3/1  4-i)P^j  4-  2»«+«(/l  —  i)«P^  =  o, 

où  a  est  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif,  M.  Catalan  a 
rencontré  un  cas  particulier  de  la  relation  (i)  (correspondant  à  a  =  3)  dans  le 
développement  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce.  P^  étant  supposé 
égal  à  I,  les  autres  nombres  P„  sont  donnés  par  la  formule 

<»«  R^  est  un  nombre  impair  et 

'■--'([;]*[î]— [î])- 

Si  a  est  entier  et  î^  2,  1*„  est  entier.  Si  a  est  entier  et  <  a  uu   fractionnaire 
ou  bien  s'il  est  négatif,  P„  n'es!  plus  entier. 
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Les  nombres  R^  sont  fournis  par  la  relation 

(3/t'-3n-4-i)R^,-2T,/>«R,., 
"" 1' ' 

dans  laquelle  p  eX.  q  désignent  les  produits  de  tous  les  facteurs  premiers  im- 
pairs contenus  dans  n  —  i  et  /i  respectivement,  et  7.  est  de  la  forme 

si  l'on  écrit  /i  =  3^{  +1,  1  étant  un  entier  impair. 

N*  10;  7  septembre. 

Barbier.  —  Tableau  des  principaux  éléments  des  dix  figures  po- 
lyédriques régulières.  (562-564). 

N"  15;  12  octobre. 

Halphen,  —  Sur  les  formes   quadratiques  dans   la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires.  (664-666). 

L'auteur  a  montré  précédemment  que  si,  entre  diverses  solutions  inconnues 
d'une  équation  différentielle  linéaire,  il  existe  une  relation  connue,  on  peut  en 
général  intégrer  complètement  cette  équation.  La  théorie  tombe  en  défaut  dans 
le  cas  où  l'on  connaît  en  fonction  de  la  variable  indépendante  l'expression 
d'une  forme  quadratique  à  coefficients  constants,  où  les  indéterminées  sont 
remplacées  par  les  solutions  inconnues. 

C'est  ce  cas  remarquable  que  M.  Halphen  traite  actuellement  pour  les  équa- 
tions qui  ne  dépassent  pas  le  sixième  ordre;  une  équation  linéaire  du  troisième 
ordre  se  ramène  alors  à  une  du  second,  une  du  quatrième  à  deux  du  second, 
une  du  cinquième  à  une  du  quatrième,  et  une  du  sixième  à  deux,  l'une  du 
second,  l'autre  du  quatrième. 

N°  16;  19  octobre. 

De  Jonquières,  —  Sur  les  transformations  géomélriques  bira- 
tionnclles  d'ordre  n,  (720-724). 

M.  de  Jonquières  fait  connaître  une  nouvelle  solution  générale  des  équations 
de  la  transformation  Cremona  d'ordre  n 

i  =  n  —  1  1  ■  =  n  —  I 


2j     **.    "=     2     '^'    ^'^(ff—^)' 


t  =  i  i  =  l 

i  =  n  —  1  I  —  n  —  I 


2    ''^"=    2    l'a'i^-n'-i, 


/=!  1=1 

i=n— 1  iz=n—  l 
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où  les  a  et  les  a'  expriment  les  nombres  de  points  communs  à  toutes  les  courbes 
des  <lcux  réseaux  primitifs,  et  où  les  1  désignent  les  ordres  respectifs  de  multi- 
plicité ordinaire  de  ces  points  fondamentaux. 

Cette  solution  est  la  suivante,  si  l'on  écrit  ni  sous  la  forme  n  —  kl, 

a,  =  3(/  — 1),         a',  -  2(A  — 1), 
«!_,  =  1,  a^..j  =  i, 

«1=  ^(A— i),         a';t=  a(/_,), 

elle  satisfait  aux  conditions  géométriques  tirées  de  la  considération  de  la  jaco- 
bicnne. 

Picard,  —  Sur  les  intégrales  de  diflerenlielles  totales  de  seconde 
espèce.  (734-736). 

L'auteur  poursuit  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales  susceptibles 
de  devenir  infinies,  ou  intégrales  de  seconde  espèce. 

De  même  que  la  surface  la  plus  générale  d'un  degré  donné  ne  possède  pas 
d'intégrales  de  première  espèce,  pour  une  telle  surface  toutes  les  intégrales  de 
seconde  espèce  se  réduisent  à  des  fonctions  rationnelles. 

Le  cas  de  deux  variables  indépendantes  conduit  à  une  conclusion  bien  diffé- 
rente de  celle  à  la(]uellc  est  arrivé  M.  Poincaré  dans  ses  recherches  sur  les 
fonctions  algébriques  d'une  seule  variable  et  sur  les  groupes  fuchsiens.  On  ne 
peut  pas  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  la  plus 
générale  d'un  degré  donné  par  des  fonctions  hyperfuchsiennes  ou  hyperabélicnnes 
correspondant  à  un  groupe  G  pour  lequel  le  polyèdre  fondamental  n'a  aucun 
point  commun  avec  la  limite  du  domaine  où  doivent  rester  les  deux  variables 
indépendantes. 

Schoute.  —  Questions  qui  se  rapportent  à  un  faisceau  de  cu,- 
biques  planes.  (736-739). 

Brillouin,  —  Sur  la  torsion  des  prismes.  (739-742). 

F^e  coefficient  de  torsion  d'un  prisme  isotrope  est  toujours  plus  petit  que  le 
moment  d'inertie  de  la  base  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 

N°  17;  '26  octobre. 

llugoniot,  —  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  les  corps 
et  spécialement  dans  les  gaz  parfaits.  (794-79^^)- 

Le  mouvement  continu,  par  tranches  parallèles,  d'un  fluide  parfait  primiti- 
vement homofïène,  est  représenté  par  l'équation 

u  étant  le  déplacement  subi  par  la  tranche  x  à  l'instant  t. 

Bull,  des  Sciences  mathc'm.,  2*  >érie,  t.  XL  ((ictobre  1887.)  H.ir) 


Il 


i; 


1 1 


f-  ■ 


1 


-    '• 


-V'-sn- 


.   ù  un  vV\^ 


.'.•       »^**  K.  \a  couve  en    ■- 


--^  ...•       »^**  K^\a  couve  en-    - 

••"•  ■    ^  •-^-'  ^ 


•  -       .    1 


■   .t  de  *»** 

•  -  *• 


^        •  ••      Il         ■ 
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faximovilch,  —  Equations  différentielles  générales  qui    se  ra- 
mènent aux  quadratures.  (8io-8icè). 

L'équalion  générale  du  premier  ordre,  pour  être  intégrable  par  un  nombre 
fini  de  quadratures,  doit  être  une  transformée  de  Téquation  linéaire.  En  termes 
plus  précis,  Téquation 

dy        j,(  dp  d'^p         dq  d'^q         \ 

di  =A^''  ^'^'  5i'  ••••  de''  1'  5i'  •••'  dF''  ■■•)' 

OÙ  py  q,  ...   sont  des  fonctions  arbitraires  de  Xj  doit  provenir  d'une  équation 

linéaire 

I  /  d'^p  d^q         \ 

M^V[Xyp,  ...,-^,^,  ...,_,  ...j, 
N=*(^x,/,,  ...,-^,^,  ...,^,...j. 

an  moyen  d'une  substitution  de  la  forme 

/  dp  d'^-^p         dq  d'^^q         \ 

OÙ  les  ordres  des  dérivées  de  p,  q^  ...  sont  inférieurs  d'une  unité  à  ceux  qui 
figurent  dans  l'équation  proposée. 

De  l'étude  complète  qu'il  fait  du  cas  le  plus  important,  celui  où  la  proposée 
ne  contient  pas  les  dérivées  de  /?,  7, ...,  l'auteur  conclut  que  l'équation  linéaire 
do  second  ordre  ne  peut  en  général  s'intégrer  au  moyen  d'un  nombre  fini  de 
quadratures. 

N°  18;  1  novembre. 

Jonquièrcs.  —  Solution  d'une  question  d'analyse  indéterminée 
'ui  est  fondameutale  dans  la  théorie  des   transformations  Cre- 
lona  (857-8()i). 

I  s*agit  de  la  solution  en  nombres  entiers  des  équations 

i = rt  —  1  i = «  —  I 

\     £a.  r^  3(/i  — I),  ^   l'a.  =  /i»  — I. 

lT^2=  («,,  a,,  a,,  ...,  a,,  ...,  «„_,  )  une  solution  supposée  donnée.  Comme 

onatt   la   solution    unique   relative  à  /i  =  a,   T,  —  (a,  =  3),    le  problème 

ésolu  si  l'on  sait  de  T^  déduire  toutes  les  solutions  T^^,  auxquelles  T^ 

onner  lieu. 

ce  but,   on   écrira   les   n  —  1  premiers  nombres  et  on  les  réunira  par 

de  an,  deux,  trois,  etc.,  en  afTcciant  chacun  du  signe  4-  ou  du  signe  ~, 

î  que,  dans  chaque  jjroupe  ou  type  de  transformation,  la  somme  des 

\  positifs  surpasse  de  deux  unilf's  celle  des  nombres  négatifs.  On  fera 

ic  9  des  nombres  qui  sont  affoclés  du  signe  -+-  dans  le  type  choisi  et  la 

'  de»  nombres   affectés  du  sij;ne  — ,    et    r*»n  posera  x  —  n — 


■tïsiicr.ttf*  ci  tiDirv  tat«tre  n 

,,  . . .  dnnt   l«*  Intlicc*  bc  fifwtat  I 

lndic«!»  ivqicclifs  i,  t,  .-.,  r,   J 


1»  On  trrira.  en  y  ronïp-rï»nl  Itur* 
riqiiM,  tuu«  r«ui  des  nombres  a,,  i, 
pai  parmi  rvui  Au  [jpe  ilonl  on  (uil 
f,  s'il  t'y  rencoDire.  On  y  adjoindrii. 

tiiu*  1rs  nombrn  i^,  S|,  a,,  . . . ,  apr^  stoir  Bcrru  r-hacan  d'rai  tTaBe 
rlirainucra  «u  i^ontrRîre  d'un«  unilC  cbarna  dei  nonbrrs  >,,>,,  ...  ibM  la 
inilircs  A,  f,  ...  Sgurvnl  liaa*  le  l]>]>(!  >vm  le  &)gn«  — .  I^nant  an  un»  •, 
lie  rang  x,  on  r^rrlrn  dan*  T..,  aprti  l'tvnlr  diinina^  d'âne  ■ailé,  imh 
pri'juilir-C  de  l'di^croisicment  nu  de  la  diminution  qoc  hm  n^ae  {m  h 
niimbre  x  ligure  dant  le  type)  comaiandr;  an  accrullra  an  cmunnc  €me 
unîl#  le  niimbn!  s..,  du  mog  n  -i- 1  lmmi*'dlalem^at  >apihi««r,  ^b*  fafjaJîK 

■  ufti  de  la  varialiao  qu'il  doit  tulilr,  d'apr^ii  le  sïgno  iluni  le  iinmWi  i   ■  i  r< 

■  ITet^lA  dan»  le  type,  ('il  y  flGure.  La  loliitlnit  T.^,,  (Krivéc  de  T.  ^ht  k  qic 
rlinliil,  Alanl  Biu»  obtenue,  on  ehaocen  de  tfpt  pnur  en 
aUïl  de  suite.  ■ 


Guccia.  —  Sur  les  tron^forriia lions  Crcinoiia  dans  le  plu 

869). 

f.tudt,  diinn  une  cnrretpnndanee  biratlonnellr,  des  rnarlKs 
puint  p  (r«ntrv  d'iMilosie),  cV^i-A-dire  des  Iteiik  des  [mîHtsdc  n 
qui,  jnioi»  i  k'urt  cirrcipondani»  de  l'autre,  dunncBt  dn  < 
VU  p. 


<fl6t- 


BeNutl.  —  Sur  la  déi 
8;2). 

c  quadralirgi 


position  (IcB  foriTn-s  (^uac)ratj.^fs     S**- 


:  de  r. 


ilirgue  i  m    variables  puisse   se  drrnB 
I  faut  et  il  suffit,    comme   on   smil. 


irdve   n— 1  de  fon  diwrîminanl  rinirnt   uni»,    ■■ct 
inrur»  de  l'ordrï  n  ilaol  différt-nl   de  ïëro.     Lorsqu'on   rpVe 
incun  de  l'ordr*  n  —  1  du  discrimluaul,  on  obtient  dct 
*  luuirï  diilioctei.  M.  [tenolt  rcclicrche  celles  de 
^tint  dn  rnnsiqutiicci- 

(iiUirrt.  —  Sur  la  ihéorie  de  M.  Helmholtx  rcUùre  A  ba 
vntion  de  la  chalour  solaire.  (872-874). 

La  enacentration  de  la  maste  M  du  Soleil   par  la  granié  «1  bkw 
rhairur:  de  plus  elle  accroît  la  vitesse  de  rotation  w.  Itc  U  r< 
•enirnt  d«  fi>rc«  ii>e,  dont  M.  HelmbollE  n'o  pas  teaa  e 
cl  par  Mille  une  («rtic  du  travail  intérieur  n"esl  pas  c 
quaulil^  de  rlultor  qu'il  eooTÎeni  de  retrancbcr  de  a 
M    tlrlmWlt»  p-'or  une  diminution  5R  du  rayon  est 
M£R 
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/  étant  le  coefficient  d'attraction.  La  correction  est  d'ailleurs  insignifiante  au 
point  de  vue  nunitTi({ue. 

N°  19  ;  9  novembre. 

De   Jonquières,    —    Sur    la    dérivation    des   solutions   dans    la 
théorie  des  transformations  Cremona.  (921-922). 

Règle  pour  déduire  d'une  solution  connue  d'ordre  n  une  solution  T„^j 
d'ordre  n -h  k.  Cette  règle,  qui  complète  celle  que  M.  de  Jonquières  a  fait  con- 
naître dans  sa  précédente  Communication  pour  le  cas  de  n  =  i,  conduit  à 
l'énoncé  suivant: 

Deux  solutions  (géométriques  ou  non),  d'ordres  quelconques,  peuvent  tou- 
jours être  dérivées  directement  l'une  de  Tautre. 

Poincaré.   —   Sur  les  intégrales  irrégulières   des    équations   li- 
néaires. (939-941). 

Pour  étudier  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  dans  le  voisinage  d'un 
point  singulier,  on  peut  toujours  le  supposer  rejeté  à  l'infini;  on  est  alors  ra- 
mené à  l'étude  des  intégrales  de  la  forme 

(1)  p   ^4.p^:!l!Z  4....4.p^^_P  v=o 
^'  "  dx**         "-' dx"-*  '  dx         "-^ 

(où  l'on  suppose  que  les  P  sont  des  polynômes  en  x)y  pour  les  valeurs  très 
grandes  de  x. 
Il  peut  se  faire  que  l'équation  (i)  admette  une  intégrale  normale  d*ordre  p 

e^Fj7^{p(j7), 

Q    étant  un  polynôme  en  x,  "k  une  constante,  cp(x)  une  série  ordonnée  suivant 

les  puissances  décroissantes  de  x. 

Si  aucun  des  polynômes  P  n'est  de  degré  plus  élevé  que  P^,  l'équation  est 

satisfaite  formellement  par  n  séries  normales  du  premier  ordre  généralement 

divergentes.  On  peut  alors  par  la  transformation  de  Laplace  mettre  l'intégrale 

de  (i)  sous  la  forme 

y  r=  /c"v  dZj 

V  étant  une  fonction  de  z  qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  (a)  de  même 
forme  que  (1). 
Pour  que  l'une  des  séries  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 

(2)  admette  une  intégrale  égale  à  une  puissance  de  ^  —  a  multipliée  par  une 
fonction  holomorphe. 

Si  S  est  une  des  séries  normales  divergentes,  X^  étant  le  /i'*"*  terme  et  S„  la 
somme  des  n  premiers  termes,  l'équation  (i)  admettra  une  intégrale  J,  telle  que 

quand  x  tcud  vers  l'infini  avec  un  argument  donné. 


■m 


SECONDE  PARTIE. 


Lv9  ndtie!)  ui>riniilei>  itivcrgviitci  piésciiii 
U  série  tle  SUrlinK- 

M.  Poiociirri  moaliT  par  quelle  lniii*r<ir: 
n  sirie»  normal»  «onl  toutes  d'unlrc  p  ■ 


allnn  nn  pcul 

(-«s  oi'i  cllu  sont  toutes  dn  premier 


N'âO; 


Poincaré,    —    Sur  les    ii 
néftîres.  (990-991). 

Ko^f  l'aniiljrsr  pricédcnlc. 


îvombre. 


des  équj 


Sylvrsler. 
(io^a-io4'>}. 


N°  21  ;  i3  iiûvembre. 
Sur  une  lunivfllc  lliéoric  des  formes  algébriques. 


J.'aiil«ur  développe  une  lliMi'ie  a 
rie  M.  Halphen  {réciproqiiaait  f 
rccipr^giianCs    mïxles  oi'thogaifiiu: 

expliquer  Ic9  aidguluritt 


Bendixson. 
io53). 


lélriq 


ne  A  celle  des  invariants  difTéirntifls 
te  M.  Sylvesier).  Sous  le  nom  de 
ialroduit  des  formes,  non  eompritu 
nLlels,  cl  qai  SOOL  essentielles  pour 
des  courbes. 


■  Surla  formule d'IiitcrpolaLÎoD  deLagrange.  (10. 


rs  d'une  ronction /(:i^)  aui  points  <i,,  a,,  

:    lirn  n„  on  peut  pnscr  dans  le  viiisinage  du  poiol 


V,  se  calcule 
Aï  =  A„, 


a  moyen  des  quantités  A„  par  les  furniuln 


Gilbert,  —  Sur  le  lliéorème   de    Ku?iiig,  relalit'  à  la   force  vive 
d'un  système.  (io54-io55). 

Le  crnlre  de  gravité  n'est  pas  le  ncul  point  qui  jouis>c  de  la  pi'opriclé  énoncée 
par  le  Ihéurèmc  de  Kœnig  rclalif  i  la  décomposition  de  la  force  vive  en  deui 
partie!!.  Dans  le  cas  d'un  corps  solide,  cette  propriété  appartient  encore  i  tou^ 
k's  points  de  la  surface  d'un  cylindre  circulaire  droit  dont  la  génératrice  e«t 
parallèle  i  l'axe  de  Mozi'.i  (axe  de  rnlation  et  de  Rlissemvnt)  et  dont  la  section 
c  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du   centre  de   gravité  sut 


Ta: 


e  proposition 


icdc  Ciiiicliï 


l  de  M.O.  Bonnet. 
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N**  23  ;  7  décembre. 

De  Saint-Venant.  —  Mouvement  des  molécules  de  l'onde  dite 
solitaire  propagée  à  la  surface  d'un  canal,  (i  loi-i  io5). 

DcmoDstralion  directe  des  résultats  obtenus  par  M.  Boussinesq  relativement 
à  l'onde  solitaire  de  Hussel  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  eaux  courantes. 
Coupes  représentatives  des  surfaces  liquides  et  des  trajectoires  moléculaires. 

Sylvcster.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  des  formes  algébriques. 

(l  1  lO-I  I  I  i). 

Hugoniot,  —  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  fluide 
indéfini.  (1118-1120). 

La  vitesse  de  propagation  peut  s'obtenir  de  la  manière  la  plus  générale  par 
la  simple  considération  des  équations  différentielles  de  rilydrodynamique,  sans 
connaître  la  forme  des  intégrales. 

Soit  S  une  surface  arbitrairement  tracée  dans  le  fluide  à  l'instant  t'y  d'un 
côté  de  cette  surface  existe  un  mouvement  représenté  par  un  certain  système 
d'intégrales  m,,  t^,,  w,,  /?,,  p,  (composantes  de  la  vitesse,  pression,  densité);  de 
l'autre  côté  existe  un  autre  mouvement  représenté  par  un  autre  système  d'in- 
tégrales w,,  t',,  w^^  />,,  p,.  Il  y  a  propagation  quand,  à  l'instant  t  -\-  dtj  le  mou- 
vement du  fluide  est  encore  représenté  par  le  môme  système  d'intégrales,  la 
surface  S  s'ctant  déplacée  et  déformée  infmiment  peu  de  manière  à  occuper 
une  position  S,.  Menant  au  point  {Xt  y,  z)  de  S  la  normale  à  cette  surface 
(cosinus  directeurs  X,  [x,  v)  et  désignant  par  dn  la  longueur  de  cette  normale 

dfi 
comprise   entre   S   et   S,,   la    vitesse   de  propagation  -j-  sera  donnée   par  la 

formule 

dn       ^  ,    .  /dp 

Picard.    —    Sur   certaines   fonctions   h^perfuchsiennes.    (1127- 
1128). 

Les  intégrales  hypergéométriques  à  deux  variables  x  cl  y 

(où  g  et  h  désignent  deux  des  quantités  o,  i,  x^  y^  oc)  satisfont  à  un  système 
S  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  Le  système  S  admet 
trois  solutions  linéairement  indépendantes  u,,  o>,,  u,,  et  M.  Picard  indique 
des  cas  où  Tinversion  du  rapport  des  deux  intégrales 


— '  —  u,  —  —  V 

(1)  h>. 

I  1 


conduit  pour  x  et  v  à  des  fondions  uniformes  (liypcrfucbsiennes)  de  u  et  v. 


SI-CONDE  PAUTIE. 


D'ulfirtl,  si  l'iiii  L'iin'iiili'rK  ilnii  ijiicIconquM  àa  quatre  qHimlitif»  X.  |i,  b,,  !>.. 
6,,  lu  eiprcMiiiM  telles  ijuk  X  -*-  6,  —  i devront  £tre£galRs  i  rin*eneil'uneoti(r 
puMtif.  Si  l'on  eariugc  entulie  irn'n  queliMDqoc*  de  oci  in«nics  ijuantiUi,  la 
»preMion«  icJlet  <ta«  i  —  X  —  |i  —  A  dcYroni  cdeom  ttre  igalet  i 
d'an  notnUre  enUer  pn«iiif. 

I>an«  ce»  conitUioua  x  «t^  Kinl  de*  foneLionii  lij'|irrJ'ucli!<iriioci  ilc 
Unie!)  Mulcmeni  itaiit  l'IijpCTBpLi'^rr  de  ru.voii  un. 


Bendixsnn,    —   Sur    ta    forinijI<?    d'ititeriiolil 
(iiag-iiSi). 
Dxns  sa  pr^cOdentc  Conunniiiriition,  M.  llFn<li»un.  cm 


il»:    Lagranfît. 


2  A-,, 


a  iuppu*L'  U  fonction  réguli^n-  lu  poiul  a  =  lim  a^. 

SI  le  point  a  n*!  singulier,  la  fonclliin  n'est  pas  d^lermin^  iomiti'on  ilonnc 

M»  valeurs  aui  [loinls  a,,  ....  a Ïa  s^rie  est  ilon  divergente  en  gitn^nli 

ni^anuioins,  dans  de»  cas  spiiriauv,  tu  riinvergcnoe  snbsiite  et  donne  do  ti- 


Poincaré.  —  Sur  les  sCnes  trigODoméln((ucs.  (i  l'ii-MM)- 

Une  fonction  F(()  d*(inie  par  une  série  de  In  forme  ZAsinot,  convergeiiK 
mais  non  unifonn iraient,  peot  devenir,  pour  les  valeurs  sufllHiiimctit  piul» 
de  t,  pius  grande  que  toute  quantiiâ  donoée. 

Mai.*  on  peut  se  drmaniler  si  elle  tend  vpra  h'nfinî,  r'esl-5-dire  si,  aprh  iHrt 
devenue  plus  Krando  qu'une  i(Uanlilo  donnée,  clic  reste  plus  grande  que  crll'' 
quiinlili:',  ou  bien    si   elle  suliit  des  iisrilNiiinns  de  grandeur  infiniment  eroit- 

«rande  que  suit  (J  toile  que  K(0  "il  une  valeur  donnée.  Telle  est  la  fon^lioi» 


F(0-si 


^l-A)-sin-;- 


ii\-illc.  —  Sur  les  ânliilious  comniutics  à  plusie 

iiOaircs  aux  dOrivécs  purliullcs.  (it34-ii3-). 

teclierelic  des  eondilions  uétessaircs  cl  suffisanles  pour  qu 
éuircs   du  sceond  ordre  aient   en  comniuu   trois   intégrale 
n»  ce  ras.  on  |icut   airfment  des  deux   équations  donnée 
)i>iciiie  aJuieltant  les  uiênio  solutions.  Soit 

u  duuï  équations 
s   indépendante* 
en  déduire  uac 

/   1+  Vi.+  ,,,/^  Z.-=.,  =  ,\(;). 

..,-l'>    :-.)V/-i-Z';     ■.o=..V(  =  ). 

'  '■  +  Vp  +  irq  -+  7.~:  -  1.  ^  .\'(:). 
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le  groupe  ainsi  formé.  Si  l'on  écrit  les  équations 


(i) 


(3) 


et  que  l'on  désigne  par  A,A'(2)  l'expression  trouvée  en  introduisant  dans  le 
premier  membre  de  (2)  le  résultat  obtenu  par  la  substitution  d'une  fonction 
quelconque  z  dans  le  premier  membre  de  A'(-3)  =  o,  les  conditions  cherchées 
se  résument  dans  l'identité 

A.A'(-s)-A'iA(5)=o. 

Résultats  analogues  dans  le  cas  où  les  deux  équations  ont  quatre  intégrales 
communes. 

Kœnigs,   —  Sur  les  conditions  d'holomorphisme  des  intégrales 
de  l'équation  itérative,  (i  iS^-i  iSg). 

Soit  9(2)  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  d'un  point  limiter.  La 

fonction 

?-  (  -5  )  —  a: 
B(5)  =  lim     \  ,,     ,, 

est  une  fonction  holomorphe  en  x^  dont  M.  Kœnigs  s'est  déjà  servi  pour  in- 
tégrer les  équations  d'Abel  et  de  M.  Schrœder.  Il  étend  actuellement  le  rôle 
de  la  fonction  B(2)  à  l'intégration  des  équations  fonctionnelles 

(0  S[?(5)]  =  9[S(iï)], 

(3)  a^(z)  =  ?(;:), 

(3)  £[?(;:)]  =  ^[S(^)]. 

Les  solutions  holomorphes  de  (1)  dans  le  domaine  de  x  se  déduisent  toutes 

de  l'étiuation 

B[Z(z,À-)]=ÀB(z), 

qui,  dans  le  même  domaine,  définit  une  fonction  holomorphe,  prenant  en  x  la 
valeur  x. 

Les  substitutions  S  (Â)  =  |  -s,  Z(5,  A)  |  sont  échangeables  et  elles  forment  un 
groupe.  Une  courbe  d'égal  module  ou  d'égal  argument  de  la  fonction  B(5)  est 
transformée  par  la  substitution  S  (A)  en  une  autre  de  même  nature. 

L'étude  de  l'équation  (2)  se  ramène  aussi  à  celle  des  fonctions  Z(^,  A')* 

L'équation  (3)  n'est  qu'une  extension  de  l'équation  (1). 


SECONDi;   l'AIITlE 


N"  24;  14  ilflcembre. 

De  Sitinl-Vcnant.   —  Mouvement  de*  molécules  de  l'onde  dite 
solitaire  propagée  â  ta  surface  d'un  canal.  (i3i5-iai8). 

Sylvestcr.  —  Sur  une  nouvelle  lluioric  des  formes  algébriques. 
(laiS-iaaç)). 

ttugoniot.  —  Sur  la  propagation  du  niouvi-menl  dans  un  Iliiidc 
indéfini,  (laag-iaa-,.). 

Halphen.    —  Sur  une  nonvidlf  elas«e  d'éi|ualRins   dilTcrcntielles 
liuL-airea  inLéfjrublcs.  (ia38-i24o). 
Pour  qu'une  équation  lituiniro 

l'i  ^fé*[■,ÏSî*■■■+'•-.t^  +  '■.^  =  '' 

•  dx'  '  ax'-'  ■"'  dj:         ' 

ail  son  iuli<^rd[p  ^énérulc  de  la  forme 

>•  =  «"/{«) +«^?(i)  +  e"*(x) -+-.... 
l'A  /.  ?.  t(<i  ' . .  sunt  lin  fonctions  ntionncllei,  il  funt  cl  il  sufHi  : 

I*  Que  ses  eocfllcienis  P  soient  d»  polynAmes  eotien  dont  le  degré  ne  s«r- 
passe  pas  celui  du  premier  P.;  i*  que  son  inti^grnle  [lénérale snit  uniforme  (»■« 
que  l'on  saura  reconnaître  par  la  mùLhodc  de  M.  Tuelis}. 

Si  l'oD  impose  à  l'équation  (1)  la  condition  d'avoir  le  point  singulier  uni<|<ie 

X  =  o,  oii  tes  iatégriiles  particulières  doivent  appartenir  aui  cuposants  o,  1, 
3,  ...,  {n—  1)  et  n,  sa  forme  générale  sera 

dx-       \x  'jdx^-       V-c         '  Vdx—   ^     ■ 

-(¥— -.)£*(^-"->- 

Klle  a  pour  solulions  les  cxpuncnticllC9  c",  où  a  est  rdciiic  do  t'équation 
«  ...,1  c«l.  .01.1,0.  oompKmc.uire 


Fourct.  —  Sur  un  n()uvcau  mode  de  gcncr,i 
brigues  iiniuursales.  (1  a4i-i  ^,^3). 


1  des  courbes  afg< 
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Étanl  donnés  dans  l'espace  /i  4- 1  points  affectés  de  masses  différentes,  le 
centre  harmonique  de  ces  n  ■+■  i  points  par  rapport  à  un  plan  variable  passant 
par  une  droite  fixe  A  décrit  une  courbe  unicursale  du  /i'*"*  ordre  passant  par 
les  /i+i  points.  Cette  courbe  est  gauche,  à  moins  que  les  points  donnés  ne 
soient  dans  un  même  plan. 

M.  Fouret  développe  la  réciproque  de  cette  proposition,  qui  présente  beau- 
coup plus  d'intérêt  que  le  théorème  direct. 

Lecornu.  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  dans  un  plan  et  sur  le 
temps  imaginaire,  (i  244-1246). 

Trouver  le  mouvement  d'un  point  dans  un  plan,  sachant  que  les  composantes 
X,  Y  de  la  force  suivant  deux  axes  rectangulaires  satisfont  aux  relations 

à\  _  d\  ^  _  __  ^ 

ôx  ~  dy^         ôy  "      dx  * 

c'est-à-dire  que  X  -4-  «Y  est  une  fonction  analytique  -  F' {z)  Ac  x  -\-  iy  =  z. 
Les  équations  du  mouvement  donnent 

d*  z        I  dz 


La  constante  C  caractérise  le  régime.  On  suppose  F{z)  uniforme. 

Lorsqu'une  infinité  de  mobiles  se  meuvent  suivant  un  régime  donné,  le  lieu 
de  leurs  positions  simultanées  coupe  sous  un  angle  constant  la  trajectoire  de 
chacun  d'eux.  Les  circuits  réels  (fermés)  renferment  un  nombre  pair  de  points 
où  la  vitesse  est  nulle  ou  de  points  où  la  vitesse  est  infinie.  Les  circuits  réels 
s'enveloppent  sans  se  rencontrer;  ils  sont  décrits  d^un  mouvement  périodique, 
et  pour  un  même  régime  la  période  conserve  la  même  valeur  tant  que  le  mobile 
ne  passe  pas  par  un  point  singulier.  Si  un  point  d'équilibre  est  entouré  de  cir- 
cuits réels,  l'équilibre  est  stable  et  réciproquement. 

Si  Ton  pose  6  =  ^4-  it\  à  chaque  valeur  constante  du  temps  t  correspond 
une  courbe  orthogonale  aux  trajectoires  réelles,  appelant  v  la  vitesse,  p  le 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  réelle,  p'  celui  de  la  courbe  orthogonale, 
on  aura,  grâce  à  l'introduction  du  temps  imaginaire,  deux  expressions  entière- 
ment analogues  pour  les  composantes  de  l'accélération 

De  Saint-Germain,  —  Sur  certaines  surfaces  du  troisième  ordre 
qui  ont  une  infinité  d'ombilics.  (l'A^iô-niH), 

Une  surface  du  troisième  ordre  peut  admettre  comme  ombilics  tous  les 
points  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface;  cette  ligne  est  ou  une  droite  ou  une 
parabole. 

Dans  le  premier  cas,  la  sphère  osculatrire  se  confond  avec  le  plan  tangent; 
l'équation  de  la  surface  peut  se  ramener  à  la  forme 

y*-hx¥{Xyy,z)  =  o, 
F  étant  un  polynôme  du  second  degré  quelconque. 


MO       •  SECONDE  PARTIE. 

Dans  le  second  cas,  l'équation  de  la  surface  ne  contient  qn'un  paramètre  ar- 
bitraire X 

(25-4-  m) {y*  —  2mz)  •+■  mx*  -+-  Xa?'  =  o. 

Par  un  des  ombilics  passent  trois  lignes  de  courbure  proprement  dites,  la 

parabole  donnée 

X  =  Oj       y*  =  2mz^ 

et  deux  autres  paraboles  appartenant  aux  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 
qui  divisent  la  surface  en  rectangles  élémentaires. 


N"  26  ;  a8  décembre. 

De  Saint-Venant,  —  Mouvement  des  molécules  de  l'onde  dite 
solitaire  propagée  à  la  surface  d'un  canal.  (i445-i447)* 

Sylvester.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  des  formes  algébriques. 
(i46i-i464). 

Callandreau.    —    Énergie  potentielle  de   deux  ellipsoïdes  qui 
s'attirent.  (1476-1478). 

L'auteur  donne  pour  cette  énergie  potentielle  un  développement  en  série  qui 
met  en  évidence  l'ordre  de  petitesse  des  termes  successifs  ;  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est  comparable  au  produit  du  carré  d'une  parallaxe  par 
une  quantité  de  Tordre  des  aplatissements  des  deux  ellipsoïdes. 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième 
espèce.  (1478-  1480). 

L'auteur  revient  sur  la  décomposition  en  éléments  simples  des  fonctions  de 
troisième  espèce  dont  il  a  développé  la  théorie  dans  les  Annales  de  V École 
i\ornuile,  1H84  cl  188"). 

Soient  <!»(-)  une  fonction  de  troisième  espèce  contenant  ni  fonctions  Ode 
plus  au  numérateur  qu'au  dénominateur;  n,  ^,  ...,/  los  pôles  supposes  simples 
que  cette  f«»nction  possède  dans  le  parallélogramme  des  périodes  aux  sommets 
^.,,  5,  -h  2  K,  2^  -4-  2  Iv  4-  2  tlv',  z^-{-  àlK'  \  A,  B,  . . . ,  Z  les  résidus  correspon- 
dants. Si  l'on  pose 

n  —  -¥»  _ 

^  ninTZYt  __ 

/.m(-^»r)  =  7J^     ^]    ^~^      7'»"'>  Ocot^(x— ^'  — 2miK'), 


n       —  00 


on  aura,  pour  formule  de  décomposition, 

cl»(c)    -  -A  /„.(a,  c)  -  n  y,Jb.  z)  -...-  Ly,Jz,  /)  -t-  G(^), 

«)ù  A,  13 L  ne  soûl   as>uj('llis  à  aucune  rclalion,  et  où  G(z)  est   une  fonc- 

lion   linéaire   li(Mn«>;;èu<!   à    coefliiienl'i  eonslanls  de    m    ronolions  entières  par- 
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ticulicres 

G{z)  =  \g^r(.=:)+\e\""(')+----+K-,S'm-ii':)< 

g':/"^{z)=e     K  2I      ^        *^        q'nn{n-t)+»n^,^  (  V  =  O,   1 ,  2,  .  .  .  ,  m  —  I  ), 


n  =  —  ao 


A  H-  A 
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démie. 

Catalan  {E,).  —  Quelques  théorèmes  d'Arithmétique.  (448-449)' 
Extrait  d'un  Mémoire  étendu  publié  dans  les  Mémoires  in-4°  de  l'Académie. 

Tome  VIII,  juillet  à  décembre  1884. 

Catalan  (E.),  —  Application  d'un  nouveau  principe  de  probabi- 
lités. (72-74)- 

Ce  principe  est  le  suivant  :  «  La  probabilité  d'un  événement  futur  ne  change 
pas  lorsque  les  causes  dont  il  dépend  subissent  des  modiGcations  inconnues.  » 

Ronkar{E.).  —  Sur  un  théorème  de  Mécanique  applicable  aux 
systèmes  dont  le  mouvement  est  périodique.  (i2i-i34). 

Van  der  Mensbrugglie.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire,  (i  1-12). 

Sur  les  variations  simultanées  de  l'énergie  potentielle  moyenne  et  de  l'énergie 
actuelle  moyenne  dans  un  système  où  l'énergie  totale  est  constante. 


(*)  \i}\v  Bulletin    \,,  116. 
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Mansion  (P.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (180- 
182). 

Démonstration  algébrique  directe  du  théorème  de  Richelot  :  «  Toute  expres- 
sion imaginaire  peut  se  mettre  sous  la  forme  sn(a+  pi)* 

Mansion  (P.).  —  Sur  le  reste  de  la  formule  de  Taylor.   (i83- 

i85). 

La  formo  du  reste  de  Taylor,  donnée  par  la  théorie  générale  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire,  peat  se  transformer  en  ane  intégrale  rectiligne, 
comme  dans  le  cas  où  la  variable  est  réelle,  de  manière  que  l'on  paisse  en 
déduire  le  développement  de  (1+2)"*,  même  si  le  module  de  i;  est  égal  à 
l'unité,  chaque  fois  que  ce  développement  existe. 

Bonkar  (E.),  —  Sur  la  conductibilité  des  corps  gazeux  pour  la 
chaleur.  (204-210). 

Van  der  Mensbrugghe  et  Melsens.  —  Rapports  sur  ce  Mémoire. 
(iSg-iGi). 

Moyennant  diverses  hypothèses,  l'auteur  prouve  que  la  conductibilité  sous 
pression  constante  varie  moins  avec  la  température  que  ne  l'indique  la  loi  de 
Clausius,  pourvu  que  le  gaz  soit  fortement  raréfîé. 

De  Heen  {P»)-  —  Relations  théoriques  entre  le  coefficient  de 
dilatation,  la  chaleur  interne  de  vaporisation  et  les  chaleurs 
spécifiques  des  corps  pris  à  Tétai  liquide  et  à  Tétat  de  vapeur. 

(210-218). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  la  génération  de  certaines  surfaces  par 
des  faisceaux  quadrilinéaircs.  (238-255). 

Folie  {P')'  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (i58). 

Os  surfaces  sont  toutes  relies  du  troisième  ordre,  puis  des  surfaces  particu- 
lières du  quatrième  ordre. 

Mansion  {P,),  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  C.  Lagrangc 
intitulé  :  Démonstration  élémentaire  de  la  loi  suprême  de 
Jtronski.  (  1 65- 1  ^  2  ) . 

Résume  et  simplification  de  la  déinunslralion  qui  sera  publiée  dans  les  Mé- 
moires couronnes  de  l'Académie. 

Mansion  (/^.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  C.  Lagrange 
intitulé   :    Développement  des  fonctions  dUm  nombre  quel^    , 
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tonqtip  de  variables  indépendanlex  à  l'aide  d' attires  fonc- 
ions de  ces  mêmes  variables.  (3i  --32a). 

4«ain#  d'un  irarail  faisant  suil«  i  celui  qui  est  indiqué  plus  haul.  Il  sera 
ié  avec  le  précédent. 

tUge  (C.)-  —  Sur  la  forme  quadrilinéaire  et  les  surfaces  du 
Riisiâme  ordre.  (553-563). 

e  {F.).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  {524). 
in|ili!uienl  rscUGcatif  d'un  précédenl  travail. 


jurunnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des 
s  Lettres   et  des  Beaux-Arts  de    Belgique.  Collection  in-8°. 
AXVI.  Unixelles,  F.  Ilayez,  1884  (<). 

^A  (P.).  —  Physique  comparée.  (1-168). 

r  tes  relations  qui  eiisteot  entre  les  propriétés  physiques  de 
Klogues  sous  quelque  rapport  au  point  de  vue  chimique. 

:  (/".).  —  Essai  d'application  de  la  Géométrie  à  coor- 
I  polygonales  et  polyédriques  à  la  résolution  des  équa- 
Sti  troisième  et  du  quatrième  degré  et  à  la  démon  s  Ira  lion 
in  nombre  de  théorèmes  d'.\lgèbre  supérieure.  (i-i4)- 

,  xy  -{■  yj  +  xof  =  g, 
■l-j'-t-»-f-/»  =  o,  .... 


B  na  l'Acadkhib  hoïals  des  Sciences,  des  Lettres  et  nés  Bemix- 
k  Belgique.  Brimelles,  F.  Hayez.  ln-4°  <>). 

TomoXLV;  1884. 

■  et  Le  Paige  (C).  —  Mémoire  sur  les  courbes  du  iroi- 
dre.  Seconde  Partie,  (t-43). 


Ûletia,  !•  série,  t.  X,,  p.  i3t-i3j. 
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O  Mémoire  est  la  suite  de  celui  qui  a  été  aealysé  anténearcment.  La  divi- 
sion est  la  même  que  daos  le  pré<^dcDt  Mémoire  :  Homographie,  ioTolotioo, 
rapport  anharmooiquc;  mais  il  y  a  de  plus  uo  Chapitre  consacré  aux  construc- 
tions, lesquelles  sont  effectuées  par  le  secours  de  propriétés  relatÎTes  à  l'invo- 
lution.  D*aprés  les  auteurs,  leur  méthode  contient,  comme  cas  pariicolier  on 
comme  conséquences,  les  méthodes  de  Chasles,  de  Grassmann  et  de  Schrôter. 
Voici  les  derniers  problèmes  traités  dans  le  Chapitre  Vf.  Etant  donnés  neuf 
points  d*une  cubique,  déterminer  les  intersections  de  cette  coiirt>e  :  i*  arec  une 
droite  A  quelconque;  3*  passant  par  un  des  neuf  points;  3*  passant  par 
deux  des  neuf  points.  Étant  donnés  neuf  points  d'une  cubique,  construire  un 
système  de  trilatères  conjugués  à  la  courbe.  Construire  une  cubique  dont  on 
connaît  neuf  points. 

Catalan  (E,),  —  Sur  raddition  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce.  (1-20). 

Complément  de  deux  Notes  antérieures  publiées  dans  \es  Bulletins  de  VAca- 
demie  et  dans  les  Comptes  rendus.  I.  Équation  d'Euler.  II.  Sur  Téquation 
M  dx  -¥  N  dy  =  o.  Nouvelles  formes  du  théorème  de  Taddition.  111.  Sur  le  triangle 
sphérique  de  Lagrange.  IV.  Interprétation  géométrique  nouvelle  de  la  transfor- 
mation de  Landen.  V.  Sur  un  quadrilatère  sphérique. 

Mansion  (/^.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  séries  de  Fou- 
rier.  (1-20). 

Catalan  {E.).  —  Rapport.  {Bulletins  de  T  Académie  y  i883,  pre- 
mier semestre,  468-475). 

I.  On  a 


^/(x  -h  nr,)  =  -ûTo  -H  («,  cosx  -h  6,  sinx)  -+-  (a^  cosax  -f-  6,  sinax)  -+-..., 

I    z'*  I    z'^* 

a„  =  -    /      /tcosntdtj        b^=  —    Ê        /t  s'in ntdty 

moyennant  les  condilions  suivantes  :  i*  les  coefficients  a,,  b^  sont  finis;  2°  la 
fonction 

•::  X(t,)  =/(j7  -i-  2/'-  4-  2/-T,)  -f-/(x  4-  2 /•  z  -h  2  r  —  2T,  ) 

est  positive  el  dccroissanlc  quand  t,  varie  de  o  à  -  r,  pour  toute  valeur  de  x 

et  de  r,  r  étant  un  nombre  entier,  sauf  si  x  -\-  2rq  a  une  valeur  comprise  entre 
deux  limites  finies  g  el  c.  Dans  iinlervalle  de  g  à  c,  il  suffit  que  /.r  vcrilif 
les  conditions  de  Dirichlel.  3"  Les  séries 


r  =  30  f'  —  S 

r  ~  c  r  —  —  X. 


sont  continues  aux  environs  de  t,  —  o 
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II.  Les  conditions  précédentes  sont  vérifiées  pour  la  fonction  e  ■*'*.  Par  suite, 
on  a 


—  «0 


formule  importante  dans  la  théorie  des  fonctions  thêta. 

Catalan  {E,),  —  Notes  sur  la  théorie  des  fractions  continues  et 
sur  certaines  séries.  (1-82). 

I.  Théorème  de  Kramp.  IL  Fractions  périodiques.  III.  Série  de  Lamé.  IV. 
Série  des  inverses  des  réduites  d'une  fraction  continue  illimitée.  V.  Générali- 
sation de  la  série  de  Lamé.  VI.  Fractions  tournantes  (la  suite  des  quotients 
incomplets  forme  une  permutation  circulaire  les  uns  des  autres  dans  deux 
fractions  périodiques  tournantes).  VII-XL  et  addition  (à  la  fin  du  Mémoire). 

Sur  le  développement  de  y/A.  XII.  Quelques  séries  elliptiques.  Complément 
d'un  Mémoire  de  1873.  L'auteur  fait  remarquer  que  rien  n'est  plus  facile  que 
d'obtenir  les  nouvelles  séries  elliptiques  de  M.  Faà  de  Bruno  ou  des  séries 
plus  convergentes  encore. 


MATHESIS,  RECUEIL  mathématique  a  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 
ÉTABLISSEMENTS  d'instruction  MOYENNE,  pubiiô  par  P.  Ma/isiofi,  professeur 
à  rUniversilé  do  Gand,  et  /.  Neuberg^  professeur  à  rUniversitô  de  Liège. 
Gand,  Hoste;  Paris,  Gauthier- Villars  (*). 

Tome  IV;  1884. 

Mansîon  (P.).  —  Précis  de  la  théorie  des  fonctions  hyperbo- 
liques. (5-12,  28-3^,  8o-83,  ioi-io5);  publié  aussi  en  une 
brochure  de  32  pages.  Paris,  Gauthier- Villars. 

Introduction.  Définition  du  nombre  e.  Historique.  L  Propriétés  fondamen- 
tales. Définitions  : 

2Ch^  =  c*-l-e-S        iSïït  =  €"  —  €-',        ThiChi  =  Sh/,        

Relations  Ch'i  =  SIi"f  =  i  et  conséquences.  Théorème  d'addition  et  consé- 
quences. Relations  avec  les  fonctions  trigonométriques  et,  en  particulier,  théo- 
rème de  Laisant  :  Th  -  ^  =  tang  -  0.  Fonctions  inverses.  IL  Interprétation  géo- 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  X,,  p.  69.  Ce  recueil  parait  en  livraisons  mensuelles  de 
2»  pages,  parfois  avec  suppléments;  prix  :  7'',5o  pour  la  Belgique;  9''  pour 
l'Union  postale. 

liull.  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  XL  (Octobre  1887.)  R.17 
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métrique i  sans  le  secours  du  Calcul  intégral,  dans  l'hyperbole  x* — y*  =  i,  UI. 
Dérivées  f  intégrales  y  séries.  IV.  Applications.  Equations  cubiques;  théorèmes 
d'Apollonius  dans  l'hyperbole;  chatncltc;  tractricc;  pseudosphére ;  parabole  et 
paraboloYde  de  révolution. 

Barbarin,  —  Théorèmes  sur  l'ellipse.  (i3-i6). 

Catalan  {E,),  —  Sur  un  théorème  d'Abel.  (25-28). 

Sur  la  continuité  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable. 

Genocchi(A.).  —  Résumé  de  différentes  recherches  sur  les  ovales 
de  Descartes  et  quelques  autres  courbes.  (49-52). 

Notice  historique  contenant  le  résumé  d'une  foule  de  résultats  obtenus  par 
Genocchi  et  d'autres  géomètres. 

De  Rocquigny.  —  Questions  d'arilhmologie.  (57-60). 

Gelin  {E,),  —  Questions  d'Algèbre.  (60-62,  i65). 

Mansion  (P-)-  —  Esquisse  biographique  :  W.  Snell.  (64). 

D*Ocagne  (M.).  —  Sur  les  transformations  centrales  des  courbes 
planes.  (73-79,  97-100). 

Étude  des  transformations  où  il  existe  entre  les  rayons  vecteurs  de  (/i  +1) 
courbes  une  relation  de  la  forme 

0,  p,,  . . .,  P«  étant  comptés  sur  une  même  direction,  à  partir  d'un  même  point. 
Cas  particuliers 

r^-  p,p, ...p„; 

a.        a,  a„        a 

<-/,  P,  H-  a,  p,  -f- .  .  .  -h  rt„  p„  4-  r?  p  =  o  ;  —H '  -^  ...  -i ï  H —  „. 


p,       ^-  '^ 


I  n 


Mister  (J.).  —  Centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  trian- 
gulaire. (84-^3). 

Le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  quelconfjuc  est  situé  sur  la 
droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  hases,  en  un  point  qui  divise  ccU»* 
droite  en  deux  segments  proportionnels  à  2  M  -h  ^,  2M  -f-  B;  b,  B,  IN!  sont  res- 
pectivement Taire  de  la  petite  base,  de  lu  grande  base,  et  d'une  section  paral- 
U-le  é(iuidistanlc. 

Cesùro  {E.),  —  Etudes  de  transversales.  (85-8G). 

Gcnocclii  i^A .).  —  Sur  un  manuscrit  de  Fermât,  récemment  pii- 

l)Iic.   (1  ()()-!  08  ). 
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iiuléliDïe  (le  Fermai  et  ^iir  iliver^  ihénrâmcs  d'Arith- 

kotre  lie  t,'ravité  du  Ironc  de  prisme  triangulaire 
^])i^de  li-onqué.  (i3i-i'i3). 

vil*  du  Ironc  de  prisme  Iriangiilaire  est  situé  sur  la  droite 
IB  moyeanos  dislances  des  milicui  des  arêtes  paralliilcs  au 
arélcs  cl  au  quart  de  cette  droite,  à  partir  du  premier 

11'  du  tronc  de  parallélépipède  est  situé  sur  la  droite 
mnypnncs  distances  des  arêtes  latérales  au  centre  de 
Kl)  tiers  (le  celle  droite  à  partir  du  premier  point. 

Dueatlonâ  de  licence,  (yi^-ii-j'). 

It  tqiialions  dilTcrent [elles  ou  aux  dérivées  partielles. 

-  Sur  un  mode  de  génération  des  conchoïdes. 


tbabilités  de  certains  faits  arithmétiques.  (i5o- 

»  Sur  les  sommes  des  puissances  semblables  d'une 
,(,6.-6,1). 

\  quantités  P,  Q,  si 

0Î-"    I    ...    I   cos-'""''"', 


.  Le  deux-centième  anniversaire  de  l'invention 
rntiel.  {i63). 

I  —  Courbes  avec  points  de  dédoublement.  (i64). 

wUm.  —  Invention  du   Calcul  différentiel.  {177- 


;  du   céli'lirc  article  publié  par  Lcibnilz,  le  3u  septembre 
►"II"»  II,  du  second  Livre  des  Principes.  Dans  les  Notes,  te  tra- 
iUjf*i(iD,   fait  Xn  remarques  suivantes  ;   1"   LciliuiLc  dénuit  la 
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clifTércnlielle  de  j',  absolument  comme  Cauchy,  c'est-à-dire  que  si  j:  est  la  va- 
riable indépendante  dy  =  y'  dXj  ûfx  étant  quelconque.  2*  Leibnitzsc  trompe  en 
laissant  des  signes  ambigus  dans  certaines  diiïérentielles.  3*  Cela  proTient  de 
ce  qu'il  n'a  pas  vu  l'importance  d'une  remarque  de  Newton,  saToir,  que  Ton 
peut  designer  par  une  lettre  une  quantité  positive  ou  négative  iodifferemmeot. 
4"  Leibnitz  et  Newton  manient  les  infiniment  petits  d'une  manière  riçoorense. 
5°  Dans  les  Principes^  Kewlon  trouve  la  différentielle  d'un  produit  par  un  pro- 
cédé qui  peut  paraître  peu  rigoureux. 

Lcmoine  {E,),  —  Théorèmes  divers  sur   les  an ti parallèles  des 
côtés  d'un  triangle.  (201-204,  ^^^y)* 

Théorèmes  relatifs  à  la  nouvelle  géométrie  du  triangle. 

Barbarin.  —  Problèmes  sur  les  sphères.  (217-218). 

WeilL  —  Sur  un  biangle  et  un  triangle  formés  par  des  arcs  de 
cercle.  (219). 

Brocard  (If*)'  —  Propriété  géométrique  d'un  certain  groupe  de 
deux  systèmes  de  circonférences  concentriques.  (219-220). 

Cesàro  {E,).  —  Sur  l'équation  intrinsèque  des  courbes.  (233- 
235). 

La  considération  de  l'équation  p—f{s)y  d'une  courbe,  entre  le  rayon  de 
courbure  p  et  l'arc  s,  prouve  immédiatement  que  si  cette  courbe  roule  sur  une 
droite,  le  centre  de  courbure  décrit  la  courbe  ayant  pour  équation,  en  coor- 
dunn:';es  rectangulaires,  y  z=/{x). 

Boije  af  Gciinds,  —  Problème  d'Analyse  indéterminée.  (206). 
Solution  (lu  ])roblùmc  suiviint  : 

«  Trouver  quatre  nombres  tels  que  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre 
eux,  augmenté  de  l'unité,  fasse  un  carré.  » 

jNotks  mathématiques.   (37-38,    53-57,    166-167,   221-222,  236- 

237). 

Bibliographie.  (63,  106-108,  i5i-i53,  168-172,  206,  224-225). 

(h'r:sTi()>s  uésoluks.  (16-9.4,  3()-/î8,  (^5-70,   86-93,  1 09-1 19,  i*.>À>- 
\^\^  i5i-i58,  173-175,  i8()-i9<),  204-21 5,  225-23 1,  238-24^)- 

Qi  i.STiONs  i»i;op()si':i:s.  (24,  4^^»  7  '  ?  9l"9'^'   119-120,   i42-i43,  l59» 
i75-i7(),  199-200,  u  5-2 16,  '>.>.3,  ■> 3 1-23 2,  246-2 'jS). 
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Questions  d'examen.  (72,95-96,  i44>   'Co,   176,  200,  282,   248- 
249)- 

Rectifications.  (95,  119,  109,  21 5,  281,  236,  287 ). 
Table  des  matières.  (25o-255);  des  auteurs.  (256). 

Suppléments. 

Brocard  {IL).  —  Nouvelles  propriétés  du  triangle.  (11  pages  et 
I  planche). 

Extrait  du    lîecueil  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  congres  de  Rouen,  i883. 

Jamet  {V.),  —  Généralisation  d'une  propriété  des  surfaces  du 
second  ordre.  (1-12). 

Extrait  des  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  i883,  3'  série, 
t.  VI. 

Neuberg  (J-)-  —  Sur  une  suite  de  moyennes.  (1-12). 

Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège,  a*  série, 
t.  XI. 

Mansion  {P-)»  —  Sur  l'approximation  des  intégrales  définies  et, 
en  particulier,  du  périmètre  de  l'ellipse.  (1-18). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VIII,  et  des 
Comptes  rendus  de  Paris,  t.  LXXXV. 

Gilbert  (Ph,).  —  Démonstration  simplifiée  des  formules  de  Fou- 
rier.  (i-i5). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  VIII. 


^«uaiMe    .-xx     \ 


-»4uie     -jcr     :c*' 


r*    ai» 


-•fit" 

AlïSr-^     rrii 


V» 


X    -- 


7S»«^Li&Hi   nr  W  Cdî 


;:*7« 


•••k. 


:ci 


:s~     ui 


r  xr  =  -. 


t   le 


i/kt  U  ~   '. 


',r^*.    '  «     ub-  .A  i    uuAMT  les-  iaiisa$rak:s  de  la 


■.w-       k    ■•*  '-:***- 


uve^\:^Jïstii''jtt.  is*-  mtéznles  défi 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  aSi 

LePaigc  {€.).  —  Rapport.  (A,  5i-52). 

I.  Historique.  —  Théorème  spécial  de  Jean  ncrnoulli  sur  la  valeur  approchée 
de  l'arc  d'ellipse.  Théorème  de  Prouhet  sur  Tapproximation  des  longueurs  des 
lignes  courbes. 

II.  Soit  donné  un  trapèze  mixtiligne  ABCD,  limité  par  la  base  HC,  les  or- 
données perpendiculaires  AB,  CD,  et  la  courbe  AMD  dont  le  point  M  se  pro- 
jette au  milieu  ni  de  BC.  Replions  le  demi-trapèze  curviligne  M  m  CD,  autour 
de  Mm,  de  manière  à  le  faire  tomber  sur  l'autre  demi-trapèze  curviligne 
M/nBA,  en  MmBo.  L'aire  ABCD  sera  égale  au  double  de  l'aire  d'un  trapèze 
en  MmBx,  obtenu  en  construisant  la  courbe  axM  ayant  pour  ordonnée  la  demi- 
somme  des  ordonnées  de  la  courbe  AM  et  de  la  courbe  a  M. 

En  appliquant  r  fois  la  transformation  précédente,  on  parvient  à  prouver  que 
Taire  considérée  est  comprise  entre  les  expressions 

-  y-yo  -+-r,  -+-r«  h--  •  --h >-,«-,  -^  ;r,nj.    -  (r,  +r,  +•  •  •+r,n-.)^ 

6  étant  la  base  BC  du  trapèze  primitive,  3 /i  étant  égal  à  a»",  y^»  ^i»  •••».?',» 
étant  (a/i  -Hi)  ordonnées  équidistantes.  On  suppose  que  la  r**"'  transformée  de 
AD  a  toutes  ses  ordonnées  comprises  entre  la  première  et  la  dernière. 

in.  Application  k  la  seconde  intégrale  elliptique  (théorème  de  Dcrnoulli)  et 
à  la  première  (théorème  nouveau  analogue). 

Delsaux  (J,),  —   Sur  la  théorie  des  sons-résultants.  (B,  a5-44)« 
Gilbert  (Ph.),  —  Rapport.  (A,  52-53). 

Ilelmholtz  a  donné  une  théorie  analytique  de  la  théorie  des  sons-résultants 
où  quelques  faits  accessoires  ne  sont  pas  suffisamment  expliqués.  L'auteur,  en 
se  servant  d'un  principe  dû  à  Verdet,  parvient  à  modifier  la  théorie  de  Helra- 
holtz  de  manière  à  retrouver  dans  les  formules  les  faits  négliges  par  le  savant 
physicien  allemand. 

De  Sahert,  —  Note  sur  la  théorie  de  la  surface  indicatrice  des 
courbures.  (B,  67-86). 

Pour  étudier  la  courbure  d'une  surface  donnée  ?(x,  ^',  5)  =  o,  en  un  quel- 
conque de  ses  points  M  (x,  ^',  5),  construisons  avec  des  axes  X,  Y,  Z,  parallèles 
aux  X,  j',  :;,  et  ayant  ce  point  M  pour  origine  la  surface  du  second  ordre 
F(X,  Y,  Z)  --  G.  F(\,  Y,  Z)  étant  la  forme  quadratique 

F( \,  Y,  Z  )  ■---  AV  -+-  A'  Y'  -h  A"/.»  -4-  iB YZ  -4-  a  B'ZX  -i-  aB'XY, 

uù 

\  TT.  —    — ,  A  —    — ; — ■  »  A     =   —    -3 » 

>  dx'  A  ay*  î  dz' 

dy  dz  '  dz  dx  dx  dy 
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Considérons  les  deux  points  M',  M',  extrémités  du  diamètre  de  la  surface  F, 
conjugué  au  plan  tangent  à  la  surface  9  en  M,  et,  en  particulier,  celui  de  ces 
points  M',  par  exemple,  où  F  a  sa  convexité  tournée  comme  celle  de  ç  en  M. 
Les  rayons  de  courbure  des  deux  surfaces  9  et  F  relatifs  aux  points  M  et  M' 
sont  égaux,  parallèles  et  de  même  sens,  pour  une  direction  de  sections  nor- 
males quelconques.  Par  conséquent,  la  surface  F"  offrira  en  M'  exactement  U 
même  disposition  au  point  de  Tue  de  la  courbure  que  la  surface  proposée  9  au 
point  considéré  M.  Ce  mode  de  représentation  ne  sera  en  défaut  que  pour  les 
points  où  Ton  aura  A' =  o,  sans  que  A,  =  o.  L'ensemble  de  ces  points  excep- 
tionnels, pour  une  surface  réglée,  comprendra  la  ligne  de  striction  de  la  sur- 
face. 

L'auteur  arrive  aux  résultats  précédents,  en  prouvant  d'abord  la  proportion- 
nalité des  rayons  de  courbure  de  9  en  M  et  de  F  en  M',  quelle  que  soit  la  gran- 
deur de  G  ;  puis  il  montre  que,  si  G  A'-i-  Ji^  =  o,  la  proportionnalité  se  change  en 
égalité;  enfin  l'étude  de  la  forme  adjointe  A^  lui  permet  d'établir  que  la  surface  F 
<rsl  rcclle  et  ne  se  réduit  pas  à  un  point.  Des  propriétés  de  la  surface  F  on  déduit 
immédiatement  celle  de  la  courbure  en  M  à  la  surface  9  et  réciproquement.  La 
courbe  indicatrice  de  Dupin  est  l'intersection  de  F  par  le  plan  tangent  à  z 
on  M. 

Le  Paigc  (C).   —    Sur  quelques  qviestions  relatives  aux  quar- 
tiques  planes.  (B,  87-96). 

Carnoy  (J-).  —  Rapport.  (A,  ()2-63). 

Développement  de  deux  Noies  publiées  dans  les  Comptes  rendus  de  Paris 
du  \  et  du  II  février  iSS'i  (t.  XCVIII,  p.  2ÎS5-334).  L'auteur  résout  successivc- 
menl  les  questions  suivantes  :  i**  Deux  quaterncs  de  points  donnés  sur  une 
cubique  ^'auclie  définisscnl  une  involution  quartique  de  premier  ranj;:  com- 
pléter un  troisième  quaterne  dont  on  donne  un  point.  ■:i°  Trois  quaterncs  tlo 
jxjinls  (Icfinisscnl  une  involulion  quarliquc  de  second  rang;  compléter  un  <iua- 
Irit'iiic  qualcnic  dont  on  donne  deux  points.  3°  Quatre  (juaternes  dclinisscnt 
une  involution  (|uarlique  de  lroi>icinc  ran^  ;  coniplcter  un  quatornc  dont  on 
donne  trois  points,  ^"  Construire  une  quarli(juc  passant  par  (jualorze  points: 
trouNor  la  polaire  frun  point  qnrlcon(|U(\  sans  construire  la  rrnirbr. 
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De  Sparre,  —  Sur  la  réduction  aux  fondions  elliptiques  de  l'in- 

(B,  97-120). 

^{x  —  ci){x  —  b){x  —  c){x  —  d) 

Gilbert  {Ph.),  —  Rapport.  (A,  64-^)5). 

Simplificalion  de  la  méthode  de  Hichelot.  Voici  la  remarque  sur  laquelle  est 
fondée  la  méthode  de  réduction.  Considérons  l'intégrale 

dz 


f 


où  a,  3,  y  sont  réels.  De  plus,  v  >  5  >  fi  >  a.  En  posant  -s  =  y  cn»ii  -+-  ^  sn'M, 
la  réduction  à  la  forme  normale  est  immédiate.  On  ramène  aisément  à  ces  cas 
celui  où  le  radical  porte  sur  une  expression  du  quatrième  degré,  pourvu  que 
la  variable  soit  comprise  entre  les  deux  racines  médianes  de  ce  radical  égalé  à 
zérO|  puis  dans  tous  les  cas  où  ces  racines  sont  réelles. 

Stoffaes.  —  Sur  la  tendance  au  parallélisme  des  axes  de  rotation. 
(B,  121-186). 

De  Saherl,  —  Rapport.  (A,  57-62). 

Foucault  énonce  ainsi  le  principe  qui  Ta  guidé  dans  ses  recherches  sur 
Torientation  et  sur  Tinclinaison  des  corps  tournants  :  Quand  un  corps  tourne 
autour  d'un  axe  principal  et  qu'une  force  ou  un  système  de  forces  tend  à  pro- 
duire une  rotation  nouvelle  non  parallèle  à  la  première,  TefTet  résultant  est  un 
déplacement  de  Taxe  de  rotation  primitive»  qui  se  dirige  vers  Taxe  nouveau 
par  le  chemin  favorable  au  parallélisme  des  deux  rotations.  Le  Mémoire  de 
M.  Stoiïaes  est  consacré  à  la  démonstration  de  ce  principe.  Dans  le  premier 
Chapitre,  il  transforme  les  équations  d'Euler  relatives  à  la  rotation  des  corps,  en 
un  système  d'équations  linéaires  à  coefficients  constants  et  en  déduit  la  démons- 
tration du  principe  du  parallélisme  dans  le  cas  de  la  toupie.  Dans  le  second, 
il  ne  part  pas  des  équations  d'EuIer,  mais  arrive  directement  au  principe  du 
parallélisme  dont  il  établit  l'exactitude  approximative,  c'est-à-dire,  en  supposant 
négligeables,  dans  les  calculs,  les  termes  qui  correspondent  à  la  notation. 

Turqiian  (L,-V.).  —  Sur  Tintégration  de  quelques  classes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  va- 
riables indépendantes.  (B,  3 1 4-3 18). 

Application  des  principes  exposés  t.  VI,  II*  Partie,  p.  4^9  des  Annales  de  la 
Société  scientifique  (i883).  Les  cas  considérés  sont  les  suivants  : 

I*  /{r,  s,  t)-  o; 

2°  rt  —  s*  ; 

I  /{Xj  r,  s,  t)  =0, 

I  /{Xj  r.  *)  -+-  3>(.>',  s,  l)  -  o, 
3" 

/•îpx  ■+■  s^x  •+■  tyy  =  mp  -\-  nq, 

r'^x  -h  s^y  -+■  tyy  =  mp  -+■  nq, 

m  cl  n  étant  des  constantes; 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  t.  XI.  (Novembre  1887.)        R.18 
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'r  /(/>.  r,  s,  t)  ~  o, 

/  rtani  une  fonction  algébrique  homogène  en  r,  «,  f  ; 

/.  7  étant  des  polynômes  algébriques  homogènes  de  même  degré,  le  premier  « 
r  ot  s.  le  second  en  s  et  t. 

nanlr  <..l.)-  —  Noie  sur  un  théorème  de  Mécanique  dû  à  sir  W. 
Yliomson.  Application  à  Tétude  de  la  houle.  (B,  3 19-344 )• 

I.  L't*oer::ir  artuellc  qu'acquiert,  à  partir  du  repos,  un  système  malérirl 
>|uel'*'>nque.  'M»u4  l'action  d'une  impulsion  donnée  en  grandeur  et  en  dirfrti«iO. 
e<>t  plu<  crando  que  celle  de  tout  autre  mouvement  auquel  on  pourrait 
a'^trtND'lre  le  s\<tèmc,  en  l'assujettissant  à  de  nouvelles  liaisons  compatibles 
a\ec  ses  liais«tns  naturelles. 

II.  Si  certains  points  d'un  système  matériel  sont  astreints  à  prendre  impsl- 
M%c-m-.'nt  et  à  partir  du  repos  des  vitesses  telles  qu'une  composante  spécificc 
de  crllo^f^'i  ait  une  valeur  déterminée  et  si  les  autres  points  ne  sont  rois  en 
ntou^ement  qu'en  vertu  de  leurs  liaisons  avec  les  premiers,  l'énergie  actuelle 
«lu  mouvement  naturel  sera  plus  petite  que  celle  de  tout  autre  mouvement 
^-  «^.bl<f,  dan>  lequel  les  mêmes  points  auraient  les  mêmes  vitesses  composantes 

V^*(.>IioaiioD  de  ce  second  théorème  à  l'étude  de  la  houle. 


V.\  \    -^L*.   ;.    iirK  MiR    KiAniHcii  I'ukissisciien  Akadeaiik  her  \Vi<>i;>- 
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—  Il   ■  !ir  II  lios  sur  la  détrrnunalion  <le  surlacos  j'^ui"- 
V    :  .•.:!' ^     l'ioprirtôs    coiiceriuml     leurs     courbun>. 
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•    ■.   \I  .   :i  ■    .   I/aiil'Mir   y    appliipit»    au    (.-.in   «Io   l"'r"ip.i>''  <'r 
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point  quelconque  ^^  de  cette  surface;  ilésijçnons  par 

l  =  cosO. 

T,  =:  sinO  COS'^. 

Z  —  sinô  sin'^ 

les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la  sphère  de  Gauss,  par  A^,  B,,  C,  ; 
A,,  Bj,  G,  les  cosinus  directeurs  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure  qui 
passent  par  le  point  M.  par  9  Tangle  que  fait  la  tangente  à  la  première  ligne 
de  courbure  avec  la  projection  de  l'axe  des  x  sur  le  plan  tangent  en  ar,  y,  -c, 
par  pp  p,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  ce  point;  les  quantités 
jr,  y,  Zf  A,,  B,,  G,,  A„  B,,  G^,  a  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions 
de  0,  7  et  l'on  obtient  alors  le  groupe  de  formules 

A,  -f-  t  A,  =  —  e-  •"  cos6, 

B, -+-iB»^=      e'^'CcosO  COS9  —  tsinç), 

G,-+-tC,=      c''(cosO  sin9  -h  I  C0S9), 
dx  =  p.  AJA,  dl  4-  B,  rfTH-  G,  rf;)  -I-  p,A,(A3  d^  -+-  B,  dr,  -+-  G,  rfO, 
dy  =  p,  B,  (  A.  dl  4-  B,  dr,  -h  G,  d^)  -f-  p,B.(  A,  dl  -+-  B,  dr,  -h  G,  rf;), 
dz  =  p,G,  (  A.  dl  -+-  B.  c/in  -f-  G.  rf^)  -f-  p,G,  (A,  dl  -+-  B,  rfr.  ■+-  G,  rf^), 

qui,  en  vertu  des  relations  précédentes,  peuvent  s'écrire 

dx  —  p,  A,(cosa  rf8  —  sina  sinô  d^)  -+-  p,A,  (sina  6/0  -h  cosa  sinB  ^9), 
.....•....••.....• •.......« 

sur  lesquelles  apparaissent  immédiatement  les  équations  difTérentielIcs  des 
lignes  de  courbure,  et  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement  du  trièdre  trirec- 
tangle  formé  par  la  normale  et  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure.  Ges  der- 
nières équations  peuvent  être  regardées  comme  un  système  d'équations  aux 
différentielles  totales;  pour  qu'il  existe  une  surface  telle  que  p,,  p,,  a  soient  des 
fonctions  données  de  0,  9,  il  faut  que  les  conditions  d'intégrabilité  soient  vé- 
rifiées; ces  conditions,  d'après  la  théorie  générale,  doivent  se  réduire  à  deux, 
et  l'on  peut  les  condenser  dans  la  formule  unique 

^  (M  -  Pi)  -h  t(M  -  Pi)  cos8  =  i  ^  [(N  -+-  Pi)  sinO], 
où  l'on  a  posé 

^   =P,-+-Pa-  (P.-PJCOS'»^, 

'"  =--  (P.  — P,)s'n  «'» 

et  l'on  peut  alors  écrire  les  équations  différentielles  sous  la  forme 

2dx  =  —  MsinerfÔ  -h  P  sin'ô  ^9, 

2dy  =  (McosO  C0S9  ■+■  P  sin9)  rf6  -t-  (—  N  sin9  —  P  cos6  C0S9)  sinO  6/9, 
2  dz  =  (M  cosô  sin9  —  P  C0S9)  rf6  -+-  (      N  C0S9  —  PcosOsin9)  sinO  d-^. 

Les  conditions  d'intégrabilité  sont  linéaires  en  M,  N,  P;  cette  remarque 
essentielle  conduit  M.  Lipschitz  à  la  définition  d'un  mode  de  composition  de 
surfaces. 


C<in«i(Uruii>  il«*  «urbi-r*  non  d^idoppalilf*  F'V  rn  noiiibi*  qtuIcOBqM,  «    I 
■ur  cw  «tfart»  la  p-iial*  j: ,  f'i\  jT'  i|ii>  convoi mlfrni  4  na  taime  p-i>sl  t, 
f  Jp  la  ^b^rc  lie  Usum;  affcelon*  chacun  ilc  cei  (Hiinis  d'oo  rocnirieut  oaiiri- 
riiio»  mn\  ti  cuaKnon*  (outci   \n  niiiatiun*   pn-'ciklnln  eo   dimn^at  tn 
ditrnf  ifinetiU*  qui  j  âgurcal  l'indiM  «ujijriour  ?;  »oi«l  enSo 


Imn.(,',r^^Ji)  = 

p.+p 

ïmi 

"(f?-- 

-fj')» 

s5»in  = 

(P, 

Sni> 

'(»;"- 

'??')•■ 

saTI  = 

IP. 

-P.jtiniT; 

lc-«  riinilili<in>  irinlrcmbiliU,  en  vertu  d«  la  Tcmarquri  prfcédmlc,  »c  troatal 
■  friOi'ri  piinr  In  tarttce  dout  1p9  rayon*  il«  conrbarc  prUicipiiui  P,,  P^  m 
lauKlj  T  qui  dWnit  (comme  plui  b«ul  t)  U  direction  de  U  tantenûtl'Mi 
ilvt  Ifit&u  de  cdiirliurc,  u^raicnl  dd  (onclionï  deO,  f  déRnivs  par  Ira  équtJan 
prfr.Mrnln:  iRt  rnnrdonQ^u  X,  V,  Z  du  point  de  cclii-  ^arlace  qui  cnnttpod 
au  tjiii^nir  d>-  volnir*  S.  y  »nt  daanie»  par  Im  formiiti-* 

V  =  Smir'r" 

Z  =  Eni'Tl3<T); 

riii'iVtponilanli  il»  tiirliici?*  Kl'',  parallèle  «u  rajoa  d«  U  «plirrc  dt  G*u>t  <|ii 
«linulll  au  poiot  t,  f .  Ln  turfdircs  parallèles  A  une  surface  doni>6r  jicuTejii  fin 
iibtnnue*  par  rr  ai»de  d«  romixiiilioa  qui  l'appllqur  d'aillcun  aui  ligto 
cniama  •«  «driiM»,  pourvu  tout«r»i«  que  m»  lignes  ne  coniieaneiit  pat  de 
(Mrifnn  pKUllfno  ;  tl  luNt  de  «apjMiter,  din»  !«»  formules  préc^dnie*.  qu  ki 
rsyitn*  de  «otirburc  ^'^  «itetil  Bots. 


idj.li. 


itl.|ii 


»iiri-ii[*  il  ul»<nl  Upi  iinfacr*  nnnima  pI  retrouïe  la  propi^iimm  qui  a  son  ib 
point  dp  drpati  *  M.  nciemn»  dans  ioa  M<*nii>irc  sur  en  surface»  iMeimIt- 
h*rtcAtt.  iSS'*!.  Il  termine  m  monlranl  tniomcitt  un  peut  chercher  »  drt^^ 
uiincr  unf  •urfacr  rn  cnnuaissanl  ^,.  p,  en  foDclioa  de  0,  9.  Si  l'on  tiiBUM  i 
rntiT  hrn  n-iidiliunt.  d'iol^gnbilitt,  on  ohtieni  une  ^nation  qui  doit  ^11*  n- 
l'ilii^  l>ar  Ift  «al«un  doanre*  de  f,,  ^,-.  00  ivtroaTC  aioû,  par  erempte.  ccue 
pii>piiiulii>n,  drmiiDlrVv  E^iMlnq arment  par  M.  Brrlrand  :  U  n'eibte  pat  dr 
*Mrbrv  i^ial'  laqurlk   In  ravon»  de  ruurhur*  principam  satcal  ronsua»  ri 

lli*it*«'sfttiM.  —  Sur  la  ih^irir  >lrs  fiinclitiDS  piliptîques.  (i()J- 


prmier  t<ilaMr  iks  OTiiv/y»  eatnpUUn  dt  /a«att, 
ihtal  HMKkanll  anit  (vaaoaciKi  la  paUiratioa.  natirMl  ua  n^H*  de  b 
llHMtir  Jri  rwM-tn>«  rlUpl(^M«  JMnU  An  pfoprMb  4is  tmrs  3.  Il  ■  <U 
l^ikcV  |>al  BMtvbM^t  <f  aprr^  ■•  Oaan  p*w(<rie(  piar  Janbâ. 

U  \%n«T^rau.aa*t  M*  >««>  r*UâiC  i  La  6«  •!«  VoiBMr.  tatt  ■bM-*»  n' 
If  i'Mar>  ir  1«o<4h  i»Mml  mm  l«i— r-  fr^HCbank  ■«  «e  cramait  pw  t»  *«) 
bh-  MKMht  <tM>  %■■  tf«t«d  la  mÊÊtam  dMt  «•  pntt  b  ntaUrr.  H.  Wnc 
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Voici  d'abord  en   quoi  consiste  celte  lacune.   On   dêfinil,  dans  le  Cours  de 
Jacobi,  les  fonctions  sinam,  cosam,  Aam  par  les  séries  Sr,  en  posant 


^^^^^      ^rzrjr.  =  p^. 


u 


puis 


v/^sinam(i/,A)  =  |4^^^, 
'^         cosam(i/,  A)  —  ^^^ — ' 


Aam(M,Ar)  —  577— -—r- • 

Pour  que  ces  égalités  définissent  les  fonctions  sinam,  cosam,  Aam,  il  faut 
évidemment  pouvoir  trouver,  pour  toute  valeur  donnée  de  A*,  une  valeur  de  q 
vérifiant  la  relation 

Jacubi  a  résolu  ce  problème,  mais  seulement  pour  des  valeurs  réelles  de  A 
comprises  entre  o  et  i.  De  là  une  lacune,  non  seulement  dans  la  théorie  gé- 
nérale des  fonctions  elliptiques  exposée  en  prenant  les  séries  Sr  comme  point  de 
départ,  mais  aussi  dans  certaines  applications  de  cette  théorie  où  Ton  ne  peut 
pas  ramener  le  problème  au  cas  où  le  module  A*  est  réel  et  compris  entre 
0  et  1. 

Voilà  maintenant  la  suite  des  propositions  établies  par  M.  Weierstrass  pour 
combler  cette  lacune.  Ces  propositions  sont  démontrées  en  s'appuyant  princi- 
palement sur  une  transformation  du  quatrième  ordre  donnée  par  Jacobi  dans 
son  Cours.  La  lacune  est  ainsi  comblée  sans  procédés  étrangers  à  l'esprit  même 
de  la  méthode  de  Jacobi. 

Soit  d'abord  q  réel  et  o  =  ^  <  i . 

La  fonction     *,   *  ^[  est  une  fonction  continue  de  q  qui  s'annule  pour  7  =  o 

et  est  comprise  entre  o  et  i  pour  toute  autre  valeur  de  q. 

Si  q  varie  d'une  façon  continue,  toujours  croissante,  depuis  o  et  tend  vers  la 
limite  i,  la  fonction 

2f,(o,  q) 

croit  également  et  tend  vers  la  même  limite  i. 
Nous  désignerons  par  le  symbole  9?  une  série  entière.  Soit 

a'(^)  =16^-+-... 
le  développement  do 

^^  &*(o,y) 

on  sait  que  Ton    peut  toujours  déterminer  une  suite  de   nombres  rationnels 
a^=:  —,  a,,  X, tels  que,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  7,  on 


1» 

■ 

SECDMIH 

■A  in  M!. 

q 

1 

■ 

cette  autre  «plilr 
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que  U  ...mmr 

dm  nombre!  nliannr-ls.  SoJl  g,  nnr  quanliU  punliTc  plu 
siiuite  ilani  le  dnmBiiiR  do  contergcoM  de  Vff  )  et  tdh 

""  ""•'  "■'"'■  ""' 

.Kl, 

iniuni  17  par  1 

nc-Salité 

1 

i 

^ 

»t  on  l«i*iint  UHRC  ilu  f 
par  Jarobi,  un  JMuît  d« 
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<  +  (.- 
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llpa.  BOB  Mulcnirnl  en  cootiiliraat 
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ni/ormément  pour   toute   i-aleur  de  I,  réeflr  oh  m 
r(/r  Hfjf  pn*  /i/i/*  ^■rariil  .jiie  l'unité.  Ou  a,  en  p*rlicii 
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Il  vient  alors  immédiatement 


+(0= 2] ''-'"""' 


n  =  0 


OÙ  les  quantités  a^  sont  les  mômes  que  tout  à  Thcure;  et  le  module  de  la  série 
ainsi  définie  est  plus  petit  que  l'unité  pour  toute  valeur  de  t  dont  le  nuKJule 
n'est  pas  plus  grand  que  l'unité,  à  Texccption  de  la  valeur  t=  1  pour  laquelle 
on  a 

+  (•)  =  !. 

Ainsi,  d'une  part,  lorsque  Ton  pose 

,    rs>.(o.g)i' 

on  a 

n  =  0 

pour  toute  valeur  réelle  de  q  comprise  entre  o  et  ^,;  en  se  reportant  à  la  défi- 
nition des  séries  Sr,  on  a  donc,  pour  ces  valeurs  de  ^,  l'égalité 

/[H- a  ^K0  +  2tJ/*(0 -*-...]•  =  16  4/(/)  [14- +»(^) -*-+*(  ^) -+-.••]*• 

D'autre  part,  si  Ton  considère   t  comme  une  variable  indépendante  quel- 
conque dont  le  module  n'est  pas  plus  grand  que  l'unité,  on  a  toujours 

mod ^{t)  <  I , 

à  l'exception  de  l'unique  valeur  /  =  i;  donc  les  deux  membres  de  la  dernière 
égalité  sont  des  fonctions  analytiques  univoques  et  continues  de  /  dans  le 
domaine  de  t  considéré.  Mais  alors,  d'après  un  théorème  connu,  cette  dernière 
égalité  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  t  considérées.  D'ailleurs  Sr,(o,  q) 
ne  s'annule  pas  pour  une  valeur  imaginaire  de  q.  Donc  la  série 

'7  =  2]  *"''*"" 


n=0 


vérifie  l'égalité 

si  t  est  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  module  est 
plus  petit  ou  égal  à  l 'unité,  t  =  i  exceptée. 
Voici  d'ailleurs  comment  on  calculera  les  nombres  a,.  Soit 

I  -il  _-i  V^ 

-{i-t)  *-+.-(, -o  4  =  ,-|.  2;^ve,r 

v  =  i 

I  _.»        i  _J 

le  développement  en  série  entière  de  l'expression  -  (i  —  /)    *  -1 —  (i  —  t)    *;  ce 

développement  définit  et  permet  de  calculer  les  nombres  «,,  e,,  e,,  ....  Soient 
ensuite  des  nombres  £„,  .^  définis  pour  une  quantité  m  quelconque  par  la  for- 


Cl  la  nombre*  a,  wnl  cnsuiu-  fioilci  t  cilcoler, 

Ko  subitiluanl,  dans  le  lliéurime  pn^c^dent,  k"  i  t,  on  |>fuI  «ouorcr  Ir  r«- 
«ultat  suivant  : 

•  Si  l«  module  k  des  fonclions  clliptiquei  a  un  mudulo  plui  petit  <}<>■  l'anlu 
ou  ^gal  I  l'uniiiï.  Ips  deuK  viilrurt  A  =  ±i  exceptées,  on  peut  écrire  In  (ur- 
mnles  ciléw  qui  dut»  Ie  Coun  dp  JacobI  dïTiaisariil  ks  funcliom  sîoioi, 
co»»iu,  Aaiii,  en  prciwiil  pour  y 


=  v;.. 


On  Mit  d'ailleurs  que  lua  runctionsollrptlifue»  ï  module  jt  quelconque  pravcdl 
Mre  ramenées  i  dei  functiuns  elliptiques  dont  le  modula  vérifie  les  cuudiUoM 
pr<icédenles.  Li  lacune  du  Cours  de  Jacubi  est  «insi  coiolil^, 

Weierstrais.  —  Sur  la  thi-'orie  des  fonclioDs  elliptiques.  (SccomI 
Mémoire).  (i93-ao3}. 

Soli  I  ntie  ([uaatitd  imaginaïM  quelconque  ou  ane  quantité  rfellv  qui  ne  «"i 
pas  comprise  dans  l'intervalle  de  -i- 1  A  -<-  ».  Posons,  pour  abre^^er , 


les  racines  «{ualrii-mcs  étant  extraites  de  manière  que  le  module  de  a  si 
petit  que  l'unité,  ce  qui  est  toujours  possible. 
L'équation 

3iK7)|=(3j(o,9) 


'ifiéc  ai  l'on  prend  pour  q  la  fonction  de  t,  que 


-•t...- 


..*iS  s... 


=  V,., 


'aide  des  nombres  ?.  du 


ÎV 
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C'est  à  la  démonstration  de  ce  théorème  qu'est  consacrée  la  première  Partie 
du  second  Mémoire  de  M.  Weierstrass  sur  les  fonctions  elliptiques.  Dans  la 
seconde  Partie,  M.  Weierstrass  aborde  le  problème  suivant  : 

Pour  une  valeur  donnée  de  t^  trouver  toutes  les  valeurs  de  q  vérifiant  l'é- 
quation 

2r}(o,^)  =  /2r|(o,^). 

Après  avoir  montré  comment  on  trouve  les  valeurs  de  l'argument  u  pour 
lesquelles  chacune  des  fonctions  Sr  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  q 
s'annule,  il  parvient  au  résultat  suivant. 

Il  ne  saurait  y  avoir  d'autres  valeurs  de  q  répondant  à  la  question  que  celles 
qui  sont  comprises  dans  la  formule 

q  =  g(sa-*-i)7ci-t-spiog4/{0^ 

où  2,  ^f  Y)  ^  sont  des  nombres  entiers  liés  par  la  relation 

(3a-hi)(a6-4-i)  — 4?Y  =  i. 

Kronecker,   —    Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.   (497- 

5o6). 

Ce  sont  des  développements  de  formules  concernant  les  fonctions  d,  donnés 
par  M.  Kronecker  pour  préparer  à  une  suite  de  Communications  qu'il  se  pro- 
pose de  faire  successivement.  Ces  Communications  auront  pour  objet  des  ré- 
sultats auxquels  il  est  parvenu  d'une  part  dans  ses  recherches  sur  les  invariants 
envisagés  dans  toute  leur  généralité,  et  d'autre  part  dans  ses  recherches  sur  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  à  modules  singuliers. 

Nommons  équivalents  deux  systèmes 

(a,  T,  a„^>„cj    et    (a',  t,  cri»  ^o»  c^), 
dont  les  éléments  sont  liés  par  les  relations 

a'  =     0L9     •+-    a'x    -+-  a", 

6'o  =  aa.oi? -h  6.(ap' -h  a' P) -h  ac„a'fJ', 

dans  lesquelles  a,   a',  a",   p,   p',   p'  désignent  des  nombres  entiers,  tels  que 
ap'  — a'P  soit  égal  à  -hi. 
Désignons,  d'autre  part,  par 

la  fonction 

(  4ic»  )3  e^«{-.-M'.)tc.  &(g  +  Tiv„cvJSr(g-Ttv„iv,)  ^ 

[2r'(o,iv,)2r'(o,iv,)]> 
que  l'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

(t'  -T-+--  )'U',  -»-lv,)7l/ 


Mis                            si-ci>M)i-;  l'AuriK. 

■1 

i>ù  lu  prorliiir  mT  .■icmlu  nui  ulrura  île  >. 

aui  valeurs  île  i. 

otix  ailleurs  .!.■  n.                              -  --  .         ■ 

«=,.î.  1.                 pour       .=^.: 

J 

H^,.,  ..  .,  3.  ...        pour        i  =  -l, 

ut  iifi  la  qovutiliS  *  lo  psl  +  IB  pour  »  =  i  «  —  re  pour  a  =^ 
M.  KruncukcrilâiUvnLr«iiue.  ni  w,  ol  —  iv,  wntles  ileui  raei 

ncs  'le  I'i^uiIkW 

«,  +  *,«.  ^c,*-  =  n. 

ei  11  «.',,  -  «■',  <,<)nl  i«  rfPin  racines  de  léqnation 

o;-^6>'H-c>"  =  «. 

où  1»  coffflcicnls  sonl  liùi  par  les  relslion*  4a.f,  —  6j  =  i, 

";c-,-6;'=k 

A(,..,..„«..)  =  Ai,,-,.;...,.. 

-1  /  V'/Him/Pficc  riritlimniçue  tiei  el«ux  tytUmii 

'».   T,   O,.   6„Cj      rf      (»■,   T'.  ci.   i.;,fo>. 

™/-ian(  OHlIf- 

c'nt-ft-ilire  une  fonclioa  qui  ne  varie  pas  lonqu'on  y  n^mplar 

r  ]<-'^  Mmri.t<  f. 

b^,  c,  par  les  lïlérnenls  du  s 

M.  Kronccker  se  propose  ensuite  de  transformer  l'uiprcssion  aniil]rlii]iic  qsi 
délînit  la  fonction  A,  de  manière  que  sous  sa  nouvelle  forme  celte  pmpnclr 
■rare  un  invariant  soil  bien  mise  en  i^videncc. 

Fuchs.  —  Sur  les  fonctions  d'nii  nombre  arbitraire  de  variable;. 
qui  s'obtiennent  par  l'inversion  des  intégrales  d'un  nombre 
égal  de  fonctions  données.  (5o;-5i6). 

Dans  les  Mémoires  de  Giïttin;.'uc  (iSSi)  et  dans  le  Bulletin  des  ScUnea  ma- 
Ibématiques  (iSSi).  Î*I.  Kiichs  a  cherché  sous  quelles  conditions  lesdeuiéqit- 


.  I.i-  Miiiioiic  iictuel 


.^ 
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1.  Soient  /,(-s)» /,(5),  •••»/,('2)   des   fonctions   telles  que   toute   fonction 
symétrique  des  quantités  2,,  5,,  ...,  ^«  définies  par  les  équations  simultanées 


n 


soit  une  fonction  univoque  des  variables  indépendantes  m,,  w,,  ...,  m,.  Dans 
ces  équations  5,,  ô,,  ...,  6^  désignent  des  constantes  arbitrairement  choisies  cl 
toutes  les  intégrales  se  rapportant  à  la  même  variable  z.  sont  supposées  effec- 
tuées le  long  du  même  chemin  d'intégration. 

Soit  c^f  c^j  ...,c„  un  système  de  valeurs  données  de  z^j  z^,  ..m-^^  et  v,, 
V,,  •..,*'„  îc  système  de  valeurs  correspondantes  de  ii^,  m,,  ...,  u^.  Désignons 
par  D  le  déterminant 

S±/(cJ/,(cJ...A(c»)» 

et  supposons  que  les  quantités  Cp  c,,  ...,  c„  ne  soient  point  choisies  parmi  les 
valeurs  singulières  des  fonctions /^( -3 ),/,(z),  ••.,/» (-2)- 

M.  Pucbs  démontre  d'abord  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
quo  toute  fonction  symétrique  de  5,,  -s,,  . . .,  5„  soit  univoque  dans  les  environs 
de  i/j  =  v^  correspondant  aux  valeurs  -5.  =  c-,  pour  lesquelles  D  =  o  sans  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  soient  nuls,  est  que  les  intégrales,  prises  à 
partir  des  valeurs  z.  =  c,,  de  {n  —  i)  des  n  équations  différentielles 

1  =  1 
vérifient  aussi  la  /i'*™'. 

Si  D  est  différent  de  zéro,  les  quantités  -s,,  -s,,  ...,  z^  sont  elles-mêmes  fonc- 
tions univoques  des  quantités  1/,,  w,,  .-•,"„  dans  les  environs  de  i»,,  v,,  ...,  v„. 

2.  Désignons  maintenant  par  A(a,  ^,  ...,v)  le  déterminant 


et  par  A^„,  A^p  ...,  Aj^  les  coefficients  de  /j(^„), /^(-z^),  ...,/fc(^v)  dans  le 
développement  du  déterminant  A(ai,  p,  ...,v)  par  rapport  à  la  k'*"^*  ligne. 
M.   Fuchs  montre   que  si  z^,  z^y  •••>  ^v  désignent  n  variables  quelconques 

liées  par  la  relation 

A(a,  p,  ....  v)  =  o 

et  si  les  n  équations 


2;  f"^(z,)d.,=u,,  (i.î:i'-':) 


./)      ^^• 


sont  résolubles  d'une  façon  univoque,  on  a  nécessairement 

,       ^)A(a.  ? v)  <>  A(oc,  p,  ....y) 

A ^ -r  •  •  •  -r  A_,^ ;;^ rr  o. 

OÙ  m  désigne  l'un  quelconque  des  nombres  1,2,  ...,/». 
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3.  Ceci  posé,  supposons  que  les  équations 


n 


I»— i 


soient  résolubles  d'une  façon  univoque  et  que  (2/1  —  2)  quantités  z,,  z,,  ...,  z 
vérifient  chacune  l'équation 

A,/.(^)-»-----+-A,A(-)  =  0» 

oùA,,  ...,A^  sont  des   quantités  arbitrairement  clioisies.  M.   Fuclis  montre 
qu'alors  les  n  équations  différentielles 

In  —  l 

J^/ki^i)dZiy        (Ar  =  i,2,  ...,/i) 

1=1 
sont  nécessairement  vérifiées. 

Un  cas  particulier  de  ce  théorème  est  celui  que  l'on  démontre  pour  les  inté- 
grales abéliennes  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  à  l'aide  du  théorème 
d'Abcl.  [Comparez  Riemann,  Théorie  der AbeUchen  Functionen  {Journal  de 
C relie,  t.  54).] 

4.  Pour  que  les  équations 


soient  résolubles  d'une  façon  univoque,  il  faut  que  les  fonctions /j(^),  ---y  /^{z) 
ne  s'annulent  pas  simultanément  pour  une  môme  valeur  finie  de  z. 

Ce   théorème  une  fois  démontré,  on  peut  déduire  des   théorèmes  précédents 
que  l'équation 

A./.(2)-4- A,/, (5 )+...-+- A„/,(z)  =  o 

ne  peut  être  vérifiée  par  plus  de  (2/1  —  2)  systèmes  de  valeurs 

où  ^-  soit  une  quantité  finie.  On  voit  aussi  que  la  même  équation  ne  peut  être 
vérifiée  par  une  valeur  constante  finie  de  z,  c'est-à-dire  par  une  valeur  de  x, 
z  =  b,  indépendante  des  variables  z,,  z^j  . . .,  5„_,. 

5.  Soient  maintenant  5„,  -z„^,,  ...,  5,„_j  des  variables  indépendantes.  Déter- 
minons les  quantités  A,,  A,,  . . .,  A„  de  manière  que  les  systèmes  de  valeurs 

vérifient  l'équation 

pour  i  —  n,  n  -h  i ^n  —  2.  Les  systèmes  de  valeurs 
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(|iii  vérifient  la  môme  équation  pour  i  =  i,  q,  ...,  /i  —  i  sont  alors  des  fonc- 
tions de  -3„,  5„,.,,  ...,  2^„_,  et  les  quantités  ^,,  ...,  z,„_,  sont  liées  par  les 
é(|uations  difTcrentielles 

^/ki^i)  dz.  =  o,        (A-  =  i,2.  ...,/t). 

En  particulier,  si    ^„^.,,  ^^+,7  --m  ^tn  %   ^^"^  ^''^^  constantes,  les  quantités  s,, 
5,,  ..-,  -3„_,  sont  des  fonctions  de  s^  qui  vérifient  les  équations  diflTérentielIes 


^/iC^.)^^.  =  0»         (^"  =  'ï2,  ...,/i). 


Donc  l'intégrale  générale  de  ces  dernières  équations  différentielles  est  repré- 
sentée par  les  racines  de  l'équation 

A(o,  /l,  Al-Hl,    ...,  2/1  —  2)  =  0, 

dans   laquelle   i,   est   Tinconnue   et   5^+,,  5^^.,,  •••>5,„_,   sont   des   constantes 
arbitraires. 
On  déduit  d'ailleurs  du  théorème  du  numéro  précédent  que  l'équation 

A(o,  /i,  /i  -h  I,   . .    ,  2/1  —  2)  =  o 
ne  peut  être  vérifiée  par  plus  de  (n  —  i)  systèmes  de  valeurs 

fonctions  de 

Kirchhoff,  —  Sur  les  courants  électriques  dans  un  cylindre  cir- 
culaire. (5i8-524). 

Cette  Communication  se  relie  à  une  autre  Communication  du  même  auteur 
faite  en  juillet  i88o  et  relative  à  un  barreau  rectangulaire.  Cette  fois,  l'auteur 
considère  un  conducteur  cylindrique  à  bases  circulaires.  Les  électrodes  sont 
placées  aux  centres  des  bases;  les  extrémités  de  la  spirale  d'un  galvanomètre 
différentiel  sont  placées  en  deux  points  des  circonférences  de  base  :  on  peut 
ainsi  mesurer  par  l'expérience  la  résistance  p  du  conducteur;  M.  Kirchhoff,  au 
moyen  d'une  analyse  où  interviennent  les  fonctions  de  Bcssel,  l'expression  due  à 
M.  Stokes  des  racines  de  l'équation 

et  la  formule  sommatoire  de  Muclaurin,  parvient  à  la  relation  approximative 
suivante,  où  r  est  le  rayon  de  base,  /  la  hauteur  du  cylindre,  supposée  grande 
par  rapport  à  /•,  et  k  la  conductibilité  spécifique, 

_  /  —  /". 0,-69.38 
Kronecker.  —  Sur  la  théorie  des  l'onclion.s  elliptiques.  (.)25-53o). 
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Dans  son  premier  article,  M.  Krnnecker  avait  mis  la  fonction 

A((J,   T,    «',,   IV,) 

sous  la  forme 

V    / |\(ii«_i)(i»_i)^_«/^«,»)-t-»(«ie-»-irt)«i 

(I)  A((T,T,tV„iV,)=-        ''"'">. ., 


(  wi,  «  )  J 


(m,  Al  =  o,  d=i,  ±2,  ...), 

qui  met   bien   en  évidence  la    propriété  de  cette  fonction  d'être   un  invariant 
pour  tous  les  systèmes  équivalents 

(a,  T,  cv„  «',). 
Dans  cette    ormule/(m,  n)  représente  la  forme  quadratique 


La  fonction 


où  40o^o  —  ^î  =  I  et  où  la  partie  réelle  de  c^  est  positive. 


IogA(5,  T,  W„  iVj, 
que  Ton  obtient  tout  d'abord  sous  la  forme 

logA(cr,  T,  iv,,iv,  )  = lim    lim     7     -j; 


«m,  m 


OÙ  la  somme  est  étendue  à  tous  les  entiers  m  de  —  h  à  -r-  A  et  à  tous  les 
entiers  n  de  —  ^  à  -H  A*,  à  l'exception  du  système  m  =  n  =  o,  peut  être  mise 
maintenant  sous  la  forme 


(II)  logA(ff,  T,  iv„  w J  = hm 


I  ^^  pi  mi1-^-K~  Ti 


2-  p -0  —    /(m,  /i>'-r 

qui  met  en  évidence  l'invariauce  dont  nous  venons  de  parler. 

La  somme  est  étendue  à  tous  les  syslèines  entiers  m,  n,  >auf  m  =  /i  =  o. 

Dans  la  première  de  ces  deux  forniulcs,  k\\  et  s\\  5<»nt  tics  quanlitcs  complexes 
telles  que  la  partie  réelle  de  iK\i  et  celle  de  a-^i  >oient  ucgativcs:  les  quantités 
rt^,  6.,  Co  sont   délerininées   par   la    cuuditiuu   que   tv,  et  —  «',  soient  les  deux 

racines  de  lequation 

a   —  b  xv  —  c  iv*  =  t> 
et  que  l'on  ail 

\as,—  b^  -^i: 


ciiliri  -  «Joii    r-trc  iv«*l    el   \criticr    rint'galit''    o_  t  -     i.  el  si  r     .  *»/',  ivJ'  dê- 
"i-iiiriil    IfS   pallies    puiriuiMil    niiii::iuiiiiH->    Je  r.  »\   .  »\   ,    io^   •ju<»lionls    el 

—  -—  (loi\inl   tlrr  <\»iiij>ns  onlr»'   —  t    «l   i    -  t  :    \c  >\>îtm        r   -  .>.  7  =  0)  est 
Il  .. 
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prises  parmi  celles  pour  lesquelles  on  a 

«0  >  o,        c,  >  o,        /|  a^c,  —  6J  =1  ; 

les  quantités  cv,,  —  tv,  sont  les  racines  de  Téqualion 

il  n'est  plus  nécessaire  de  restreindre  t  à  l'intervalle  (o  ...  i),  mais  le  système 
(a  =  o,  T  =  o)  reste  exclu. 

En  combinant  les  deux  formules  (I)  et  (II)  que  nous  venons  d'écrire,  l'une 
pour  la  fonction  A,  l'autre  pour  la  fonction  logA,  M.  Kronecker  parvient  à  une 
relation  extrêmement  remarquable  et  sur  laquelle  il  convient  d'attirer  tout  par- 
ticulièrement l'attention.  Voici  cette  relation 

l=-e 

[  £(—  I )t''»-«K'— ') /( m,  /i )  e-n/C'»',»)] 3 

Chacune  des  sommes  est  à  étendre  à  tous  les  systèmes  d'entiers  (m,  n),  à 
l'exception  du  système  (m  =  o,  n  =  o)  dans  la  somme  du  second  membre.  Les 
quantités  p,  (t,  t,  a„,  b^y  c„  sont  des  quantités  réelles  soumises  uniquement  aux 
conditions 

p>o,      a^>Oy        c,  >o,        4a,c,  —  ^î=i, 

et /(m,  Al)  est  la  forme  quadratique 

a^m*  -h  b^mn  -h  c^n*. 

Il  convient  d'observer  que  les  séries  du  second  membre  de  l'équation  (1) 
sont  des  séries  thêta  particulières  (de  Hosenhain)  de  deux  variables.  On  peut 
d'ailleurs,  comme  le  fait  observer  M.  Kronecker,  envisager  l'équation  (I) 
comme  une  formule  de  réduction  de  ces  fonctions  tbéta  particulières  de  deux 
variables  à  des  fonctions  thêta  d'une  seule  variable. 

Si,  A  désignant  une  quantité  réelle  positive,  on  pose  dans  la  formule  (II) 

a  =  a^)/ly        b  =  b^\/^,        c  =  c^\/^, 

on   obtient   une  formule  communiquée  sans  démonstration  par  M.   Kronecker 
dans  les  Afonatsberichte.  {Comparez  i863,  p.  46,  et  i88o,  p.  i6i.) 

Lipschitz,  —  Recherches  sur  la  déterminatian  des  surfaces  pour 
lesquelles  on  donne  l'expression  de  l'élément  linéaire.  (54ï- 
56o). 

Dans  ce  Mémoire  M.  Lipschitz  établit  d'abord  les  Iro'xs  formules  fondamen- 
tales du  Mémoire  de  Bour  :  Théorie  de  la  déformation  des  surfaces  en  sui- 
vant la  marche  indiquée  dans  l'Analyse  de  ses  deux  Mémoires  précédents. 

En  supposant  les  coordonnées  x^  y  y  z  d'un  point  quelconque  d'une  surface 
non  dévcloppable  exprimées  en  fonction  de  deux  variables  indépendanles  y?,  7, 
il  obtient  aussi   des  expressions  des  différentiel  les  dx,  dy^  dz  en  fonction  de 


f ,  s  el  «  ont  mime  »isniacation  que  dans  les  Mèmnirea  prieMmli:  <^  eil  l'MCh 
tornii.^  par  In  diKCtiona  dr  U  ser.tlon  {irinnipalc  cnrrcï|ioai]ant  i  f,  tt  de  l'éU- 
niral  ^dp  cl«  la  lîfne  1/  ^  conM.  cniiniiljri  k  p*rlir  dn  point  {/>,  q  ).  On  iIMdii 
faril«niciit  clo  ce«  riprcMinns  des  dîiri^rantietks  fix,  dy,  ds  1rs  nrnt  rrlaliim» 
lie  M.  I)eltr«rni  (Jïw  Tlieorie  rlet  Krùmmiingimaaae*  {Malk.  Aitu.,L\, 
P-^tS)]. 

t)Rii«  tes  roraïutes  pT^CL'ilunl 
H,,  T  di'Oniei  par  les  rel«lion>i 


un  est  amenj  1  inlrodui 

e  trni)  quanliléa 

sin-^j,    ^    co^-^_ 

P.              f. 

(?;- s)  ""♦"■*■ 

courbure  de  la  surface,  e 

ar  i>n  a 

M.  LîpschilB  démunlre  que  loulei  les  surfaces  correspond!) 01  a  un  vsneme 
Ai\eTmvaé  de  ronction*  H,  II,,  T  peuveat  tAtt  déduites  d'une  seule  d'entre  tllrt 
par  lue  Hite  de  Iranslstion*,  de  rouillons  el  d'imiEM  prises  par  nppon  à  M 
miroir  pUn. 

M.   I.ip^rhitx  f;iit  ensuite  remnrquer  que.  pour  fnrnier  iIfus  Tuac 


im  a'a  besoin  que  d'iutégrer  des  dilTérent 

cites  totales.  II  Tonne  ces  deni  fcae- 

imos  a:  et  ^  de  ^  Cl  ï  â  l'aide  d'une  qu 

anlité  réelle    [i    qui    paraît    IoKhIm'"! 

iltcumpose  de  la  manière  la  plus  ptuéralc 

les  dcuï  membres  dc  l'équation  pfè 

c«rlt:ate  di'  +  dy  el  E  djf  -h  3  h'  dp  dg  -h  G  liq-  en  leurs  facteurs  liai»in*. 

Dana  un  dernier  paragrupbe,  M.  Lipscli 

tz  démontre  que,  si  l'un  fait  iHms- 

pondre  les  clémenls    d'une   sphOre   de    ra 

jon  ■  i   ceui   d'une   anUc  sphère  <)( 

rayon  é,  dc  manière  qu'à  tout  élément  in 

Gnimcnt  petit  de  la  première  correj- 

ponde   un    élément   infiniment    petit   éga 

de   la  setonde,   on   peut  amener  b 

seconde  spLére  i  corncidcr  avec  la  premi 

re  par  une  combinaiioa  d'une  t™» 

lation  d'une  rotation  et  d'une    image  pris 

c  par  rapport   à   uo   miroir  plan- H 

obtient  aussi  un  tbéoréme  analogue  pou 

dcus  espaces  dont  les  élémeitlsiM- 

rcspondent  de  manière  qn'4   tout  élément 

un  élément  iuGninient  petit,  égal  ou  syn 

élriqne  de  l'outre.  U  dèmonslratîM 

analytique  e>l  la  même,   quel   que  soit  le 

nombre  dc  dimeoMoos.  M,  l.ipKliiU 

HiaiL  d'ailleurs  déjÂ  fait  observer  plus  faa 

t  le  théorème  analogue  pour  le  plM- 

M.  Lipsebitz  e'^Linie  que  ce»  Lbéorèmes 

sont  l'cipressioD  dc  earaclères  lond»- 

meoliuii  lie  nolrr  r„nrfp(ion  du  plan  dc 

a  spbcrc  et  de  l'espaee. 

J 
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En  les  exprimant  analytiquement,  on  voit  bien  qu'il  est  nécessaire  de  les 
démontrer. 

Si  l'on  cherche  à  faire  abstraction  de  ces  propriétés  dans  notre  conception 
du  plan,  de  la  sphère  et  de  l'espace,  on  rencontre  une  suite  de  difficultés  qui 
mettent  bien  en  évidence  le  caractère  fondamental  du  théorème  démontre. 

J.  M. 


PROCEEDINGS  OF  THE  ROYAL  SOCIETY  OF  LONDON. 

Tome  XXIV;  1875-1876  (»). 

Adams  (fV.-G.)>  —  Sur  les  formes  des  lignes  et  des  surfaces 
équipolentielles  et  des  lignes  de  flux.  (i-S?.). 

Hauphton  (Samuel),  —  Sur  quelques  principes  élémentaires  de 
mécanique  animale.  (4'>.-46). 

Glaisher  (J.-JV.-L,).  —  Sur  les  formules  de  vérification  dans  la 
partition  des  nombres.  (aSo-aSp). 

On  doit  à  M.  Sylvester  l'élégante  formule 

X  (  I  —  j?  -h  xy  —  xj'z  4- . . .  )  =  o, 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs, 
quelques-uns  pouvant  être  nuls,  de  l'équation  x -h  2y  -h^z  -h.  .,=  n. 
M.  Glaisher  indique  quatorze  formules  plus  ou  moins  compliquées,  analogues 
à  celle  de  M.  Sylvester,  qu'il  déduit  d'identités  algébri(|ues  dues  à  Euler  et  à 
Jacohi.  Voici  une  de  ces  formules  : 

1  (  I -f- j; -H  X^ -H  XJ'i  -i- . . .  )  —  V  2^ 

où  r  désigne  le  nombre  des  éléments  distincts  contenus  dans  chaque  partition. 
L'auteur  donne  en  terminant  une  curieuse  démonstration,  basée  sur  la  numé- 
ration binaire,  de  ce  théorème  d'Euler  :  le  nombre  des  partitions  d'un  nombre 
en  nombres  impairs  est  égal  au  nombre  des  partitions  sans  répétition  de  ce 
nombre  en  nombres  entiers  quelconques. 

Thomson  (James).  —  Sur  une  machine  à  intégrer  basée  sur  un 
nouveau  principe  cinématique.  (269.-9.66), 

Thomson  (Sir  M\),  —  Sur  un  instrument  pour  calculer  l'inté- 
grale/cp(jc) ']/(.r)  rfx.  (266-5168). 

(')  Voir  /iul/clin,  I^,  p.  101. 

//////.  r/t's  Scirnrrs  nuithem.,  1'  sérii».  t.  \I.  (Novembre  1887.)        R.19 


SECONDK  l'AUTlK. 
I  iSir  tt'.).  —  lnlt''{;ralion  ni(*cani<]u<ï  d«»  fiejuùliaas d^ 
ft^rcntivllcs  linéaires  à  coiifiicienla  variables.  (aCg-ayi). 

Thomson  {Sir  W.).  —  Intégration  mérjnïcjuc  de  IVquatîon  dif- 
férentielle linéaire  génf^ralt!  d'ordi-e  c|u(!tcon<|u«  à  coefficient» 
varialtles.  (aji-ajS). 

Tan*  t»  irticlM  pnScfdrniK  r^nlicnncnt  U  ttescrifttïon  d'nn  tutigrUeat  lut- 
eaniiiue  el  un  «perçu  An  ilift^rents  iiugct  auxquels  il  se  prfUr. 

Nanson  (E.-J.).  —  Sur  In  lliénrie  de  l'inli^grnlion  d'un  sïïicmr 
dVcgnations  siinultan<<cs  ans  dérivée»  partielles  non  linéaire*,  f 
du  premier  «irdre.  (3Î--;144)- 

Ëunt  donné  un  tjrsiïme  àt  n  équuUon»  t  n-t-r  «■rîables,  une  iotégnlt 
p'impitte  dvvra  cunlraîr  r  cunnunio  urtiitraircD.  L'auli^ur  «'est  proposa  it 
reconnnlirc  duns  qat\t  cas  il  rxMe  iine  parvllU  inléxnle:  il  éttui 
lu,  TD^tliod»  donner*  pir  llitolt  |)»Dr  Im  <;r|u>ti(>n<>  lioeairm. 


Allan  Cunninghnm. 
Clairaut.  (43-4<3)- 
L'(ut#ur  propose  d'uppfl 


Toiiifl  XXV;  18711-1877. 
—   Sur  II*  fimclions    1 


rcjy 


Une  fancli.in  de  ClairvuL  (I 
qui  en  seront  respeclitemc 

'éaentcra  la  classe. 

)  el  difTérenlielEc*  1 


c  deni  nombres  entiers  potitih  ad 
e  rang,  et  d'une  quanlild  qocIwilM 
:rme  un  certaÎD  nombre  de  reialioM 


algêbrii 

Brodie.(IÎ.-C.).  —  Le  calcul  des  npt-rations  chimiques.  (83-85). 

Ilaiighton  (Samuel).  —  Sur  quelques  principes  clémenlaircs  dt 
mécanique  animale.  (i-'ii-i^G). 

fiiissell  (tV.-IJ.-L.).  —  Sur  qni'lqiip^  inLigralei.  (r;t),  M^-So^}- 

Tulilodu  d'iali^^alci»  diïlinirs;  j<.-  rllrniî  I.1  «livanle.  pour  donner  iinp  hier  ilr 


C' 
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Casey  {John).  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  Tëquallon  langen- 
lielle.  (564-565). 

Cavley  (A.),  —  Sur  les  quartiques  bicirculaires.  (565-566). 

Extraits  fie  Môinoircs  étendus  publiés  dans  le  t.  CLXVll  des  Philosophical 
Transactions,  et  qui  ont  été  analysés  dans  le  Bulletin,  i"  série,  t.  VU,  p.  io(i 
de  la  H'  Partie. 

Tome  XXVI;  1877- 1878. 

Ilaughlon  (Samuel),  —  Noies  de  géologie  jihysique.  (5i-63, 
534-546). 

Calcul  du  déplacement  de  Taxe  terrestre  dû  aux  élévations  et  aux  dépres- 
sions de  la  croûte  terrestre;  application  au  calcul  <le  la  durée  de  certaines 
périodes  géologi(|ues. 

S pottiswoode  {William),  —  Sur  les  courbes  et  surfaces  hyper- 
jacobiennes.  (226-S427). 

Voir  Bulletin,  VII,,  IP  Partie,  p.  106. 

JVii^en  (/^.).  —  Sur  le  calcul  de  la  trajectoire  d'un  projectile. 

(268-287). 

Jiussell  {JV.-/f.-L,),  —   Sur  certaines  intégrales  définies.  (359~ 

363). 

Tome  XXVII;  1878-1879. 

Syivester  {J,-J,).  —  Sur  les  limites  de  Tordre  et  du  degré  des 
invariants  fondamentaux  des  formes  binaires.  (11-12). 

Enoncés  d'un  certain  nombre  de  tliéotémcs  relatifs  à  ces  limites. 

A  dams  (/.-C).  —  Sur  l'expression  du  produit  de  deux  poly- 
nômes de  Legendre  au  moyen  d'une  série  de  pareils  polynômes. 
(63-7.). 

Si  Ton  pose 
on  a,  pour  l'expression  du  produit  P„,P„(/>i  ^^)' 


/•  ~  nt 


p    p    __  Y^  A(w  — /•)  A(r)  \(n  —  r)   / a /t  -f-  3 m  —  /| /•  -t-i \  p 


r  —  it 
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ou 

t  .?t.'t. .  J  2m  —  I . 

\f  m  f  —  •         .%  o   =  2 . 

i  .2. .  .m 

On  peut  M?  *er*ir  de  r-eUe  formule  pour  calculer  la  vkienr   d-  rnii£:çrM»? 

définie 

1 


r: 


A  dams  (J.-C).  —  Note  sur  la  valeur  de  la  coo§>taiii«^  dTjàrr. 
ainsi  que  sur  les  logarithmes  népériens  de  a.  3.  5.  7.  iv«  «  k 
module  des  logarithmes  vulgaires,  avec  260  déciiiKafe<>. 

Drioschi  (F.).  —  Sur  une  équation  différentielle  du  tiv^isÂêfli^ 
ordre.  (  \  7.6-1 'jaj). 

Extrait  d'un  Mémoire  étendu  publié  dans  le  Volume  IX  des  Amataîi  dî  M*- 
tematica,  (Voir  Bulletirif  VI,,  p.  58,  II*  Partie.) 

fiussell  (  rr.-//.-/>.).    —   Sur  quelques  intégrales  détinîes.     i^o 

i3'>î). 

Carley  (A.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  la  tra  n  s  format  ion  d^ 
fonctions  elliptiques.  (1 77-179)- 

Calcul  de  l'équalion  modulaire  et  des  coeffirients  de  la  transforma Lic*b  fi<mr 
la  transformation  du  sr-piii'mc  ordre. 

CliJ/'orr/  ( Tf^.-A.).  — La  classification  des  lieux.  (Syo-o-i  . 

Todliunter  (/.).  —  Noie   sur  les  polynômes  de  Legendre.  ♦  >8i- 

383). 

Dans  nnc  Noie  [)rcrrf|r'ntc  {voir  pins  haut),  M.  Adams  a  dcduil  de  la  f<>r- 
fnul<*  (|ui  donne  lo  prodnil  de  ditxw  polynômes  de  Lejiendre  la  valeur  de  liott*- 
^ral(r  définir 

1 

on  'j-sf/i-t-n-i-p.  Inversement,  si  l'on  suppose  connue  la  valeur  «le  ct^''^ 
in  te'*;:  raie,  on  en  drdnit  imm«':(Iialcm«-nl  le  drvcloppemenl  du  pn^luil  de  tlt'Ui 
polynnnws.  M.  'l'odiiunlcr  indicpie  rians  eell(;  Note  la  marrlic  à  mumv  f"^"'" 
«ahuler  diierimw-nl  rctte  inté;;rale, 

(fisc)'   i.lalm).      -    Sut*   les   ('Mjiialioii*^   des   (:iiconf<'*i'ciic<'s.   ^.\\^j' 


BS  l'UBLICATlONS.  j 

!éinnir«  sur  les  formes.  (.^:>3-4â3). 


I|ri  *ur  lii   rnrme  binaire  d 
IjPMiftopItIcal  Trantactioiu. 


XïVdl;  1878-1879. 


UDC  Qiacliîne  pour  résoudre  les  équi 
i$a.  (1 1  i-t  i3). 


.la  procession  d'un  sphéroïde  visqueux, 
lerreslre.  (184-19'i). 

iniG§  rclalifs  aux  marées  d'un  splié- 


XXIX;  1879. 

lioe  intégrale  définie  qui  se  rencontre 
larmonique  cl  sur  le  développement 
de  l'ellipsoïde  et  de  l'ellipse.  (2-6). 
fjl  U  II-  Partie, 
ipagatinn  de  la  chaleur  dans  un  ellip- 

.0.). 

"'(irle  mouvenienl  de  deux  sphères  dans  un 
■  tundiiï  pul]|i>'«  dans  le  Volume  CLWl  du  PkUoso- 


j  j  -    DùlcrminaLion  graphique   des  effets  sécu- 

*!**'''  iii  tlû  aux  marées.  (i68-i«i). 

'"*T»»  /    I.   —    Ënumérations   séparées   des  nombres 

51  r^^  '  i'""  \n  +  i  et  de  la  forme  .\n  +  3.  (192-197). 

iii  jtiiqu'j  dix  millions. 

f'L.),  —  Sur  quelques  intégrales  définies  coote- 
^Itiiiu  elliptiques.  (33i-35i). 

\t%  intégrales  déliniFt  au  moyen  de  procédés  analogue* 


I 


•  iS.     V    . 


»»-i#fai.   —  ^^    ^i    J^   1  xiL*^emit^  i^nimetrrii 


W:-f»Mir**     -4r     —      ««ttUvO^   •♦.    «laiple:^    '^t 


iUU        ■»- 


«^         1  ^..AX'.ii:..     '  irmuii    uLuur  i  me  aûineCe.  oaus 


iC-t^,  • 


iacMime»    aUssyn^iss  déliiu 


'•^ 


- r.ynfi.   j  1  j-5 1  g  I. 


UEVUE   DES  PUBLICATIONS.  7.55 

attirée  par  divers  satclliles  et  sur  révolution  du  système  solaire. 

(322-325). 

Pour  les  deux  Mémoires  précédents,  voir  Bulletin,  IX^,  p.  77. 

Ihissell  {IL-W,'L.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (33o- 
336). 

EUis  {Alexander),  —  Sur  Temploi  de  la  méthode  du  bimodule 
pour  le  calcul  des  logarithmes  et  antilogarithmes  à  douze  et 
seize  décimales,  avec  quelques  tables.  (38i-4'3). 

Hicks.  —  Sur  les  fonctions  toroïdales.  (5o4-5o5). 

Voir  Bulletin^  IX,,  p.  78. 

Tome  XXXII;  1881. 

Ellis  (Alexander).  —  Addition  an  sommaire  chronologique  des 
différentes  méthodes  pour  le  calcul  des  logarithmes.  (377-3^9). 

Glaisher.  —  Sur  Téquation  de  Riccati  et  ses  transformations; 
sur  certaines  intégrales  définies  qui  vérifient  cette  équation. 

(444-44«)- 

Voir  Bulletin f  IX„  p.  79. 

Mannlieim  {A,),  —  Sur  la  surface  de  l'onde,  et  théorèmes  rela- 
tifs aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre.  (447" 

45o). 

«  Si  à  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  des  cônes  dont  une  section  princi- 
pale est  un  angle  droit,  les  sommets  de  ces  cônes  sont  sur  une  surface  de 
Tonde.  » 

De  ce  théorème,  Tauteur  déduit  un  certain  nombre  de  conséquences  intéres- 
santes relatives  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre.  Je  citerafi 
les  suivantes  : 

«  La  surface  de  Tonde  est  coupée  par  un  ellipsoïde  (E)  homofocal  à  celui 
qui  entre  dans  la  défmition  précédente  suivant  une  ligne  de  courbure  de  cet 
ellipsoïde  (E). 

»  Les  hypcrboloïdcs  homofocaux  à  Tellipsoïdc,  qui  entre  dans  la  définition 
de  la  surface  de  Tonde,  coupent  celle  surface  suivant  une  ligne  sphérique  et 
une  de  leurs  lignes  de  courbure.  » 

liussell.  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (45o-454)- 


Meriijicld.  —  Sunimalioa  des  sérîci  formécH  ^jar  les  inverse»  iIm 
iiornlirt^s  pi-emlers  et  àf.  leur»  puisannces.  (4-io). 

Fonyth.  —  Mémoires  sur  les  funclions  O,  rn  parliculicr  sur  tet 
foiictioRS  H  de  deux  variable*.  {ao(i-(io). 
Voir  BullHi»,  I\,.  |i.  .liV 
liusse/l.  —  Sur  quelques  llnJurèmes  de  Géométrie.  ('^it-Ai5). 

I>tiiioii>.tniliuii  lie  ijiiEt<]uea  thénr^ni»  dunnit  par  S^liuun  duu»  les  .Veclun 
miiiqiit  et  Irs  Coui-brt  plaati.  Krciicrclic  du  lieu  du  «uniincl  d'un  aii^k-  dioil 
dijut  \et  cblit  HMiL  tmi^iits  A  une  euliii[iie. 

Malet.  —  Sur  une  classe  d'invurinnts.  ('ii5). 

\mi  Bulleliii.  I\„  |j.  .lil. 

llii.tsirll.  —  Sur  [lucliiiies  î 


ralos  d^-finies.  (a58-a(»-^). 
siirfuces   iiomofocitlt^s    du 


Munnheim   {A.).   —   Sur  le 
ordre,  (.'îaa-33f'l. 

Construalion  giltiiiiL'lriqui.'  dvi  riiynna  dr  cuurliure  ptiiici{iau\  d»  Irait  sa'- 
Unn  du  iMoud  d«gn!,  honuirocilcs  é  ud  cUipioIde  donné,  qui  p»sent  )>«r  aa 
m6m«  point  de  t'etpace.  Cette  rciiistrurtioii  rrpow  sur  un  tb^nril'iiic  d'jli  éuotrt 

Spntlisn-oodf.   —   Note    sur  la    Commii  ni  cation    de    M.    Russeil 
«  Sur  i|iie(qtics  intégrales  délinies  u.  (34i-343). 

Ilaiis  une  !Nole  jintérieurc.  M.  Russeil  a  obtenu  la  condition  pour  qu'on  pu- 
ijnrjine  du  ijiialriOmc  degré  puisse  être  envisagé  eoromc  un  poijnijnie  ilii 
serond  de|irê  par  rapport  à  un  trinùme  p  j"  +  jia; -t-v.  M.  Spottiswoode  re- 
trouve cette  condition  et  montre  comniciit  un  peut  généraliser  le  problètar. 

Mannkeim  {A.).  —  Sur  les  centres  de  conrbiire  [trîncipaiix  des 
surfaces  iioniiifocalcs  du  second  ordre.  (4ai-4'^j). 

\iiuvoaui  llii'orèines  de  Ci'ométric  sur  les  six  centres  de  courbure  principam 
des   trois  snWacca  liomofocsles  du   second  ordre  qui   passent  par  un  n>éDK 

GUiislier  {lirnesl).   —   Formules  pour  sn8«,  cnS»,  doSe  f" 

fonniondcsn».  (iSn-i8<,). 


A 
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TiiE  QUARTERLY  JOURNAL  or  pure  and  applied  Mathematics  (»). 

Tome  XXI;  i885. 

Lachlan  {Robert),  —  Sur  les  propriétés  d'un  triangle  formé  par 
des  arcs  de  cercle  dans  un  même  plan.  (i-jg). 

Cet  article  a  pour  but  de  développer  les  analogies  d'un  triangle  formé  par 
des  arcs  de  cercle  avec  le  triangle  ordinaire.  Les  propriétés  relatives  aux 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  ordinaire,  au  cercle  des  neuf 
points  et  au  cercle  circonscrit,  sont  étendues  à  ces  triangles  d'arcs  de  cercle. 
L'auteur  montre,  en  terminant,  comment  on  pourrait  déduire  ces  théorèmes 
de  la  considération  de  triangles  sphériques. 

Glaisher  (J,~fV.-L.).  —  Sur  les  coefficients  des  développements 

Il  O  Ci 

de  -jT-  et  -^-  suivant  les  puissances  de  q,  (60-76). 

Suite  des  formules  données  dans  le  Volume  précédent. 

Cayley,  —  Une  vérification  relative  à  la  transformation  linéaire 
des  fonctions  0.  (77-84). 

Jenkins.  —  Sur  quelques  démonstrations  géométriques  des  théo- 
rèmes relatifs  à  l'inscription  d'un  triangle  de  forme  constante 
dans  un  triangle  donné.  (84-89). 

Dallas  {John),  —  Note  sur  la  projection  appliquée  aux  problèmes 
et  à  la  géométrie  dans  l'espace.  (89-91). 

Cayley,  —  Sur  la  théorie  des  semi-invariants.  (92-107). 

Dans  un  Mémoire  antérieur  {Journal  de  Crelle,  t.  30),  l'auteur  a  étudié  les 
relations  linéaires  qui  existent  entre  les  invariants  du  quatrième  ordre  d'une 
forme  binaire  donnée;  les  mêmes  formules  s'appliquent  aux  covariants  cubiques 
d'une  forme  binaire  donnée  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  semi-invariants 
cubiques  d'un  poids  donné.  Considérant  les  formules  à  ce  dernier  point  de 
vue,  l'illustre  géomètre  s'est  proposé,  dans  ce  nouveau  travail,  de  développer 
la  théorie  relativement  aux  solutions  de  ce  système  d'équations  linéaires. 

Chree  (C),  —  Deux  ou  plusieurs  milieux  solides  élastiques 
distincts  en  contact,  séparés  par  des  plans  parallèles,  exposés  à 


(')  Voir  Bulletin,  t.  \^.  p.  l'i;. 


^liC0^1>K  l'AiniK. 
des  CorctiN  piiremcnl  siipirrlicicllus,  en  |iiirlicoliiM'  à  iW  foiCO 
normales.  Solution  complàlc  tlaos  le  cas  il'tin  solide  dont  l'cbv 
licîlii  varif?  d'une  iiiatiiùre  coiitiiitie  avec  la  {troroadear.  iniû 
d'une  rigidilc  (.'on&Uinl^.  (ra7-iai)). 

Jefferj-  (Henry).  —   Sur  les  fovrrs  de*  courlie*  sphcriqae^  ilu 
<|UHtri^me  ordre.  (i3o-i4i)- 

Cayley.  —  Sur  la  trnnsrnnnatioii  des  fonctions  6  de  deui  i>- 
riabIcK.  (143-178). 

llnmanipRicnt  du  Kk^muirc  àt  M.  IlerDiitc  :  Sur  la  tÀéorù  rf*  ta  trwijW. 
mallon  dm  /onetioiu  abelleanet   [  Compu»  rendttt,    u   XL)  •■«(  ipni|»i 

rhiUiRrnirnlJi  de  noLatinn  et  iiuplqiir.t  aildiliona. 


/touth  (E.-J.).  - 

Coûtes  {C.-l'.). 
19a)- 

Chrcc  (C). 
t'otces  non 


s  Noie  d'ijpLÎqiio  ;;<^umctnc]ue.  (i^g-iSJ). 
s  Inncliiins  de  ÎV'ssel  du  second  ordrctiS^ 


-  Sphère  solide  d'élasticité  variable  soumise  i  4» 
aies  à  la  surface.  {ii)3-ao8). 


Asutoh  Mukoliopadhyay . 
(aia-217). 

L'inliïgralc  |;i!niïrjtv  de  l'cquat 


Note  sur  les  fondions  dlii 


[>M|^J 


v(u'-).-),c' 


U'Ulùim  U'uohey  Johnson,  —  Sur  une  représen talion  g««f- 
lrii|in'  des  iihcruanls  du  truisièuie  ordre  et  des  quolienl<  oI>l«i<'^ 

n.  les  divisant  par  Al,..  I,  a).  (  a  1 -sa.!)- 
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L'allernanl  du  Iroisicmc  ordre  A(/>,  </,  /•)  est  le  déterminant 


al*  al  a'' 
ùP  bi  b' 
cf    cl     C 


/?,  <7,  /•  désignant  iroiâ  nombres  entiers  positifs.  Tous  ces  alternants  sont  divi- 
sibles par  A(o,  I,  2)  et  le  quotient  -      ^^^  '     peut  se  mettre  sous  la  forme 

A( G,  I,  /') 

fi—t       q—3  ij  -1       p— j' 

OÙ  les  H  sont  des  fonctions  symétriques  de  a,  ^,  c.  L'auteur  développe  un  pro- 
cédé pour  calculer  rapidement  ces  fonctions,  procédé  qui  repose  sur  une  cer- 
taine représentation  géométrique  des  alternants. 

liaison  (ff.-lV.).  —  Sur  un  théorème  de  Calcul  intégral.  (225- 

Discussion  de  la  formule 


I  I  I  V^  -  dx dy  dz  =—  \t,. 


Gallop  [E.-G,).  —  Distribution  de   l'électricité  sur  un  disque 
circulaire  et  sur  une  calotte  sphérique.  (229-256). 

Cayley,  —  Sur  les  invariants  d'une  équation  difTérentielle  linéaire. 

(207-261). 

Une  équation  linéaire  du  second  ordre  ne  possède  pas  d'invariant,  mais  seu- 
lement deux  semi-invariants  relatifs  au  changement  de  variable  j7  =  ç(^)  et 
au  changement  d'inconnue  y  =  Y/(j7).  Une  équation  du  troisième  ordre  pos- 
sède un  invariant  relatif  aux  deux  transformations.  M.  Cayley,  après  avoir 
vérifié  directement  ce  résultat,  montre  comment  on  peut  identifier  cet  invariant 
avec  l'invariant  diiïérentiel  des  coniques. 

Forsyth   (A,-Ii.).    —   Quelques  séries    convergentes    à    double 
entrée.  (261-280). 

Les  séries  dont  il  s'agit  sont  les  séries 

-f-  «         -+-« 

S  =  V     y        ' 

rr,=—t»     n  =  —  ae 

s.»     - 


1  1 


'\* 


(  //t  w  -f-  n  ci>'  ) 

m  =  —  to      /l  =:  —  «0 


(combinaison   m  ~  n  ---  o  ctanl  exceptée),  qui  jouent  un  rôle  si  important 


Aiin  U  iMotif-  Ae*  fonctions  ellipliquRi  ilo  VVi.-ierstra;9  el  les  tiria  «.luli^nn 
&,_.  Au  moyen  des  dquiiliont  oux  iMriv*e»  parlielW  que  vérifie  U  fonctiuii  *. 
M.  Forijlh  établit  aisément  une  formule  de  récurrence  permettant  lU  filculir 
ces  lommi»  de  proehc  en  proche;  re  qui  lui  permet  uusti  de  dcmouLrer  le 
tb^nr^me  suiTanc,  qui  eit  fondamental  : 


des  fonnion-s  en 
X  <'t  y  des 


iérej  des  deux  premivr 


ob  A     est  un  ruenicient  iiuuiiïric|i 
liant  lu  reidtiun  a(c  -i-  Sj*  c^  m.  " 

liouth  (B.-J.).  —  Quelt]ues  thiforèmes  de  Calcul  intégral  el  leur 
rrpréscnlatioii  par  la  mélhode   des  points  équivalents.  (381- 

.8,). 

L'iiulciir  riiviSHgr  dpi  ïnlïgruli's  dtlinii:»  <ic  Id  forme 


/=-d., 


da  désignant  l'élémenl  d'aire  d'un  1 
di:  volume  d'un  tétraèdre  on  dii  » 
ImsE  cummunc.  Cea  intégrales  j'ei pi 
ou  du  voluine  et  de»  conrdonnées  d 


igic  ou  d'nn  quadrilatère,  ou  l'èldneil 
e  formé  par  deui  tétraèdres  ajaot  bm 
:nl  siuiplDOieat  au  niovcn  de  l'jirc  loUlt 
certain  nombre  de  points.  Par  ua  chm- 


U<;mcDt  de  courdonnècs. 


D  déduit  l'expression  des  ii 


^(x,y,a)  dcsignanl  une  fonction  cntiérp.  Ces  formules  conduisent  M,  Routh 
â  un  firand  nombre  de  résultats  intéressants,  qui  peuvent  s'énoncer  simplcairnt 
par  l'emploi  des  points  équivalents. 

Cliree  (C).  —  Vibrations  longitiidiiiales  d'un  barreau  circulaire- 

{387-M,8). 


Miiir  [Thomas).  —  Liste 
terminants.  (9,i)y-32o). 


cntaire  de  travaux  sur  les  dé- 
c  Volume  Wni,  p.  iio-i')9  du  Çwor- 


Cayley.  —  Sur  les  équations  difFérenLlelles  linéaires.  (32r-33i). 

Caylcy.   —  Sur  la   décomposition  des  équations  diffère  miellés 
linéaires.  (3.'îi-335). 


:ÉÊêÂ 
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Ces  deux  articles  forment  un  résume  des  principaux  résultats  dus  à  MM.  Furhs, 
Thomé,  Floquet,  etc.,  sur  cette  théorie. 

Basset,  —  Sur  le  mouvement,  dans  un  liquide  indéfini,  d'un  cy- 
lindre dont  la  section  droite  est  l'inverse  d'une  ellipse  par  rap- 
port à  son  centre.  (336-339). 

L'auteur  a  déjà  traité  le  même  problème  dans  le  Volume  précédent.  Il  arrive 
aux  mêmes  formules  par  une  méthode  plus  courte  et  plus  directe. 

Larmor  (Alexander).  —  Sur  la  théorie  géométrique  de  la  per- 
spective. (339-366). 

MaC'Mahon  {P. -A,),  —  Quelques  partitions  spéciales  des 
nombres.  (367-373). 

Russell  {Robert),   —  Sur  un    théorème   d'Algèbre  supérieure. 

(373-375). 

Démonstration  de  ce  théorème  donné  par  Salmon  dans  son  Ouvrage  : 

«  Si  M  et  (^  sont  deux  formes  binaires  de  même  degré  et  si  Ton  considère  le 
discriminant  de  t/-hÂv  comme  une  fonction  de  k,  son  discriminant  est  RS'T*, 
où  R  est  l'éliminant  de  m  et  de  v»,  S  =  o  la  condition  pour  que  u-h\v  puisse 
contenir  un  facteur  triple,  T  =  o  la  condition  pour  que  u-^\v  puisse  contenir 
deux  facteurs  doubles.  » 

Forsyth  (A.-It.),  —  Note  sur  une  projection  quasi-stéréogra- 
phique  due  à  Gauss.  (3-6-384). 

Gauss  a  montré  comment  on  pouvait  appliquer  conformément  un  sphéroïde 
sur  un  plan,  de  façon  qu'aux  méridiens  et  aux  parallèles  correspondent  des 
cercles  concentriques  et  des  rayons.  M.  F'orsyth  étudie  dans  celte  Note  la  dé- 
formation subie  par  la  surface  dans  ce  mode  de  représentalion. 


MATIlEMATISCHIi  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klbin  et  A.  Mayrr.  Leipzij^, 

i883(»). 

Toino  XXV. 

I/ess  (  ly,),  —  Sur  la  flexion  cl  la  torsion  d'un  barreau  infiniment 
mince  avant  deux  résistances  égales,  lorsque  agissent  à  Textré- 
milé  libre  une  force  et  un  couple  de  rotation  autour  de  Taxe 
principal  d'inégale  résistance.  (i-38). 

(')  Noir  nulle  fin,  \l,,  p.  '». 


Lc«nMMitUiM>iln]uililiiTcriinlKimii 

I    KitrlihuJ.  U  mfmir  tiirmr  i)ar  Im  inaalioas  qui  i)^n»is«nt  le  mmiirnirnl  •fn 

*  MMoBt  J'aa  iHiint  Gic.  Si  un  couple  ai;it  *at  Veitrimîif  l>L>n-.  In  ms- 

w  dninisnii  In  m^r*  ipit  ilao^  la  rotatioD   du  n>rp*    auUniT  de  nia 

ilB.  L'aalcor  a  ciuiiio^  rc  casloiil  aa  lung  iliinB  Ir  Wlll' Vulunr 

>.  Si  ra  outre  anc  forer  allit.  au  aauTtaa  protilrmr  rnm^pand  la 

B  poiBl  &\e  ûlat  mr  run  iIm  Imi»  a«t» 

it  par  le  a»ut  ér.  fniiu.  Ce  .tmirr  |>rvbl«ai«  o'a  M  coni- 

[  ifcmMaM  tmM  JMf«1a  ^w  pamr  k  i;ir<MCBpc.  e'nti-A^irr  dans  Ip  cas  oO  ls> 

MdCBt  aiUToaia  pnMîfMax  «vol  é«aiix.  Cumvc 

e  i|ue  |p  b«cma  prft-tvit:  mire  la  iMfonn»- 

le  alafdificaUoB,  qof  l'atc  du  u>u)>lt 

d*  ta  CoMB  rt  lie  la  torsion  aui  ilif- 
lcB*atfaocssaaclic3i]ui  rr|iuactcal 


r  l-ui 


rrla 


far  tmoK  S»*a>tr,  il  «ulitil  Icï  6|aaUuna  de  la  lipr 

iWlii|T  W»  r«*«lut*  oMna*  à  <prf<|uTs  ta»  patlifalhvt. 

Iica  de  diMitmrr  u  lo  dcn\  r»i«Uncet  rsjim  f 

h"*™  M  r«»r  iTelIts  rsl  la  rûtimn» 

•  ■»  f»«»  *t*  f*»  "^  O'tHiil^rallaB   jau|<l'>i'i  fl 

Ukfn  Li  lijB*  fi^lraU-  ■'eit  pat,  en  tf«fn\. 

fm  <■(  r»at>  d'ioanwa.  L'cumm  ai-itiln  ilii  pn- 


lulrlt 


ir«»tJ-v  —  sv  k>  H?p»<* 


Is  à  uD  lieu  du  second 


T'iprutKt  pi-iijrcava.  t.  I.  p.  ■ 


,  roacetct  a  (lonn(  m 


ii^  ..■■iQ.liCi.fBz-  ^flBi  le^uellfs  n  pninls  qod- 
iu  ■*'~>a.l  .i'-ir-  p^uTeat  cire  Im  points  de  too- 
■mc.  Li  mt-Bc  >{ih^ioa  «*t  de  plus  étcndnc  aui 
um.-asi-fit^  Jçl*-!»**  dan^  ua  «pace  projcclifi 
r>  [lie  lu  .ir?t-rmiajti.>o  de  polygones  de  celle 
jj-  11?-  ^fncrjtriois  »e  ramène  loujouni  à  la  *u- 
iiii.-  {Ht;  le»  p)t,i:itar«  formel  avec  des  ^onén- 
tUL-  '^luuua  Kv'iprxhjBe.  Dans  la  discus«ioB  d( 
i~iumc  ie«\  larariaab  ^nchci  du  groupe  de 
^•■iy.piae^  po.<preBieal  dila)  sodI  de  deui  es- 
■-  rappurc»  dis  disUacc?  est  éfai  à  (—  i)*  on  1 


II.  Dues  ce  detaier  cas,  il  n'v  a  de  potj- 
iV.  'Tt  il  >  ea  a  al<H^  nnr  inrinilc  simple 
i-m  ojaife-tie  des  diflrrcnees  qui  pani'- 
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sent  s'offrir  enlrc  les  coniques  et  les  surfaces  du  second  ordre  (  m  =  .'i  cl  /?i  =  4  ). 
Pour  m  =  G,  on  arrive  à  des  théorèmes  sur  les  configurations  dans  l'espace 
réglé.  Pour  les  surfaces  du  second  degré,  les  recherches  se  complètent  de  la 
façon  la  plus  simple  par  l'application  des  coordonnées  lignes. 

Lie  (S*).  —  Recherches  générales  sur  les  équations  difTérenli elles 
qui  admettent  un  groupe  fini  et  continu.  (^i-i5i). 

§  1.  Résumé  de  la  théorie  de  l'intégration  d'un  système  complet  à  transfor- 
mations infinitésimales  connues,  donnée  précédemment  par  l'auteur  {Math.  Ann,, 
t.  \I).  §  2.  Discussion  de  cette  théorie.  §  3.  Tout  groupe  de  transformations  est 
semblablement  composé  avec  un  groupe  linéaire.  §  4.  Critérium  pour  la  simili- 
tude de  deux  groupes  de  transformations.  §5.  Groupes  simplement  transitifs  et 
réciproques.  §  6.  Équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  ayant 
un  groupe  Hni  connu.  §  7.  Détermination  d'un  groupe  inconnu  continu  et  fini 
ayant  une  forme  canonique  connue.  §  8.  Application  de  la  théorie  développée 
à  une  classe  importante  et  étendue  d'équations  différentielles.  §  9.  Théorèmes 
généraux  sur  les  groupes  continus  de  transformations.  §  10.  Intégration  de  sys- 
tèmes complets  admettant  des  transformations  finies  connues  qui  forment  un 
groupe  continu.  §  11.  Emploi  d'un  groupe  connu  dont  les  transformations  finies 
sont  inconnues.  §  12.  Méthode  générale  pour  la  détermination  d'un  groupe  fini 
continu. 

Cavley  {A,).  —  Sur  la  courbe  quadriquadrique  et  sa  connexion 
avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (i52-i5G). 

Représentation  au  moyen  de  fonctions  elliptiques  de  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  et  application  du  théorème  d'Abel. 

Ilunvitz  {A,).  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  classes 
des  formes  binaires  quadratiques  à  déterminant  négatif.  (iSj- 
196). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  se  propose  de  déduire  de  la  théorie  des  fonctions 
modulaires  de  Klein  la  détermination  des  relations  entre  les  nombres  de  classes. 
La  première  Section  contient  une  déduction  considérablement  simplifiée  pour 
les  relations  du  premier  échelon.  Dans  la  seconde  Section,  fauteur  considère  le 
cas  général  d'un  échelon  q  et  plus  complètement  celui  de  q  =  ",. 

Ticliomandritzky  {M*)-  —  Sur  le  problème  de  Tinversion  des 
intégrales  elliptiques,  (iq-^so?.). 

Morera  (G,).  —  Sur  quelques  lois  de  formation  dans  la  théorie 
de  la  division  et  do  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

(Si0.'5-2I  l). 

Papperitz  { F!.).  —  Sur  1rs  fonctions  5  parentes  (fonctions  con- 
liguës).  (31  À'i'xx). 


SECONDE  PAUTIE. 
as,  ffldthodes  <lu«s  i  G')[ip1  tt  Itfrmile,  i  la  résolution  A' 
\^  imporUnti  de  la  LhiSorie  d»  tunctions  Ihéu. 

remier  lieu,  il  s'uccupe  d'exprimer  les  quotîenli  itlITt^rRiiticU  desfoûe- 
^relUptiquei  du  premier  urdrcr  el  «rlain»  de  leurs  couihlailMith 
lu  mojeD  de  ces  runeliuns  elles-uiènies.  Un  employant  ites  m^lh«Jtt 
M  t  celles  doDt  «  fait  usa(;e  Désiré  Andn^  dans  U  théorie  drs  toarlioM 
»,  on  arrive  t  développer  en  séries  de  puissances  les  fonctions  liTf»- 

ecood  lien,  l'auteur  se  propose  le  problème  io*cr*e  du  prtoyaa: 
1er  leipuÎBsanresel  une  série  de  produits  de  rooclinns  hyperr-MipliqM< 

I  •■remenl  au  moyen  des  [onctions,  de   certaines  de   leurs  CDmbraaiMMi 

b  '<"«  et  de  leurs  quotients  dilTérentiels  u, 

igit,  eu  troisième  lieu,  du  probléiDe  de  la  traasfarnialion  proprunMt 

d  B  traite  d'une  manière  plus  générale  que  erla  n'a  élé  raitjn- 

1  t,iierL-ni  "  relalioni  les  plus  générales  qui  cxislentenlre  Ici  roactûn 
■nées  et         fondions  primitives,  rclaliems   non  plus  soulcmcat  »tt*| 

ui.v  .onclion  priuiiuve  et  sa  transformée,  mais  entre  un  nombre  quelconque  Jt . 

tondioD'i   priniitives   el  de   fonctions  transformées.  De  la  sorte,  on  résout  m 

même  temps  le  problème  du  développement  en  séries  de  Kourier  des  puissasn» 

el  de  certains  produits  des  fonctions  i     ta. 

Slimdfi  (O.).  —  Sur  les  cnract^risliques  algébriques  des  foni^- 
tiuDs  tbâta  ti^perclliptitfucs.  (3f33-4i^)- 

Fringxheiin  {A.).  —  Sur  la  façon  dont  se  coniporlenl  ceruine) 
séries  de  puissances  sur  le  cercle  de  convergence.  (419-49^)- 

Etemple  d'une  série  qui  eît  convergente  pour  toia  les  poinis  d'un  ccttlt,  b 
convergence  eu  ces  points  n'éiaoi  toutefois  pas  absolue. 

Markoff  {A.).  —   Sur  la  niélltodc  de  Gauss  pour  le  calcul  ap- 
proché des  intégrales.  (427-432), 

Pick  (G.).  —  Sur  la  multipli cation  complexe  des  fonctions  ellip- 
tiques. (433-447  )■ 

Démonstration  du  lliéoréuic  rundumeiilal  d'Abcl-Kroneckcr  dans  cette Ihéoric 


Babck  (A'.),  —  Sur  la  génération  projeclive  des  courLes.  {448- 
458). 


S  de  points  d'intersec- 


Gordon  {P.).  —  Sur  l'équation  du  seplième  degré  admettant  un 
groupe  de  it>8  substitutions.  II.  (459-52i). 
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le  tome  XX  des  Mat.  Ann.)^  l'auteur  donne  une  théorie  des  équations  en  ques- 
tion, où  il  ne  s'appuie  que  sur  les  procédés  élémentaires  de  la  théorie  ordinaire 
des  équations.  L'équation  du  septième  degré  est  supposée  sans  second  terme 

x'+{2)x'-¥  (3)ar*-t-(4)j:»-+-(5)j?'-h(6)a:-t-(7)  =  o. 

On  représente  les  racines  par  x^,  x^^  ...,  a?,  et  le  groupe  des  168  substitu- 
tions est  celui  qui  laisse  invariable  la  fonction 

I    ^-  wP^  wPj  mC j  "T~  wP.  wPj  X ^  "T"  X^  wC j  X^  -+"  u/ j  X^  X .  "T"  X ^  X ^  Xq  -+"  X .  X^  X.  ~T~  X.  Xq  <^a* 

En  même  temps  que  l'équation  donnée,  on  en  considère  aussi  une  seconde 
X  'h{2)x  4-  (3)0?  -h(î)x  -i-(b)x  4- (6)5-1-  (7)  =  o, 
dont  les  racines  sont  liées  aux  précédentes  par  la  relation 


-V/2ar,_.v  =  37,4-37^,-+- 


X 


v-n' 


Dans  la  première  Section,  l'auteur  démontre,  par  l'emploi  des  fonctions  symé- 
triques, ce  théorème,  que  toute  fonction  entière  des  x  qui  demeure  invariable 

pour  les  168  substitutions  est  une  fonction  entière  des  (i)  et  des  (i)*  Mais  on  a 

(2)  =  (3)et  l'on  détermine  entre  les  coefûcients  (i)  et  (i)  cinq  relations  qui 

permettent  d'exprimer  rationnellement  (6),  (g),  (7),  (7)  au  moyen  des  autres 

coefficients  et  il  reste  entre  ces  derniers  une  relation  qui  est  en  (5),  (5)  du 
sixième  degré.  Dans  la  seconde  Section,  l'auteur  définit  les  formes  normales  de 

l'équation  et  les  déduit  des  relations  établies  entre  les  coefficients  (i)  et  (i). 
De  là  résulte  la  forme  canonique  à  laquelle  l'équation  a  été  ramenée  par  Klein, 
équation  résoluble  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  la  deuxième  Section,  l'auteur  fait  voir  comment  cette  transformation 
sous  forme  canonique  peut  se  ramener  à  une  transformation  de  Tschirnhaus. 

Scheejler  (L,).  —  Les   maxima   et  les  minima  des  intégrales 
simples  à  limites  invariables.  (522-596). 

Le  présent  Mémoire,  travail  remarquable  d'un  auteur  enlevé  trop  tôt  à  la 
Science,  contient  une  méthode  nouvelle  pour  étudier  la  variation  seconde  des 
intégrales  simples.  L'auteur  comblait  ainsi  une  lacune  essentielle  qui  subsistait 
dans  tous  les  travaux  antérieurs;  de  plus,  il  fournissait  ainsi  une  base  solide 
au  procédé  employé,  à  la  suite  de  Jacobi,  par  CIcbsch,  Lipschitz,  Mayer,  etc., 
pour  la  transformation  de  la  variation  seconde. 

Le  principe  de  la  méthode  de  l'auteur  repose  sur  un  théorème  qui  donne 
immédiatement  la  raison  d'être  de  l'introduction  des  dérivées  partielles  prises 
par  rapport  aux  a/t  constantes  des  fonctions  intégrales,  introduction  essentielle 
pour  la  transformation  de  Clebsch.  Le  théorème  s'énonce  simplement  comme 
il  suit  :  «  Si  l'intégrale  I  est  minimum,  on  peut  s'attendre  à  ce  que  l'intégrale  V 
qui  résulte  de  I  par  une  variation  suffisamment  petite  des  constantes  c,,  c,, . . . ,  c,^ 
soit  en  général  aussi  minimum,  et  comme  la  propriété  de  minimum  doit  aussi 
subsister  pour  une  portion  quelconque  de  l'intégrale  I,  on  peut  s'attendre  aussi 
à  ce  qu'elle  subsiste  pour  toute  partie  correspondante  de  I'.  » 
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Aprr5  aroir  mootré  d'ooe  façon  générale  eomoiCBt  on  pe«t  dédoîre  de  Kap- 
plication  de  ce  principe  les  conditions  nécessaires,  aoaljtiqaes,  pour  l'existence 
d'un  minimum  (ou  d'un  maximum),  l'auteor  traite  complètement  l'intégrale 


Si  l'on  désigne  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

ôy       dx  ôr   ~~ 

par  ^'  --zix,  c,,  c,)  et  que  l'on  pose  -^  =  m„  -^  =  m,, 

oc^  oc, 

on  a  à  considérer  l'intégrale 

Si  Ton  substitue  à  t,  dans  l'intervalle  de  j:,  à  jt  la  valeur  x,i«,  +  3,u,,  puis 
dans  l'intervalle  de  x  à  x,  la  valeur  ^ii^t  +  ^sii,  et  que  Ton  fasse  t^  =  o  en 
dehors  de  ces  intervalles,  A*I  sera  seulement  positive,  à  la  condition,  i*  que 

— 7-  (indépendamment  de  certaines  positions  particulières  où  il  s'annule)  soit 

constamment  positif;  2"  que  A(x,  x^)  =  u^t'u^  —  u'i^u^  ne  s'annule  pas  pour 
j:,  <  X  <  x^.  Si  A(x,  x^)  ne  s'annule  pas  non  plus  pour  j=  Xj,  A'I  est  tou- 
jours positive  pour  le  choix  particulier  fait  de  la  fonction  t,;  si,  au  contraire, 
A(x,,  X,,)  —  o,  A'I  ne  peut  pas  encore  devenir  négative:  mais  elle  peut  s'an- 
nuler. Si  maintenant  on  étudie  la  variation  seconde  pour  des  fonctions  t, 
quelconques  (pourvu  qu'elles  soient  continues  en  admettant  des  dérivées),  il 
résulte  de  la  comparaison  avec  les  formes  considérées  précédemment  que  les 
ronrlilions  énoncées  plus  haut  sont  aussi  suffisantes  pour  que  la  variation  se- 
conde reste  toujours  positive.  Il  n'y  a  que  dans  le  cas  où  A(x,  x^),  sans  s'an- 
nuler entre  x^  et  x,,  s'annule  pour  x  —  x,  que  la  variation  peut  prendre  la  va- 
leur zéro,  sans  devenir  négative;  alors  le  minimum  n'est  pas  certain. 

L'auteur  développe  le  système  analo;iue  de  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  h'  minimum  de  rinlé^Tale 


l 


J-. 


r  r  X.  y\ ,  r\ ,  V,,  v'2 ,  . . . ,  .v„,  y„  )  dx. 


en  lonant  comfitc  du  cas  où  l'on  donne  un  système  de  conditions  entre  les  x  et 
les  y,,  conditions  qui  peuvent  contenir  les  premières  dérivées  des  fonctions  j>',. 
L'auteur  donne  une  démonstration  de  la  méthode  des  multiplicateurs  de  La- 
grangc  seulement  pour  les  problèmes  des  isopèrimètres,  c'est-à-dire  pour  les 
problèmes  où  les  équations  de  condition  sont  données  sous  forme  d'intégrales 
définies.  (La  démonstration  j;cnèrale  a  été  depuis  donnée  par  Mayer  dans  le 
t.  XWI  (les  Matli.  Ann.).  De  plus,  l'aiilour  exprime  le  critérium  du  minimum 
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par  deux  condilions  qui  sont  complètement  analogues  à  celles  données  dans  le 
cas  d'une  seule  fonction  y.  Il  n'y  a  ici  encore  que  dans  le  cas  où  le  détermi- 
nant A(j7^,  x)  s'annule  pour  x  ~  x^  que  la  variation  seconde  peut  prendre  la 
valeur  zéro  sans  devenir  négative.  Le  minimum  dépend  alors  des  variations 
d'ordre  supérieur. 

Dans  une  remarque  finale,  l'auteur  attire  l'attention  sur  ce  fait  que  le  mi- 
nimum ne  peut  être  déterminé  au  moyen  de  la  variation  seconde  que  relative- 
ment à  des  courbes  voisines,  en  entendant  par  courbes  voisines  non  seulement 
celles  qui  se  trouvent  dans  une  petite  portion  de  surfaces  comprenant  la  courbe 
minima,  mais  aussi  celles  pour  lesquelles  les  tangentes  sont  à  peu  près  paral- 
lèles (t/  ne  dépasse  pas  certaines  limites).  S'il  s'agit  de  minimum  dans  le  sens 
le  plus  large,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  l'on  considère  toutes  les  courbes 
tracées  sur  la  portion  de  surface,  les  critériums  établis  sont  encore  nécessaires; 
mais,  comme  l'a  montré  Weierstrass  sur  des  exemples,  ils  ne  sont  plus  sufli- 
sants. 

Schur  (F,),  —  Sur  le  théorème  de  Pohlke.  (596-097). 

Rolin  (A.).   —  Une  construction  linéaire    simple    des    courbes 
planes  rationnelles  du  cinquième  ordre.  (598-602). 


TomeXWl;  1886. 

Kraiise.  —  Sur  quelques  équations  dillerentielles  qui  se  présen- 
tent dans  la  théorie  des  fonctions  thêta  à  deux  variables.  I"  et 
IP  Partie.  (i-^5). 

La  première  Partie  contient  deux  démonstrations  des  relations  de  Ho- 
senhain  entre  les  dérivées  des  fonctions  thêta  et  ces  fonctions  elles-mêmes 
lorsque  l'argument  est  égal  à  zéro,  puis  un  système  de  neuf  relations  entre  les 
multiplicateurs  et  les  modules  primitifs  et  transformés.  Dans  la  seconde  Partie, 
l'auteur  établit  les  équations  difTérenticlles  auxquelles  satisfont  le  numérateur 
et  le  dénominateur  des  équations  de  transfornialion  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions hypcrellipti(iucs  du  premier  ordre. 

Schubert  {fL).  — Les  généralisations  dans  l'espace  à /î  dimensions 
des  nombres  fondamentaux  de  notre  espace.  (26-5 1). 

§  1.  Terminologie.  §  2.  Théorèmes  généraux  sur  les  espaces  linéaires  et  leurs 
dimensions.  §  3.  Énumération  et  désignation  des  conditions  fondamentales  pour 
un  espace  linéaire  à  n  dimensions  [/t].  §  4.  Détermination  de  tous  les  nombres 
fondamentaux  du  rayon  dans  un  [n],  §  5.  Nombre  des  rayons  d'un  [n]  qui 
satisfont  à  la  simple  condition  de  couper  un  nombre  quelconque  de  fois  un 
[n — s]  donné  et  remplissent  de  plus  une  condition  fondamentale  quelconque. 
§  6.  Nombre  des  rayons  d'un  [n]  qui  satisfont  à  la  double  condition  de  couper 
un  nombre  quelconque  de  fois  un  [n  — 3]  donné  et  de  plus  remplissent  une 
condition  fondamentale  quelconque. 


a?»  SECONDE  PARTIE. 

Sc/m/tcrl  (//■)■  —  La  g(;D<^'nilîsiition  dans  l'espace  d  n  (lîmensiam 

des  nombres  relatifs  aux  langentes  k  contact  d'ordre  supérieur 

d'une  Burfacc  du  »j""'  dcgr^.  (ôa-^S). 

Le  but  prioi^ipal  du  prêtent  M^IIKiirc  Mt  la  luiation  de  U  qocilion  fuirtnlc: 
lïunt  lionne  iJai»  un  ciipacr  linsnire  i  a  dimcniioi»  un  espace,  lien  de 
poinln,  ù  n  —  1  ihmentiun»  et  Ju  w»''"*  <le^^  117-1  ■  exprimer  en  lonclrua  do 
nuinbre»  n  M  m  le  nuiiibrv  dei  droites  qui  toutheni  l't^paee  R7>i  en  i  — i 
point»  inrtninieni  vuiiins  et  latisfoui  ellesi-nifiiiM  h  une  eondition  fonduneB- 
lale,  le  puini  de  conuel  pouvant  en  outre  remplir  aussi  une  telle  condiliao. 

Afayer  (A.).  —  Fondement  de  la  mt^tliode  des  multiplicateurs 
île  l^^rnngc  dans  le  calcul  des  vurialions.  (-j-Sa). 

Ce  Mi*inoire  rontieiit  pour  la  première  fois  une  dt  m  on  si  ration  s^rirawdu 
proci^dé  (te  Li{çrin([e  qui  uonsisle  A  introduire  des  uiultiplicnicun  pour  tniii- 
furnier  lo  problimea  ilu  calcul  des  variations  dans  le  iras  oQ  ekiAtcnl  des  àfu- 
tidui  de  condition  conlonani  k«  dérivées  en  problèmes  où  n'exlsleol  plu 
d'i^q nations  d«  euadilion. 

Slo/3{0.).  —  La  convci^cncc  nSguIière  des  fonctions  de  pla- 
sieurs  variables  vers  les  valeurs  limites  qui  se  pFésentenl,  on 
sorte  que  queltjues-unes  d'entre  elles  s'approchent  de  valeur) 
ronslantcs. 

t.  auteur  moatK  «or  plusieurs  pr<iijl^e&,  tirti  pour  U  plufian  de  la  Unwv 
.!<-<  iiili'ïiales  amples  et  d«ablM,  que  la  nolian  de  caavergenc<  rifulibv  ot 
r>i'ii-»..iMr:  en  partie  pour  pouvoirformuler  eiaetement.  en  juitie  pour  sim- 
(.lilirr  li-s  n-sultals.  Le  IhéoK-ine  que  rinléfralion  d'une  intégrale  double  pcsl, 
il;ins  tr  rjs  «il  la  forme  de  la  courbe  limite  est  suffisamment  simple,  «ramenn 
it  drn\  inlcyrati»D!i  successive*,  est  démontré  par  l'auteur  avec  une  restriction 
qui.  d'jprcs  ce  qu'a  nioutré  llaroack  (mime  volume,  p.  5fiti),  n'est  pas  néos- 

l'offi-ritz  {/-'.^.  —  Sur  le*  fondions  s  parentes  (seconde  Com- 
municallou).  ^,>l7-u..^^. 

iVlli'  Co  m  nui  nie*  lion  contient  la  discussion  et  l'eiposé  explicite  des  rtll- 
ifunc  fjsoii  S'ii-rilc  djns  sa  première  Communication  (.ttalh.  AiUI.,  I.  XXÏ) 

li'rioxifii  i,/-".V  —  Sur  quelques  équations  difTérentielles.  (106- 

>iiv  le-  |'r\>i'rieles  n-ljtiie-  aux  équation^  diETérentictles  qui  correspODdail 
jiiiv  lrju>(oriujtion>  Jrs  toaclions  elliptiques. 

AifHir.ï/H'^i'f'/i /.."'-  —  Sur  rab;)i*«eiHcnt  de  l'ordre  d'une  cqua- 
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L'auteur  montre  pourquoi  les  théorèmes  sur  la  réduction  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  homogènes  qui  ont  en  commun  avec  une  équation  de  même 
nature,  mais  d'ordre  inférieur,  une  intégrale,  ne  peuvent  être  étendus  aux 
équations  différentielles  algébriques  quelconques. 

Hurwitz  (A.).  —  Sur  quelques  équations  différenli elles  parti- 
culières linéaires  et  homogènes.  (117-126). 

L'auteur  forme  tout  d'abord  Téquation  différentielle  du  troisième  ordre  qui 
se  présente  dans  la  transformation  du  septième  ordre  des  fonctions  elliptiques 
et  qui  a  été  établie  par  Halphen  {Math.  Ann.,  t.  XXIV)  à  la  suite  d'une  re- 
marque de  Klein.  L'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle  peut  être 
donnée  explicitement  et  offre  un  exemple  intéressant  de  Tintégration  donnée 
par  Poincaré  au  moyen  de  fonctions  univoques.  L'auteur  étend  ensuite  ses  re- 
cherches aux  transformations  de  degré  quelconque,  et  il  traite  complètement 
le  cas  de  /i  =  8. 

Willheiss  {E.).  —  Sur  les  fonctions  thêla  qui,  après  une  transfor- 
mation, se  décomposent  en  un  produit  de  fonctions  thêta.  (127- 
142). 

Nœther  {M,  ).  —  Note  sur  les  courbes  normales^pour  p  =  5,  6,  7. 
(i43-i56). 

Parmi  les  courbes  normales  d'une  classe  algébrique  de  genre  77,  celles  qui  se 
présentent  le  plus  naturellement  sont  celles  qui  sont  définies  par  toutes  les  re~ 
lations  qui  existent  entre  les  p  fonctions.  Cette  représentation  est  possible 
pour  toutes  les  classes,  sauf  pour  les  courbes  hyperelliptiques.  Si   alors  les 

-(/?— a)(77  — 3)    relations    quadratiques    linéairement    indépendantes    qui 

existent  fournissent  p  —  3  relations  indépendantes  l'une  de  l'autre,  ce  qui  a 
lieu  pour/? ^5  et  pour  des  valeurs  non  particularisées  des  modules,  ces  rela- 
tions définissent  déjà  la  courbe  et,  par  des  transformations  linéaires,  il  doit 
être  possible  de  les  mettre  sous  une  forme  où  les  Zp  —  3  modules  soient  expli- 
citement en  évidence.  L'auteur  communique  des  formes  canoniques  de  cette 
nature  pour  les  cas  principaux  de  /?  =  5,  6,  7. 

Braunmiihl  {A,  v.).  —  Notice  sur  les  lignes  géodésiques  de  la 
surface  du  second  degré  à  trois  axes  inégaux  qui  se  laissent 
représenter  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  (i5i-i53). 

Meyer  {F»),  —  Sur  la  courbe  elliptique  du  cinquième  ordre  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions.  (i54-i56). 

Pringsheim  (/4.).  —  Sur  la  multiplication  des  séries  trigonomé- 
triques. 


Il  ï  «  liou  de  ciWr 

1  Si  l'on  Ttpri*i:Mr  puro.,  u^  b,,  b',  ilc»  t|i 
bien  •lleroiilitïmcol  At  nignci  roWnire*  ti 

Za,b'„  Zb,a„  Xb,b\  cotivi^nirut  «Iimliim'iil 


lautil^  luutfi  de  ttilmt  *tsne  in 
qui,  lorsque  v  augmcnu,  décrau- 
oc  m  «ort(^  i|u«  le)  w^rin  £<i,al 


•«  lornie  ptr  U  r*ilc  di^  Cnurh.v.  • 

Pringsheim  {A .).  —  Sur  ilrs  exiircssions  analjFliqucs  à  disconli- 
nuïtéit  résolubles.  (iS'-iga). 

l.i  formutidn  d'ciempl«3  ûr  discniiliuuitè  rrSOliililM  «ïiiit  rli'  i.liKnue  (iu- 
iiu'lcl  au  uid^D  d'e»prp«ii>n»  ■nslj^liquMi  Vïtileur  muntTP  <omiii«ni,  en  in«I 
ri-mur*  i  de*  Mirlo  à  L-oaTcrgmci!  aun  iiKwlu«.  un  peut  tuiBiffr  d«  U  bton  i*  • 
|i1ut  «liiiplr  lia  fonrlioni  qui,  tn  c^néril,  »  cumpiirltmt  tout  A  ft\i  rrgallM*- 
iii*nt  et  itr^tmient  en  cnrUins  points  An  diicontinaitéï  At  octio  uainn:- 

l'ringsheim  (■-(■)■  —  ltc[ir£sFnlBliun  lïc  la  ronclion  nnmérii(ue 
K(^)  (le  plus  granil  «ntîer  conlcuu  dans  Jc)  [>ar  une  série  iii- 
liuie.  (it>5-i96). 

Sehefffer  {L.).  —  Sur  la  signiCcalion  de  la  notioD  de  maumum 
et  de  inmïinnin  daiw  le  colciU  des  vsriaUoDS.  (tg^-stA). 


.../    'f.'.. 
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rieure  à  une  certaine  limite  g,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  ù^y' 
reste  toujours  au-dessous  d'une  certaine  limite  différente  g'.  Si,  au  contraire, 

-— r  devient  négatif  dans  l'intervalle  x^x,,  ou  bien  si  l{x.x^)  s'annule  à  l'in- 

térieur  du  même  intervalle,  la  variation  seconde  peut  changer  de  signe  et  il  ré- 
sulte de  là  qu'il  n*y  a  à  proprement  parler  pas  de  minimum  pour  l'intégrale  I. 

Mehmke  (/?.).  —  Remarque  sur  les  sous-délermînants  des  sys- 
tèmes métriques.  (209-^10). 

Pasch  {M,),  —  Sur  le  quadrangle,  le  quadrilatère  et  la  projecli-* 
vite  dans  le  plan.  (21 1-2 18). 

Pick  (G.).  —  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  ellip- 
tiques. IP  Partie.  (219-230).  - 

Le  second  Mémoire  de  l'auteur  (le  premier  a  paru  dans  le  t.  XXIV  des 
Math.  Ann.)  contient  une  démonstration  du  théorème  que  les  équations  de  la 
multiplication  complexe  sont  irréductibles,  même  après  l'adjonction  de  la  racine 
carrée  du  déterminant  qui  correspond  aux  modules  singuliers. 

Voss(À.),  —  Sur  les  polygones  de  Poncelet-Zeuthen  qui   sont 
inscrits  dans  un  lieu  du  second  degré.  (231-246). 

Ce  Mémoire  contient  une  solution  algébrique  complète  de  cette  question  : 
construire  un  polygone  fermé  dont  les  sommets  soient  sur  un  lieu  du  second 
degré  dans  l'espace  à  n  dimensions  et  dont  les  cotés  passent  respectivement 
par  des  point  donnés.  Pour  n  —  3,  on  retrouve  les  conditions  algébriques  rela- 
tives aux  cycles,  trouvées  par  Zcuthen  sur  les  surfaces  du  second  degré 
{Math.  Ann.,  t.  XVIII). 

Zeuthen  {H. -G.),  —  Théorie  des  figures  projectives  sur  une  sur- 
face du  second  ordre.  Second  article.  '(216-274)- 

§  1.  Propriété  métrique  des  suites  infinies  de  polygones  inscrits  à  une  surface 
quadrique  et  circonscrits  à  un  polygone  gauche.  §  2.  Sur  les  congruences  en- 
gendrées par  les  figures  projectives  sur  une  quadrique.  §  3.  Extension  de  ta  pro- 
priété métrique  des  cyrles. 

Bacharacli,  —  Sur  le   théorème  de  Caylcy  sur  les  points  d'in- 
tersection. (275-299). 

Le  but  de  ce  travail  est  de  remplacer  par  des  méthodes  rigoureuses  les  dé- 
monstrations insuffisantes  des  théorèmes  sur  les  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion que  l'on  démontre  d'ordinaire  simplement  par  l'énumération  des  constantes. 
L'auteur  s'appuie  sur  les  théories  algébriques  de  Nœther  et  de  Brill  {Math. 
Ann. y  t.  VI  et  VII).    Le  théorème  de  Cayley  prend  alors  la  forme  plus  précise 


Dans  le*  demicn  paragraphes,  l'auteu 
du  r"*~  ordre  qui  paanenl  par  les  niH  —  . 

le  cas  |;cnùra]  que  dans  la  cas  d'eiccptiiin. 

/Jrif/  (A.).  —  Sur  les  espaces  pscudo-spliériques  k  Irois  dimen- 
sions. (3oo-:ic,3). 

Sturm  (li.).  —  Esemplcs  de  Iran^forraalions  tie  Cremona.  {.^i- 

Gierslcr  {/.).  —  Sur  le  groupe  de  Galois  des  i^qualions  modu- 
laires lors(|iic  le  degré  de  la  transformation  est  la  puissance  d'un 
premier  >■  a.  (3o()-ii68). 

Section  I.  Propriclts  de  (Vqualiun  pariicnlirrc  de  division,  —  §  I-  Dfllni- 
lion  cl  prupriJtûs  des  iliriseurs  de  la  ruuclion  p.  §  1.  tt<!duclion  des  diviseurs 
du  «''"  dc},'ré  de  la  fonction  p.  §  3.  Résolvantes  de   l'équalion  de  division  rc- 


Section  11.  Inlroductiuii  de  lu  quantité /(-.  w\  e 
tran^rurniiilion  dos  funclimis  cllipliqiics.  §  4-  Sur  les  i 


signiricationdansli 
ions  transforniéei 


iliairc/J  — 1  ri''l  ■    (— i)'"  1  I  a_^^^^  pour  n  —  am -!- 1   cl   pnar 


re- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  276 

pair/'  =  -   n   %.«»'  °"  %.«■>  =  e~'^"  ''  ''"''(^)-  §  7.  Différentes 

a  =  i 
présentations  de  la  quantité/.  §  8.  Déduction  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles fondamentales.  §  9.  Formation  des  fonctions  symétriques  élémentaires 
des  diviseurs  de  la  fonction  p  en  fonction  rationnelle  de  /.  §  10.  Calcul  des  in- 
variants ^,,  g",  de  la  fonction  transformée  p{u). 

Section  IV.  Etude  de  la  quantité  Q(w,  w')  =  A«*  (tv,  tv'),  A  =^J  —  27^* 
dans  une  transformation  linéaire  des  périodes.  §  11.  Exposé  du  problème.  §  12. 

Définition  de  la  fonction  4>(m  |  tv,  w')=—  -  Qe  **^  y( m) a» (")•§  13. Trans- 
formations linéaires  de  la  fonction  4>(ii).  §  14.  Réduction  aux  sommes  de  Gauss. 
§  15.  Tableaux. 

Section  IV.  —  Théorie  de  l'équation  /  lorsque  n  est  un  nombre  premier  dif- 
férent de  a  et  de  3.  §  16.  Démonstration  que  dans  le  cas  présent/*  satisfait  à 
une  équation  de  degré  (n  -m).  §  17.  Les  n  +  i  racines  de  l'équation  /.  §  19. 
Exemples  pourn  =  5,  7,  11,  i3,  17,  19,  28,  29.  Définition  de  l'équation  L  =  Q""*/. 
§  20.  Calcul  des  quantités  G,,  G,,  G,  pour  «  =  5  et  /i  =  7.  §  21.  Calcul  des  in- 
variants g^y  g^  et  Yj,  Y,  de  la  fonction  transformée  pour  n  =  5  et  n  =  7. 

Section  V.  Théorie  de  l'équation  /  lorsque  n  est  un  nombre  composé  de  la 
forme  6/=bi.  §  22.  Transformation  répétée.  §  23.  Réduction  de  l'équation/ 
lorsque  n  est  un  carré  de  la  forme  6/-f-  i.  §  24-  Les  a(a-f- 1)  racines  de  l'é- 
quation /,  lorsque  n  est  le  carré  d'un  nombre  premier  a  et  a  la  forme  6/  -t-i. 
§  25.  Transformation  du  25*  degré. 

Section  VI.  Théorie  de  l'équation  /,  lorsque  n  est  un  nombre  composé  de  la 
forme  6/ ±2.  §27.  La  transformation  du  second  degré.  §  28.  L'équation/. 
g  29.  L'équation  L  pour  n  =  4  et  /i  =  8. 

Section  VII.  Théorie  de  l'équation  /,  lorsque  n  est  divisible  par  3.  §  30. 
Transformation  du  troisième  degré.  §  31.  Théorie  de  l'équation/.  §  32.  L'équa- 
tion /  pour  /i  =  9.  §  33.  Théorie  de  l'équation  /  lorsque  n  =  61. 

Klein  (/^.  ).  —  Recherches  nouvelles  dans  le  domaine  des  fonc- 
tions elliptiques.  (455-464). 

Analyse  par  Klein  des  travaux  faits  sous  sa  direction  dans  le  séminaire  ma- 
thématique de  Leipzig  et  publiés  comme  dissertations.  11  s'agit  des  travaux  de 
Fricke,  Fiedler,  Friedrich,  Biedcrmann  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  mo- 
dulaires et  de  ceux  de  Nimsch,  Molien  et  Engel  où  sont  traités  des  problèmes 
par  la  méthode  de  Wcicrstrass.  En  outre,  l'auteur  analyse  rapidement  son  tra- 
vail :  «  Les  courbes  normales  elliptiques  du  /i'*"*  ordre  et  les  modules  corres- 
pondants du  Al'*""  échelon  »,  paru  dans  le  tome  \IV  de  la  Kôn.  sàchs.  Gesell- 
scha/t  der  Wissenschaften. 

Sluim  {H')'  —  Sur  les  colHnéations  et  les  corrélations  qui  trans- 


*76  SECONDE  PAIITIR. 

formeul  en  cllcs-ia  jotes  le*  surfso»  du  second  degrv  ou  les  tiP 
Iitqaes  gaucher  (465-5o8). 

L'aotear  etpute  une  MiliiUon  parroMal  {^oaMUi^ac  du  problème  qui,  Jiu- 
qu'ici,  ■  éU  riitrolj  pour  la  lurbi»  da  draii^ai*  drgri  &nrloul  «Ig^briqiK- 
mcnt  BU  moyen  de  «a  bit  i  in  lion  i  lioéitm  de  birnm  quadratiques,  muii  n'mit 
p»t  encore  tti  du  loul  ^ludiè  en  er  qui  runccrat  lot  «ubtques  gmdics. 

JMeyer  {F.).  —  EstvnsioD  d'un  pmcédé  de  Uirichict  à  la  Irans- 

rormalion  d'expressions  iliffércnliclles  telles  que  ^  -;-  'il  -•-  — , 
'  *      ôx        ày        ix 

i-n  coordonnées  curvilignes  gi^néralcs.  (5or)-5i5). 

H'ellsien  (C.)-  —  Théorie   des  points  doubles  et  des  langent» 
doubles  des  courbes  jilanes  rnliunneUt^s.  (âiG-533). 

Hn  iiilroduiiant  In  «ciminr  dr  pnranirlrc*  Aa  point  double  (,-•-;,  ^  s  ri  Inc 
{iroduil  t,t,  =  T.  on  »t  cooduU  piiur  7  ri  «u»i  puur  1  A  uoc  é<]uaiinn  Je 
degr*  -(n  — iK"  — >)!  de  nHimr,  on  peut  ublfnir  une  <iqu>tion  rt^duUepour 
le  iianiniare  du  |ioints  de  couuri  de*  un^cut»  douldu.  Celte  Note  dunne  1> 
forme  ciplidle  dei  risutui*  pour  h  ^  4-  ^'  '•■ 

Ihjmann  (H'.).  —  Sur  l'intégration  de  ré<iiiaiiou  diffïienlielle 


-  Aa/  = 


(a;i|ij>licalii)ii  il  la  tliijoric  des  (.'qualions  trinùmcs. 

l.'.iuLi-iii-  iiiuiilri"  (l'aiinrd  i|un  lc5  racines  d'une  ci[uation  trinùnie 


■lin  ,i<-iil  (iu.ji.iirs  Illettré  <nijs  la  forme  ,-_„,— (n  -  i)j- ^  0  ou  tifn 
tt\\-(ii—  I)  =0,  M  ninconsidOrei-  comme  f.mclion  de  x  (nu  r,  connut 

i le  E),sitisfi>al  AuncéquatiuQ  dilTùrentielle  de  la  forme  d-de-siis.  L'in- 

le  ui'iii'rule  de  ecttc  équation  dilTcrenliclle  peul  être,  d'après  une  formule 
|iilii-r  driMonIn'e  par  l'autour,  eiprimi-e  par  des  inlcgrales  multiples  ou 
dricliipjiiV  en  sf'rie;  ili'  la  sorte,  i-ii  spéeialisant  eonTcnablemenl  les  con- 


l'ii„lmv,il,lrr  (.S.).  —    Sur  la  cnnstniclion    de  l'elirpiordc  ■ 
i.my,;,  ,lo  /il,.  (M<i-356). 
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d'intégrales  hypcrelliptiques,  au  moyen  d'un  fil  tordu  enroulé  autour  de  deux 
surfaces  du  second  degré  homofocales. 

Rodenberg  (C).  —  Déduction  par  la  Géométrie  descriptive  des 
propriétés  polaires  des  espaces  algébriques.  (SS^-SôS). 

Harnack  (Ax,).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  intégrales 
doubles.  (566-568). 

Objection  contre  les  conclusions  du  Mémoire  de  Stolz  cité  précédemment. 

Krause  {M.),  —  Sur  les  fonctions  thêta  dont  les  caractéristiques 
sont  des  nombres  fractionnaires.  (569-589). 

§  1.  Introduction  des  fonctions  thêta  générales.  Leurs  propriétés  et  leur  re- 
présentation au  moyen  de  paramètres.  §  2.  Cas  de  /i=  3.  §  3.  Cas  de  n  =  5. 
§  4.  Méthode  pour  établir  les  relations  entre  les  fonctions  ihéta  générales.  Sé- 
ries de  Fourier  pour  les  puissances  et  les  produits  des  fonctions  thêta.  §  5. 
Démonstration  simple  de  la  formule  de  Prym. 

Gierster  (/.).  —  Remarque  sur  le  Mémoire  :  Notice  sur  les  équa- 
tions modulaires  pour  un  degré  de  transformation  composé 
{Math,  Ann,^  t,  XIV).  (Sgo-Sga). 

Possé  (C).  —  Quelques  remarques  sur  une  certaine  question  de 
minimum.  (598-596). 

Soit /(a;)  une  fonction  de  x  toujours  décroissante  dans  les  limites  zéro  et  i 
de  x\  supposons  que  la  valeur  de/(i),  ainsi  que  les  valeurs  des  intégrales 

a^—    l    x^f{x)dx,        «4=    /     x*f{x)dxy      ...,      a„  =    /     x^''/{x)dx, 

soient  données.  Il  s'agit  de  trouver  d'une  façon  précise  la  limite  inférieure  de 
la  valeur /(o). 

Ax.  H. 
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NOUVELLES  ANNALES   de   Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et 
Ch.  Brisse  (').  —  3*  série. 

TomeV;  1886,  a*  semestre. 

Cesaro  {£.).  —   Sur  les  nombres  de  Bernoulli^et  d'Euler.  (3o5- 

327). 

L'auteur  définit  les  nombres  de  BernouIIi  par  Tégalité  symbolique 

(B-M)^  — B^  =  v, 

et  part  immédiatement  de   là  pour  établir  une  formule  générale,  due  à  Mac- 

laurin,  et   en  déduire   diverses   applications   fondées  sur   l'emploi  du   calcul 

symbolique.  Il  procède  de  même  pour  les  nombres  d'Euler,  définis  par  Tégalité 

symbolique 

(E-M)"4-(E  — ly  =  0. 

Puis  il  étudie  les  nombres  ultra-bernoullicnsetultra-euléricnSi  respectivement 
définis  par  les  relations  symboliques 

.(0H-I)*  — ae*  =  V,         («4-i)^4-a(«— i)*  =  o, 

et  montre  les  relations  qui  les  lient  analytiquement  les  uns  aux  autres. 

Le  Mémoire  se  termine  par  des  applications  aux  intégrales  définies.  Cette 
étude  forme  une  suite,  des  plus  intéressantes,  aux  précédents  travaux  de 
M.  Cesaro  sur  le  calcul  symbolique  et  l'analyse  en  général,  et  nous  fait  désirer 
la  publication,  qu'il  annonce  comme  prochaine,  des  applications  de  ces  calculs 
nouveaux  à  la  théorie  des  nombres. 

Du  Chàtenel  (M.).  —  Elude  sur  les  paris  de  courses.  (327-847, 

380-395,  /jo8-4'^4)- 

Étude  très  complète  de  la  question,  déjà  Irailèo  jadis  par  M.  K.  Dormoy 
d'une  façon  très  remarquable.  Le  présent  Mémoire  a  peut-être  un  caractère 
plus  nettement  mathématique;  nous  regrettons  de  devoir  nous  borner  à  la 
reproduction  des  titres  des  divisions  principales  : 

Préliminaires.  Livre  du  preneur  de  chevaux.  Livre  du  donneur  de  chevaux. 
Chevaux  placés  deuxièmes.  Chevaux  placés  troisièmes.  Chevaux  places  dans 
les  deux  ou  trois  premiers.  Paris  sur  le  premier  et  le  second.  Paris  sur  les 
places  relatives.  Paris  sur  une  partie  des  chevaux.  Paris  sur  plusieurs  courses. 
Poule.  Paris  mutuels.  Arbitrages  simples.  Arbitrages  complexes. 

n  ni 

Ponicy  (J.-/L).  —   Sur  la  liniile  de    > ^  -  lorsque  /?  cl  ^r 


(')  Voir  Dulh'lin,  t.  \1^.  \ 
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parcourent  toutes  les  valeurs  entières  positives  jusqu'à  n  et  m 
respectivement,  et  que  n  qX  m  au«^menlent  indéfiniment,  tandis 
que  leur  rapport  tend  vers  une  limite  déterminée.  (348-352). 

L'auteur,    par    deux    démonstrations    dilTéreotes,   trouve   pour   cette  liiniie 

log(  —  )»  (—  )»  représentant  lini— •  A  rapprocher  d'une  étude  de   M.  C.-A. 

Laisant,  Sur  certaines  questions  de  limites  (Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences;  Congrès  d'Alger,  1881). 

Thiré  (^.).  —  Sur  la   théorie   du   planimèlre  d'Amsler.  (353- 
364). 

Description  et  théorie  résumées  de  l'instrument  si  ingénieux  et  si  pratique 
dû  à  M.  Amsier.  Des  notices  analogues  avaient  paru,  il  y  a  déjà  un  certain 
nombre  d'années,  dans  le  Mémorial  de  Vofficier  du  GéniCf  dans  les  Mémoires 
de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux^  et  dans  la 
Nouvelle  correspondance  mathématique.  Celle  de  M.  Thiré  n'en  est  ni  moins 
utile,  ni  moins  intéressante. 

Mollame  (  F.).  —  Sur  les  sommes  des  produits  A*  à  /:(  A*  =  i ,  2 , 3, . . .) 
des  nombres  naturels.  (364-37o). 

Désignant  par  S^  ^  la  somme  des  produits  k  k  k  des  n  premiers  nombres 
entiers,  et  remarquant  que  Sj^  „  =  o  si  A:  >  o,  Sj  ^  =  /i!  si  A"  =  /i,  M.  Mollame 
établit  une  formule,  plus  générale  que  celle  du  binôme,  contenant  les  expres- 
sions S,  et  qui  permet  de  les  déduire  successivement  les  unes,  des  autres  par 
voie  de  récurrence.  La  comparaison  de  deux  formules  différentes  pour  S, ,  lui 

donne  l'identité  1.2»  4- 2.3' -f-. .  .-h  (/i  —  i)/i»  =  5— r  (/n-i)/i(/i  —  i)(3/i -h  2), 
facile  d'ailleurs  à  établir  directement. 

lyOcagne  {M.).  —  De  la  déviation  dans  Tellipse.  (370-380). 

M  étant  un  point  d'une  ellipse,  MT  la  tangente,  M' le  point  de  même  abscisse 
sur  la  circonférence  construite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  M'T  la  tan- 
gente à  celte  circonférence,  M.  d'Ocagne  appelle  déviation  l'angle  MTM'  des 
deux  tangentes.  Il  cherche  la  relation  entre  la  déviation  et  l'anomalie  excen- 
trique, étudie  les  points  de  déviation  maxima,  et  énonce  à  ce  sujet  plusieurs 
propriétés  géométriques,  parmi  lesquelles  nous  citerons  la  suivante  :  «  Le  rayon 
de  courbure  en  un  point  de  déviation  maxima  d'une  ellipse  est  égal  à  la 
moyenne  géométrique  des  demi-axes.  » 

École  Normale  supérieure  (Concours  de  i885).  —  Énoncés  des 
compositions  :  Mathématique,  Physique.  (396-39^). 

Correspondance.  —  Extrait  d'une  Lettre  de  M.  //.  Brocard  : 
Sur  les  courbes  pour  lesquelles  la  projection  du  rayon  de  cour- 
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NOUVELLES  ANNALES    ub   Matiiéhatioies.  rMiséea  l*r  1 
Cm.  IIhi£SE  (').  —  3*  si-rit!. 


Triinn  V;  r88fi,  a'  scmoslre. 

Cesan  (£.).  — 

Sur  les  nombre*  dr  lU-inoull 

3,,). 

Lautcur  clilinit 

<■!  n.imbrM  <lr  Itcrnoiilli  |.ijr  IVkïIÎU' 

(n-,., )._»•  =  ,, 

pirl  immi^dialcrmr'nt  de   U  pour  établir  une  formuk  G<^ni*rBl« 
irio.  Cl   en  difduirc   diTrrsis   jpplifaliom  fondé**  sur   1 
fflbâiique,  tl  proci'dir  de  ménie  puur  les  oumbres  il'Eiiler,  d 
sjmbolicitiF 

(ii+t)'+(K-0'  = 

PnU  il  éludirlpi  numhrcs  uilra-beraoullliïnil  M  altra-CtlUl 
MOoh  par  Im  rclallops  syinbi>lii|<i(>? 

et  montre  les  reliUuns  qui  I»  llrnt  iiiialyliqucuiiint  les  nns  an  U 
he  lâitaoiir  »D  Irrriiiiir  par  de^  appliriatiunt  mu  inljgrites  d/ 
étude  furme  une  suite,  des  plui  inl^rcsmnleii  aux  pr£i;iMeDt' 
M.  Ces»ro  sur  le  calcul  symbuliqne  et  l'aniljw  eu  fiénârid,  et  ooi 
U  publiulioa.  qu'il  unnunco  comme  prochaiuL-,  des  applidlfo^ 
Muuvruux  i  lu  tbéurtu  du  nombres. 


d^gm 


/>«  Châlem:!  {M.).  —  V.inAe  sur  les  pari>  de 
380-39.^,  \o'i-\-H)-  '" 

Étude  tr<>s  rom|)lèk'   'le   lu   t|iir'^ii<>n,  'l<>ja   UaïUe  jadil  {W 
d'une  façon  Irûs  rcmurijuiilili^.  Lu  présent  Mémoire  ■  pW- 
plus  nettemml  iiiiilUmuliquc;  nous  rpgretlnas  de  Amtir 
reprodurtbn  des  ijiri^s  dM  divUiun^  principiles  : 

l'rÈliraiuairesi  Livri"  du  preneur  de  cheveux.  Lirre  J» 
Clicvuux  |ilj<-i-s  rk'uiirmes.  Chevaux  placés  troisitin'' 
les  deux  <<»  in.is  |ircriiiers.   Pari'  sur  le  premier  n 
places  relaliïR!!.  Taris  sur  une  parlie  (les  chevaui.  ' 
Piiulr,  l'aris  iiiuluHs.  Arbitrage;  simples.  Arbitr 

Pomry  {J.-ll.).  —   Sur  la  limile  do 
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Etude  sur  les  courbes  planes  et  leurs  développées  successives;  énoncés  de 
plusieurs  théorèmes,  notamment  sur  la  similitude  des  développées  et  des  pri- 
mitives. Extension  à  certaines  questions  de  Géométrie  dans  l'espace,  et  notam- 
ment aux  lignes  sphériques. 

Mangeot,  —  Note  sur  Thyperboloïde.  (48o-483). 

L'auteur  déduit  de  la  théorie  des  invariants  quelques  propriétés  des  généra- 
trices de  l'hyperboloTde  à  une  nappe. 

Pomey  (J.-B,).  —  Sur  un  problème  de  potentiel.  (483-488). 

» 

Application  d'une  question  de  Géométrie  plane,  relative  à  un  système  de 
deux  cercles. 

Cesaro  {E,).  —  Transformations  algébriques  par  le  calcul  des 
différences.  (489-492). 

Formule  symbolique,  représentant  la  fonction  A, -h  A,a? -h  A,j:" -f-. . .  au 
moyen  des  diiïérences  successives  du  premier  terme  d'une  série  arbitraire  u,, 
u^y  u^y  ....  Application  aux  nombres  de  Bernoulli. 

Correspondance.  — .Extrait  d'une  Lettre  du  professeur  Genèse  : 
A  propos  d'une  démonstration  d'un  théorème  de  Steiner,  par 
M.  Tarry.  (493-494). 

Nécrologie.  —  Annonce  de  la  mort  d'Edouard  Laguerre,  décédé 
le  i3  août  1886;  discours  prononcés  à  ses  obsèques  par 
MM.  Bertrand  et  Halphen,  (494*496). 

Collignon  {E.).  —  Note  sur  les  polygones  fermés  (applications 
de  la  Statique  à  la  Géométrie).  (497-0 10). 

Comme  point  de  départ,  M.  Collignon  étudie  le  système  de  masses  égales, 
alternativement  positives  et  négatives,  placées  aux  milieux  des  côtés  d'un  po- 
lygone fermé.  Cela  le  conduit  à  des  solutions  simples  de  certains  problèmes 
sur  les  polygones.  Ces  considérations,  présentées  avec  beaucoup  d'élégance  et 
de  clarté,  ont  un  lien  visible  avec  celles  qui  se  déduisent  de  la  méthode  des 
équipollences,  et  qui  donnent  à  peu  près  les  mêmes  résultats. 

Cesaro  (E,).  —  Les  lignes  barycentriques.  (5i  i-Sao). 

L'auteur  appelle  barycentrique  d'une  courbe  le  lieu  des  barycentres  des  arcs 
comptés  à  partir  d'une  origine  fixe.  Cette  étude  forme  une  suite  à  deux  articles 
précédents  de  M.  Cesaro,  Sur  les  lignes  de  poursuite  et  Sur  l'emploi  des 
coordonnées  intrinsèques.  Étude  spéciale  de  la  clothoïde,  ligne  plane  dont  la 
courbure  varie  proportionnellement  à  l'arc.  Examen  de  la  question  pour  les 
courbes  gauches. 

Buil.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XL  (Dércmbrc  1887.)        R.Qi 
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Pomey  {J.-B,),  —  Enveloppes  des  côtés  d'un  carré  invariable 
dont  deux  sommets  décrivent  deux  droites  rectangulaires.  (520- 
53o). 

On  suppose  qnc  les  deux  sommets  sont  A,  B  et  Ton  cherche  les  enveloppes 
(le  AB  et  de  CD.  L'auteur  en  donne  les  équalions,  en  détermine  la  forme,  et 
en  démontre  diverses  propriétés.  Ces  deux  enveloppes  sont  deux  courbes 
parallèles. 

Pomey  (J.-B,).  —  Sur  une  fonction  qui  a  une  ligne  d'infinis. 

(53o-533). 

Formation  a  priori  d'une  telle  fonction,  au  moyen  de  la  série  double  ayant 
pour  terme  général  ; r-— • 

Slrékalof  {  V,  de).  —  Note  sur  l'intégrale   / ■;^-'  (533-534)- 

Solution  plus  simple  que  celle  précédemment  indiquée  par  M.  J.-B.  Pomey 
pour  la  détermination  de  cette  intégrale. 

/yOcagne  (M,).   —  Note  sur  la  déviation  dans  Tellipse.  (534- 

535). 

Complément  d'un  article  antérieur  (t*o</*  plus  haut).  Indication  d'un  procédé 
tout  élémentaire  pour  l'étude  de  la  déviation  dans  Tellipse. 

Cahen  (A.).  —  Note  sur  la  tlréorie  des  séries.  (535-538). 


// 


ICvaincii  (lu  cas  où  -^^^  tend  vers  i  par  valeurs  inférieures  à  i.  Hèglc  com 


// 


picinenlairc  de  celle  de  Duhamel;  application  à  deux  exemples. 

.1.  -1.  —  (Circonférence  langcnle  à  trois  circonférences  et  sjïlière 
langenU;  à  quatre  sphères.  (  53()-54o). 

Solutions   très  simples,   donnant   la    construction   de  Ccrgonnc,   et  pour  les 
sphères  une  eonslruclion  analogue. 

HiDLioGUAPHiK.  —  A,  Maiinlicini  :  Cours  de  Géoméiric  descrip- 
live  de  l'Ecole  PoK  tcclini(]U(;;  :>.''  édition,  gr.  in-8",  i«S8(); 
avertisseincnl  do  l'auteur.  —  ./.  Tariiiunllc  :  Théorie  do 
éf|iiiitions  cl  (les  iné([uali()iis  du  premier  et  tlu  scîcond  dejiri'  ;i 
une  inconnue;  j^r.  in-4'\  1886.  —  J,  de  la  Gournciic  vi  h. 
Lchoii  :  J  liéorie  et  construction  de  Tapparcil  hélicoïdal  dv'^ 
arches  biaises;  i88().  —  G. -F.  Moiitcvcrdc  :  Klcnienli  cli  dco- 
jueiria  pr(^jeUiva,   188G.  (  54<)-')4  î)- 
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Publications  récentes.  —  (544)« 

Desboves,  —  Résolution,  en  nombres  entiers  et  sous  sa  forme  la 
plus  générale,  de  Téquation  cubique,  homogène,  à  trois  incon- 
nues. (545-5-9). 

Cet  article,  dit  l'auteur  dans  une  Note  placée  dès  le  début,  peut  être  consi- 
déré comme  un  complément  du  Mémoire  de  Cauchy  sur  la  même  question  ; 
seulement,  pour  que  le  sujet  fût  complètement  traité,  j'ai  reproduit  deux 
systèmes  de  formules  trouvées  par  l'illustre  géomètre,  mais  en  simplifiant  les 
démonstrations.  L'étude  très  complète  et  très  rigoureuse  de  M.  Desboves  com- 
prend un  grand  nombre  de  théorèmes,  dont  plusieurs  sont  nouveaux  et 
paraissent  avoir  échappé  à  Cauchy.  Il  y  a  là  en  somme  une  contribution  nou- 
velle et  importante  à  cette  branche  difficile  et  peu  avancée  de  la  Science  ma- 
thématique :  l'analyse  indéterminée  d'ordre  supérieur. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Concours  de  1886). 
—  Enoncés  des  compositions  :  Mathématiques  élémentaires, 
Mathématiques  spéciales,  Analyse  et  ses  applications  géomé- 
triques. Mécanique,  Calcul,  Epure.  (5^9-583). 

PUBLICATIOKS    RÉCENTES.   —  (583).  A.    L. 
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